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Santo:  Die  Abbildung  des  Aeussern  eines  Kreisboyenpolygons  elc.  1 


I. 

Die  Abbildung  des  Aeussern  eines  Kreisbogon- 
polygons  auf  eine  Kreisfläche. 


Von 

Th.  Sanio. 


Die  Theorie  der  conformcn  Abbildungen,  welche  gegenwärtig  in 
der  Weiterentwicklung  der  höheren  Analysis  eine  ähnliche  Rolle  spielt, 
wie  sie  in  den  beiden  vorigen  Jahrliundertcn  bei  der  Jlntwicklung 
der  Principien  des  Inlinitesimalcalculs  den  Theorien  der  Tangenten 
und  der  Maxüna  zu  Teil  wurde,  umfasst,  ganz  ähnlich  wie  jede  jener 
beiden,  zwei  Reihen  von  Aufgaben,  welche  sich  durch  den  sehr  ver- 
schiedenen Grad  ihrer  durchschnittlichen  Schwierigkeit  sofort  als  dein 
elementaren  und  dem  höheren  Teil  dieser  Lehre  angchörig  aus  weisen, 
und  welche  man  in  genauer  Analogie  mit  den  beiden  Reihen  von  Auf- 
gaben der  Tangententheorie  als  die  directen  und  die  inversen  Auf- 
gaben der  Abbildungsrebrc  bezeichnen  kann. 

Die  Probleme  der  ersten  Art,  wio  sie  in  dem  für  diesen  Teil 
der  Theorie  sehr  vollständigen  Elemcntarwerk  von  Holzmüller  [„Ein- 
führung in  die  Theorie  der  isogonalen  Verwandtschaften“  etc,]  zur 
Darstellung  kommen,  lassen  sich  sämtlich  unter  die  Form  subsumiren: 
Eine  Function  l — f{z)  ist  direct  gegeben;  gesucht  werden  die  geo- 
metrischen (und  sonstigen)  Eigenschaften  der  durch  diese  Form  ver- 
mittelten Abbildnngsart. 

Die  Probleme  der  zweiten  Art,  welche  als  die  inversen  Auf- 
gaben bezeichnet  wurden,  lassen  sich,  wie  dieses  bei  den  höheren 
und  schwierigeren  Unterauchungeu  einer  mathematischen  Disciplin 
gewöhnlich  der  Fall  zu  sein  pHegt,  nicht  unter  einen  Gesichtspunkt 
zusammenfassen , und  man  wird  die  bis  jetzt  behandelten  Probleme 
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in  mehrere  wesentlich  verschiedene  Groppen  einzuteilen  haben,  was 
freilich  an  dieser  Stelle  zu  weit  führen  würde  und  daher  unterbleiben 
mag.  Das  gemeinsame  Band  der  Aufgaben  besteht  nur  darin,  dass 
bei  allen  die  Abbildongsfuuction  gesucht  wird;  woraus  sich  dann 
in  den  concreten  Fällen  ergicbt,  dass  sie  in  der  Regel  der  Integral- 
rechnung  angehören. 

Die  Theorie  derselben,  welche  bekanntlich  durch  den  Satz  von 
Riemann,  dass  zwei  im  Uebrigcn  beliebig  gestaltete,  einfach  zusammen- 
hängende ebene  Flächenstücke  stets  gegenseitig  eindeutig  und  conform 
auf  einander  abbildbar  sind,  ihre  Grundlage  erhielt,  machte  den 
nächsten  wichtigen  Fortschritt  durch  die  Abhandlung  von  Schwarz: 
„lieber  einige  Abbildungsaufgaben^*’). 

Die  darin  behandelten  Probleme  gehören  zur  Gruppe  derjenigen, 
bei  welchen  die  zu  suchende  Abbildungsfunction  durch  Festsetzung 
der  Begrenzung  der  beiden  Gebiete,  welche  einander  entsprechen 
sollen,  bestimmt  wird. 

Die  Lösung  der  Aufgabe,  den  Kreis  auf  der  Fläche  eines  von 
geraden  Linien  begrenzten  Polygons  conform  abzubilden  findet  sich 
allerdings  auch  in  einer  früher  als  die  von  Schwarz  erschienenen 
Arbeit  von  Christoffcl:  Sul  problema  delle  temperature  stationarie 
e la  rappresentazione  di  una  data  superficie.  1867.  Im  ersten  Baude 
der  Annali  di  Matematica,  sccunda  seric.  Dagegen  ist  das  Problem, 
die  unendliche  Halbebene  (oder,  was  davon  nicht  wesentlich  verschie- 
den ist,  den  Kreis)  conform  auf  ein  von  Kreisbögen  begrenztes  Polygon 
abzubilden,  von  Schwarz  in  der  genannten  Abhandlung  zuerst  gelöst 
worden,  und  bildet  die  Analyse  desselben,  welche  überdies  auch  einer 
Anwendung  auf  andere  Abbildungsprobleme  fähig  ist  [Ein  Beispiel 
wird  in  § 1.  der  vorliegenden  Arbeit  gegeben  werden]  den  eigentlichen 
Fortschritt  der  Theorie. 

Die  in  dem  Folgenden  behandelte  Aufgabe,  die  Halbcbene  auf 
das  Aeussere  eines  von  Kreisbögen  begrenzten  Polygons  abzubilden, 
welcher  näher  getreten  zu  sein  ich  der  Güte  des  Herrn  Professor 
Lindemann  verdanke,  erledigt  sich  durch  die  oben  erwähnten  von 


I)  In  Crelle’s  Journal  der  Math.  Band  70.  veröffentlicht  und  vom  Fe- 
bmar  1869  datirt.  Die  nnmittelbar  darauf  io  eben  demselben  Bande  gedruckte 
vom  September  1868  datirte  Arbeit  desselben  Autors  enth&lt  zwar  ebenfalls 
die  für  die  Abbildung  geradliniger  Polygone  charakteristische  Integralfunction, 
sie  enthält  aber  nicht  das  analytische  Princip,  welches  wohl  den  wichtigsten 
Fortschritt  der  Theorie  involvirt,  und  w'elchcs  sich  in  der  zuerst  genannten 
Abhandlung  findet. 
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Schwarz  gegebenen  Hilfsmittel,  und  cs  zeigt  sich  sogar,  dass  sie  von 
der  entsprechenden  Aufgabe  für  das  lunere  des  Kreisbogenpolygous 
nicht  wesentlich  verschieden  ist,  indem  beide  Probleme  auf  Dilfcreutial- 
gleichungcn  von  ganz  derselben  Form  fuhren,  welche  sich  nur  durch 
die  Werte  ihrer  Parameter  von  einander  unterscheiden. 

Dieses  Resultat  war  vermöge  der  bekannten  Eigenschaften  der 
linearen  Substitution,  welche  in  der  Trausformation  der  Figuren  durch 
Kreisverwandtschaft  ihren  geometrischen  Ausdruck  finden,  vorauszu- 
sehen,  und  man  würde  es  wohl  als  selbstverständlich  und  keiner  be* 
sondern  Untersuchung  würdig  erachten,  wenn  nicht  Christoffel  in  der 
Abhandlung:  Sopra  un  problema  proposto  da  Dirichlet^),  einem 
Zusätze  zu  der  vorhin  genannten  grösseren,  gezeigt  hätte,  dass  die 
Aufgaben  für  das  Innere  und  das  Acussere  eines  geradlinigen 
Polygons  auf  zwei  verschiedene  Abbilduugsfunctioncn  führen; 
auch  unterscheidet  sich  die  Analyse  des  letztem  Problems  in  einem 
Punkte  wesentlich  von  der  des  erstem. 

Nachdem  das  Resultat  gewonnen  war,  dass  die  beiden  für 
geradlinige  Polygone  verschiedenen  Probleme  fürKreis- 
bogonpolygonc  coincidireu,  war  es  wünschenswert,  zu  zeigen, 
dass  ChristoffePs  Analyse  des  zweiten  Problems,  wenn  man  sie  auf 
Kreisbogenpolygonc  ausdehnt,  zu  keiner  andern  Differentialgleichung 
führt,  als  die  ohne  diesen  Zusatz,  also  auf  dem  einfachsten  Wege 
vorgenommene  Anwendung  der  Schwarz’scheu  Principien. 

Ferner  war  cs  nötig,  die  allgemeine  und  einheitliche  Lösung  der 
Abbildungsaufgabc  des  Kreisbogenpolygons  zur  llerlcitung  der  be- 
kannten Lösungen  der  beiden  auf  das  geradlinige  Polygon  (als  eines 
specicllcn  Falles  des  Kreisbogeupolygons  bezüglichen  Aufgaben  zu 
benutzen,  um  zu  zeigen,  dass  in  der  Tat  die  Cbristofferscben  Ab- 
bilduDgsfunctioneu  für  das  Innere  und  für  das  Acussere  des  Polygons 
sich  beide  auf  diesem  Wege  ermitteln  lassen. 

Das  ist  nun  für  das  Dreieck,  also  für  den  Fall,  in  welchem 
die  zur  Anwendung  kommende  Differentialgleichung  diejenige  der 
hypergeomctrischcn  Reihe  ist,  durchgeführt  worden. 

WajB  aber  die  Polygone  mit  mehr  als  drei  Ecken  anbclaugt, 
so  unterliegt  die  Behandlung  derselben  einer  Schwierigkeit  Während 
nämlich  die  Parameter  der  hypergeometrischen  Diflfereutialgleichung 
durch  die  Angabe  der  Wi  n k c 1 des  abzubildcnden  Kreisbogendreiecks 
vollständig  bestimmt  sind,  genügt  die  Angabe  der  n Winkel  des  ab- 


2)  Ännali  di  Matcinatica,  Serie  2,  Band  4. 
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zubildenden  Kreisbogenpolygons , wenn  n 3 ist , nicht  mehr  zur 
Bestimmung  der  2n  — 3 Parameter,  welche  die  auf  die  einfachste 
Form  gebrachte  Differentialgleichung  des  Problems  ausser  den  singu- 
lären Punkten  noch  enthält 

Die  vollständige  Durchführung  der  Constanteubestimmung  für 
das  Schwarz’sche  Problem,  wenn  sie  geleistet  wäre,  also  die  Lösung 
derjenigen  Aufgabe  für  Kreisbogenpolygone,  welche  für  geradlinig 
begrenzte  Polygone  in  der  Abhandlung  von  Schlaefli:  „Ueber  die 
allgemeine  Möglichkeit  der  conformen  Abbildung  einer  von  Geraden 
begrenzten  ebenen  Figur  in  eine  Halbebene“  in  Angriff  genommen 
ist,  würde  allerdings  auch  für  das  hier  vorliegende  Problem  alles 
Wünschenswerte  erreichen  lassen;  diese  Aufgabe  in  ihrer  Allgemein- 
heit dürfte  aber  doch  sehr  erheblichen  Schwierigkeiten  unterliegen. 

Wenn  man  ein  Kreisbogenpolygon  unter  Zugrundelegung  der 
gewöhnlichen  (Gauss’schen)  geometrischen  Repräsentation  des  Imagi- 
nären, durch  eine  lineare  Substitution  oder,  was  damit  gleichbedeutend 
ist,  zweimal  durch  reciproke  Radien  oder  einmal  durch  reciproke 
Radien  und  alsdann  durch  Umklappung  tiausformirt,  so  bleiben  hier- 
bei bekanntlich,  wie  im  allgemeinen  (nämlich  abgesehen  von  singu- 
lären Fällen)  durch  jede  analytische  Transformation  — die  Winkel 
des  Polygons  unverändert  Diese  Winkel  sind  aber  nicht  die 
einzigen  Invarianten  des  Polygons;  bezeichnet  man  nämlich  irgend 
vier  Punkte  der  ursprünglichen  Figur  durch  tj,  so  ist  bekanntlich 

das  Doppelvcrhältniss  derselben,  nämlich  die  Function 

für  die  allgemeine  lineare  Substitution  ebenfalls  eine  absolute 
Invariante. 

Seien  jetzt  die  Ecken  des  Kreisbogenpolygons, 

welche  als  die  den  singulären  Punkten  der  linearen  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  entsprechenden  Punkto  des  ^-Gebietes  analytisch 
definirbar  sind.  Die  n (n  — 1)  (n  — 2)  («  — 3)  Doppolverhältnisso,  welche 
sich  aus  den  Grössen  fj,  ...S’h  bilden  lassen,  sind  durch  n — 3 
von  ihnen,  etwa  durch  die  Doppelverhältnisse 

?n— 2 1 (^2  ltti—2  ^n—1  . j (5^»— 3 ?n— 2 ^«—1  ^n) 

bestimmt.  Bezeichnet  mau  die  Werte  dieser  letzteren  durch  Xj, 
die  Winkel  des  Polygons  aber,  abgesehen  von  dem  ge- 


3)  Im  76ten  Bande  des  Crcllc’schen  Journals. 
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meinsamen  Factor  durch  Aj,  Ag,  A«,  so  sind,  wenn  7*  eine  un- 
gerade Zahl  ist,  jedenfalls  die  A von  den  x unabhängig,  da  cs  in 
diesem  Falle  möglich  ist,  wenn  die  n Eckpunkte  beliebig  festgesetzt 
sind,  dem  Polygon  die  Winkel  A zu  geben.  (Für  gerades  n sind 
freilich  die  Winkel  von  der  Wahl  der  Ecken  nicht  ganz  unabhängig.) 
Es  muss  daher,  zum  Mindesten  für  Polygone  von  ungerader  Seiten- 
anzsdil,  möglich  sein,  die  7»  — 3 von  einander  unabhängigen  Doppcl- 
verhältnisse  und  die  Winkel  des  Polygons  neben  einander  als  invariante 
Parameter  in  das  Problem  eiuzuführon.  Die  genauere  Untersuchung 
dieser  Verhältnisse  wird  nicht  wenig  durch  den  Umstand  gefördert, 
dass,  wie  Wedekind  gezeigt  hat'*),  das  Doppelverhältniss  von  vier 
complexen  Punkten  sich  durch  zwei  reelle,  von  einander  unabhängige 
Winkel  auf  eine  einfache  Weise  darstcllen  lässt.  [Dass  ein  beliebig 
gegebenes  Doppelverhältniss  der  obigen  Art  als  coraplexe  Grösse  für 
zwei  lineare  Parameter  zählt,  ver.steht  sich  ohnehin  von  selbst] 
Auch  das  Kreisbogenpolygon  von  gerader  Seitenanzahl  \vird  durch 
dieses  Hilfsmittel  einer  analogen  Bchandlungsweisc  zugänglich,  und 
es  ergiebt  sich,  «lass  der  vorhin  nur  als  möglich  augedeutete  Unter- 
schied zwischen  Gerade  und  Ungerade  in  Wirklichkeit  stattfindet, 
dass  nämlich  für  Polygone  von  gerader  Seitenanzahl  einer  der 
W”inkel  durch  die  übrigen  und  die  Doppclverhältnisse  mit  be- 
stimmt ist 

Das  Endergebniss  dieser  Betraclitnng  lässt  sich  so  aussprechen; 
Durch  Polygonwinkel  und  Doppolverhältnissc  werden  die  3«  — 3 Para- 
meter der  Diflfcrentialgleichung  des  Problems  (hier  sind  auch  die 
im  Endlichen  gelegenen  singulären  Punkte  mit  eingerechnet)  für  ein 
ungerades  n bis  auf  zwei,  für  ein  gerades  bis  auf  drei,  bestimmt. 

Vermittelst  einer  solchen  Darstellung  wird  es  möglich  sein,  die 
beiden  allgemeinen  Probleme  der  Abbildung  des  Innern  und  des 
Aeussern  eines  gegebenen  Kreisbogenpolygons  auf  einander  zu  be- 
ziehen, indem  man  in  den  Parametern  der  Differentialgleichung  des 
einen  überall  2 — Aa  für  Aa  substituirt,  die  x aber  unverändert  lässt. 

Wegen  des  genauen  Zusammenhanges  unseres  Problems  mit  dem 
Gegenstände  der  mehrerwähnten  Schwarz’schen  Untersuchungen  und 
der  Nötigung,  die  geringen  Unterschiede  der  auf  das  Aeussere  und 
das  Innere  der  Kreisbogenpolygone  bezüglichen  Aufgaben  festzustcllen 
und  hervorzubeben,  schien  es  geboten,  zur  Einleitung  die  Hauptpunkte 
der  von  Schwarz  geschaffenen  Methode  zu  reproduciren , während 


5)  Wedekind,  Beiträge  zur  geometrischen  Interpretation  binärer  Formen. 
Erlangen  1875.  Inauguraldissertation.  Im  Auszüge  math.  Ann.  Bd.  IX. 
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hinsichtlich  des  Details  jener  Entwickelungen  auf  die  betreffenden 
Originalarbeiten  hingewiesen  werden  durfte.^) 

Die  gewählte  Darstellungsweise  des  reproductiven  Teils  bietet 
vielleicht  in  so  fern  ein  selbständiges  Element,  als  die  das  Kreis- 
bogenpolygon betreffende  Schwarz’sche  Aufgabe  umgekehrt  wird,  indem 
wir  sie,  von  der  allgemeinen  Form  der  linearen  Differentialgleichung 
ausgehend,  so  gefasst  haben : Diejenigen  linearen  Differentialgleichun- 
gen zu  suchen,  welche  auf  Abbildungen  mit  Kreisbögen  führen. 


§ 1. 

Wenn  man  der  Einfachheit  wegen  das  «-Gebiet  (anstatt  eines 
Kreises)  die  unendliche  positive  Halbebene  über  der  x-Axe  sein  lässt 
und  sich  die  Aufgabe  stellt,  diese  Halbebene  in  dem  ^-Gebiet  auf 
dem  Innern  oder  Aeusseren  einer  gegebenen  eckigen  Begrenzungs- 
fignr  conform  abzubilden,  so  wird  es  zunächst  darauf  ankommen,  die 
einzelnen  Curvenbögeu  — die  Seiten  des  Polygons  — als  Linien  von 
einem  und  demselben  geometrischen  Charakter  aufzufassen.  Nachdem 
dieses  geschehen,  kann  man  sich  dann  die  Aufgabe  stellen,  diejenige 
Art  von  Functionen  J = q>(z)  ausfindig  zu  machen,  vermittelst  deren 
im  allgemeinen  Stücke  der  x~Axq  des  «-Gebietes  durch  Curvenbögeu 
von  der  verlangten  Art  in  dem  ^-Gebiete  abgebildet  werden. 

Um  das  gleichförmige  Verfahren,  dessen  man  sich  zu  bedienen 
hat,  zu  kennzeichnen,  mögen  successive  die  drei  Beispiele  ins  Auge 
gefasst  werden; 

a)  dass  die  Polygonseiten  gerade  Linien  sind; 

b)  dass  sie  Kreisbögen  sind; 

c)  dass  sie  concentrischc  gleichseitige  Hyperbeln  sind. 

Im  ersten  Falle  bleibt  der  Charakter  einer  Linie  von  der  Art 
derer,  welche  die  Polygonseiten  darstellen,  durch  die  Transformation 

fe  '=  unverändert, 
im  zweiten  Falle  durch  die  Transformation 

. oj+h 


5)  So  nnmcntlich  auf  die  Abhaudlung  run  Schwarz:  „Ueber  diejenigen 
Fälle,  in  welchen  die  Gaussischc  hypcrgeomctrischo  Reihe  eine  algebraische 
Function  ihres  vierten  Elements  darstellt“,  im  75ten  Bande  des  Crclle’schen 
Joum  als. 
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im  dritten  Falle  durch  die  Transformation 


- a^+h. 

Denkt  man  sich  jetzt  die  Variabein  f and  als  Functionen  von 
a,  so  gelingt  es  jedesmal,  aus  den  J und  deren  Derivirten  nach  z eine 
Function  ^ herznstellcn,  welche  die  in  den  vorstehenden  Functionen 
vorkommenden  constanten  Parameter  nicht  mehr  enthält  und  ausser- 
dem die  Eigenschaft  hat,  dass 


wird.  Man  findet  nämlich  für  ^(s) 


im  ersten  Falle 


d.  di 
dz^^^  dz* 


im  zweiten  Falle 


im  dritten  Falle 


€lz 


Ist  nun  F(z)  eine  sonst  beliebige  Function  von  z,  wolcbo  aber 
für  reelles  z reell  bleibt,  so  giebt  die  Lösung  einer  Differential- 
gleichung 


diejenigen  Abbildnngsarten,  bei  welchen  im  allgemeinen  Stücken  der 
x-Axe  des  «-Gebietes 


im  ersten  Falle  Stücke  von  geraden  Linien, 
im  zweiten  Falle  Kreisbögen, 

im  dritten  Falle  Bögen  concentrischer  gleichseitiger  Hyper- 
beln des  ^-Gebietes  entsprechen. 

Der  Beweis  ist  in  jedem  Falle  leicht;  er  mag  für  den  dritten 
Fall,  welcher  sich  in*  den  in  der  Einleitung  citirten  Arbeiten  des 
Urhebers  dieser  Theorie  nicht  findet,  hier  geführt  werden. 

Aus  der  Gleichung 


wenn  man  in  ihr  « = a;  setzt,  also  reell  sein  lässt  und  setzt, 

folgen  durch  Separation  des  Reellen  und  des  Imaginären  die  beiden 
Gleichungen: 

ri'+  ir-  ri'fi-  Wh 

2£'*»'+w’+»ir = 

oder: 
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also  durch  Integratiou  dio  Gleichung 

— — = q, 

worin  p und  q zwei  willkürliche  Constanten  sind.  Das  ist  aber  die 
allgemeine  Form  der  Gleichungen  derjenigen  gleichseitigen  Hyperbeln, 
AS  eiche  den  Coordinateuanfangspunkt  der  I,  i^-Ebene  zum  gemeinsamen 
Mittelpunkt  haben. 

Was  die  viel  wichtigeren  Fülle  a)  und  b)  anbetrifft,  so  sei  es 
verstauet,  den  Ort  anzugebeu,  wo  man  sie  ausführlicher  behandelt 
findet.^) 

Versuchen  wir  cs  noch,  das  in  diesen  Beispielen  liegende  Priucip, 
welches  angemessen  als  dasSchwarz’schePrincip  zu  bezoichueii 
ist,  allgemeiner  zu  formuliren. 

Sei  fl  = (p  (f)  eine  gegebene  Function  von  f mit  mehreren  con- 
stnnteu  Parametern,  und  man  kenne  eine  Function  von  f und 


identisch  erfüllt  wird,  wenn  man  in  sie 


cinsetzt,  indem  man  f und  daher  auch  f,  als  Functionen  einer  dritten 
Variabein  z ansieht  Ist  nun  f =/(ä)  eine  Lösung  der  Differential- 
gleichung 


wenn  einige  der  in  der  Function  cp  enthaltenen  constanten  Parameter 
in  der  Differentialgleichung  nich  t Vorkommen,  eine  allgemeinere 
Lösung  derselben  Differentialgleichung.  Die  Differentialgleichung 
=r  F sei  von  der  wten  Ordnung,  und  sic  enthalte  n von  den  Para- 
metern nicht,  welche  in  <p(f)  Vorkommen. 


6)  Schwara,  Christoffcl  und  Schacffli  in  den  oben  genannten  Abhandlungen, 
und  sub  b):  Pochh.'ininicr  „Notiz  über  die  Abbildung  der  Kreisbogenpolygone“, 
Crelle’s  Journal,  Bd.  76. 


so  ist  offenbar 


9 (/(*)) 
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h 3-^^«a  F'ule  erhält  man  ans  j*:dor  ParticularlC^sung  f{z)  dio 
ir-Äa-fias  der  Düfereatiat-jieiohung«  indem  man  <?(/*(,:)) 

?LirtL  D.^srentiiizleieiiiiiiir  kuna  ,voq  singuldrou  Lösungen  etwa 
V^Tt«»  LJ-jung  beaitzen.  welche  nicht  unter  der  Korin 
c f z fnihaiiea  wäre.  yua.  sei  3 = Xj  bis  3 ^ x*  ein  solches 
icT  reellen  JLie  des  r-<Fibiotes,  für  welches  dio  DitTerential- 
^i-3Ttr  rzend  -nne  reelle  Lisaag  f^z)  b<*sitzt,  so  wird  jede  par- 
bjn.ir»  U-yene  oiso  niit  Ansnaiüne  der  etwa  vorhandenen  singuUiren 
;etie  Lüsimg  dberhanpc},  da  sie  als  Transfonnirto  von  / 
v?T3ßn^  ier  Substitution  p'/t"!  aacestheu  werden  darf,  dio  Kigen- 
jesitrca:  wenn  3 <ia&  genannte  Intervall  der  x-Axe  durchläutt, 
M lesdir^iM  *ier  durch  jene  Lösung  repräseiitirte  Punkt  ^ einen 
Bcgem  aner  Carve.  weiche  zu  den  durch  die  Gleichung  i — qr(x) 
durakrerisirten  gehört,  [r  bezeichnet  eine  reelle  Variahele,  und 
<ße  -HiiZEinem  Curveniniüviiiuen.  welche  zu  dieser  rurvonfamilie  ge- 
entstehen  dadurfJi,  dass  mau  denjenigen  Parametern  von  <r, 
»•ii'die  in  «ier  Diiferentialgkkhong  nicht  Vorkommen,  bestimmte 
p&=-n.de  Werte  erteilt^ 


§ 2. 

Die  Betru-htungen  des  vorhergehenden  Paragraphen  b*^zkh«m 
sica  aur  anf  üe  ßegreui ungeu,  nicht  auf  das  lauere  ir^r 
weiche  durch  *iie  Abbildung  zu  einander  in 
W53*iea  sollen.  Die  Abbüdung  iaRiemauQ's  Siaae  errLrii'r* 
du  geg^^aseitig  eindeutiges  EnUprei!h-^a  Ur.v'..c.it-r 
m Object  und  Bii»i  IDeraus  folgt  na»:fa  f aa-iiai  •n'.i.  m -ar/* -i  u r 
raeorie  der  Fuaftionen  einer  cc‘rapk-sen  .1 . 

käues  fier  beitka  zu  einander  in  B-:zieLaar  n /..<  U‘ u' 

ftäcke  VerrweiguDgsp unkte  vorhandva  seia  iirf-a. 

Die  Begrenzung  des  ^-Gebietrs  ict-u  wiai  w 

lygoa  sein  solL  einen  voUstän.l'z  ges:h  :s4.^a*'U,  a-  .•$'  *. 
«cimeiiienden  Contour  bilden.  AiUrkir*  wl/e  Ji  vit  l- 

«eben  Siune  «icht  aasgeschlorieu.  .iii»  ii.,a  Te:.-^ 
begreazten  uo*J  einfach  zasaoiiaea'a.i'.Z'rt  l :r»  5 ..1  *c.  i*  . i t .a  ; u- 
reren  aber  einander  liegeLd-.-a  L..Ä*.:er..  d .r  ^ r < 

bedüden..  wodurch  scheinbare  v *,  u- 
stfctigkeit^paaiteii  und  sch^inbaref 

zreazung  in  gewissen  PuLk'.-n  eat.»Vji..a.  x.AiVr.  i:<. ».x  «.>t. 
wie  es  bei  Abbiidungsaafgäbez:  w'.b*  t*..  o^x 

engeren  B*:griffe  der  Eia  de  a'd  zieh  ha  h.jA.ve  er- 

heischt, dass  das  ganze  F-i-.bei.tV*' i > k :i  e-ien.  vii  CtiLi-, .v'_ ii 
Blatte  der  Riemann’schea  F-aebe  Ceri**/«/  k-z.  -:-sh.  a«.» 
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«Santo;  DU  Abbildung  des  Aeussern  eines 


tritt  die  Bedingung  hinzu,  dass  keiner  der  Winkel  des  Polygons 
grösser  als  2n  sein  darf,  und  wir  haben  ein  (krummliniges)  Polygon 
im  antiken  Sinne  des  Wortes. 


Wir  treten  nun  unserer  Aufgabe  näher,  indem  wir  uns  fortan 
auf  die  Discussion  derjenigen  Abbildungsartcn  beschränken,  welche 
auf  Kreisbogenpolygone  Bezug  haben,  also  auf  eine  solche 
functionclle  Verknüpfung  von  z und  f,  welche  durch  eine  Differential- 
gleichung von  der  Eorm 


d*.  dl;  dSY  , 


oder,  wenn  man  die  Differentiationen  auf  der  linken  Seite  des  Gleich- 
heitszeichens ausführt, 


charakterisirt  wird. 


Die  Integration  derselben  ist  bekanntlich  auf  die  einer  linearen 
homogenen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  zurückführbar,  wie 
durch  Kummer  entdeckt  worden  ist').  Die  Natur  dieses  Zusammen- 
hanges ist  in  den  folgenden  Theoremen  ausgesprochen,  welche  hier 
anzuführen  verstattet  sei;  die  Herleitung  findet  man  bei  Schwarz, 
Abhaudl.  in  Crelle’s  J.  Bd.  75,  II. 

„Der  Quotient  zweier  Lösungen  einer  linearen  homogenen 
„Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 

f/*ö)  rfco 

7^  + /«^+5<»  = 0, 


„deren  Coefficienten  mit  der  Function  F(z)  durch  die  Relation 


2q—  ip*  — 


dp 

dz 


„verbunden  sind,  ist  eine  Lösung  der  Differentialgleichung  dritter 
„Ordnung 

2fr-  srr  „ 


Das  charakteristische  Moment  hierbei  ist,  dass  die  Coefficienten  der 
zur  Anwendung  kommenden  linearen  Differentialgleichung  2.  0.  nicht 
völlig  bestimmt  sind,  dass  vielmehr  einer  derselben  beliebig  gewählt 


7}  Kummer:  „De  generali  quadam  aequatione  diffcreiitiali  tertii  ordinis'% 
Ostorprugramm  1834  des  Gymnasiums  zu  Liegnitz.  Die  daselbst  behandelte 
Differentialgleichung  ist  noch  etwas  allgemeiner  als  diejenige  des  obigen  Ab* 
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werden  darf.  Das  hierdurch  scheinbar  anftretonde  willkürliche 
Element  in  der  Lüsang  einer  gewöhnlichen  Diflfcrcntialgleichung 
3.  0.  wird  aber  dadurch  beseitigt,  dass  folgender  Satz  gilt: 


„Sämtliche  Dififcrentialgleichungon  von  der  Form 


+ j>^+«»  = 0 


„für  welche  die  Fnnction 


25-lf.«- 


dp 

du 


„denselben  Wert  hat,  haben  die  Eigenschaft,  dass  zwischen  dem 
„Quotienten  zweier  Lösungen  der  einen  und  dem  Quotienten  zweier 
,4^snngen  irgend  einer  andern  eine  lineare  Relation  besteht^^  ^). 


§ 3. 

Die  Aufgabe,  die  unendliche  Halbebeno  des  «-Gebietes  auf  dem 
Innern  eines  geradlinigen  Polygons  des  ^-Gebietes  abzubilden,  löst 
man,  wie  Christoifel  und  Schwarz  gezeigt  haben,  vermittelst  der 
Function 


bildongsproblcms.  — Uebrigens  findet  sich  der  charakteristische  Differential- 
ansdntck  der  letzteren  auch  bei  Lagrange.  (Sur  la  construction  des  cartes 
g^graphiqnes,  in  Nonveanx  M^moires  de  l*Acad<imie  de  Berlin  1779.  cf.  Klein, 
Vorlesungen  über  das  Ikosaeder,  p.  74.  in  der  Anmerkung.) 

8)  Man  kann  nämlich  rermittelst  der  bekannten  Substitution 


0»  « u.o 

ans  der  linearen  Differentialgleichung 

, dta 
dz 


0 


den  Coeffidenten  des  ersten  Differentialqaotienten  fortschaffen,  indem  sich 

u = 

nnd  alsdann  die  transfonnirte  Differentialgleichung 

ergiebt,  so  dass  also  alle  diejenigen  Differentialgleichungen,  für  welche 
*2q — ^ denselben  Wert  hat,  auf  eine  uud  dieselbe  rcducirto 
Differentialgleichnng  führen. 


Santo:  Die  Abbildung  des  Äeussern  eines 


t — & = C*  (*  — — («  — Ön)^n“'d». 

So 

Das  Polygon  hat  im  Allgemeinen  n + l Ecken;  die  Winkel  des- 
selben sind  ^cAj,  ...,  nln  und  nX^  worin 

^ 03  n - - 1 — 2JA*; 

i 

dieselben  folgen  in  dem  Polygon  auf  einander,  wie  die  reellen 
Zahlen  a„  oj,  . . . an  und  oo . Dicae  letzteren,  als  Punkte  der  «-Axe 
des  3-Gcbietes  aufgefasst,  entsprechen  den  Eckpunkten  des  Polygons 
in  dem  J;-Gehiet 

Die  Forderung,  dass  die  gesamte  Fläche  des  Polygons  als  in 
eiuem  und  demselben  Blatte  der  Rlemann’schcn  Fläche  befindlich 
vorstellbar  sein  soll,  woran  wir  festhalten,  erheischt,  dass  keiner  der 
Polygonwinkel  grösser  als  2n  sein  darf;  die  A müssen  also  sämt- 
lich positive,  zwischen  0 und  2 liegende  Zahlen  sein;  insbesondere 
gilt  das  von  der  Zahl  A,  woraus  noch  folgt,  dass 

n — 3 EXh  ^ n — 1 

1 

sein  muss. 

Der  Grcuzfall  A/,  = 0 ist  auszuschliessen , weil  danu  der  dem 
Punkte  z = ah  entsprechende  Functionswert  logarithmisch  unendlich 
wird. 

Um  cs  zu  vermeiden , dass  eine  der  Ecken  des  Polygons  gerade 
dem  Punkte  Unendlich  des  «-Gebietes  entspricht  (weil  hierin  eine 
Spcciticatiou  des  allgemeinen  Abbildungsproblems  liegt),  kann  man 
das  (m  + 1)  Eck  in  ein  n Eck  verwandeln,  indem  man  den  Winkel 
der  genannten  Ecke  gleich  n macht,  was  durch  Hinzunahme  der 
Bedingung 

£Xh  = « — 2 
1 

erreicht  wird. 

Das  Aeussere  eines  Polygons  ist  zuerst  von  Christoffcl  abge- 
bildct  worden  ®).  Lässt  mau  au  die  Stelle  der  inneren  Polygonwiukcl 
die  äusseren  treten  und  bezeichnet  jetzt  diese  letzteren  durch 
A,,  Ag,  ...  An  und  A — welches  die  dem  Zusammenhänge  der  beiden 


9)  Sopra  un  problcma  proposto  da  Dirichlet.  In  den  Annali  di  Matc- 
matica,  Serie  2,  Band  4.  (1870). 
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Probleme  entsprechendste  Nomenclatur  ist  — so  tritt  in  der  diesem 
Problem  entsprechenden  Abbildungsfunction  zu  den  unter  dem  Inte- 
gralzeichen stehenden  Factoren  der  vorigen  noch  der  Factor 

hinzu.  Die  abgebildete  Fläche  des  ^;-Gebietes  muss 

nämlich  jetzt  auch  den  Punkt  Unendlich,  und  zwar  im  Innern 
enthalten ; einer  der  Factoren  unter  dem  Integralzeichen  muss  daher 
jedenfalls  für  einen  gewissen  complexen  Wert  z ^ A-\- Bi  unendlich 
werden.  Dieser  Factor  wird  demnach  gleich  einer  negativen  Potenz 
von  * — A — Bi  sein  müssen.  Hieraus  folgt  aber,  weil  die  Function 


d 

,Tz  '“8  dz 


für  reelles  z notwendigerweise  reell  bleiben  muss  (§  l.)i  das  Vor- 
handensein einer  eben  solchen  Potenz  von  z — A-\- Bi  Was  aber 
den  Exponenten  der  Potenz  von  (*  — anbelangt,  so  kann 

er  nicht  gleich  — 1 sein,  weil  hieraus  ein  logarithmisches  Un- 
endlichwerdcn  und  demnach  eine  unendliche  Vieldeutigkeit  von 
I in  der  Umgebung  von  z = A-^  Bi  folgen  würde;  überhaupt  schliesst 
die  Forderung  des  gegenseitig  eindeutigen  Entsprecheus  von  z und 
t in  der  Umgebung  von  z = A-\- Bi  jede  andere  Potenz  aus,  ausser 


der  — 2ten,  so  dass  also  der  Factor 


1 

[(«— 


gefordert  wird. 


Auch  das  Vorkommen  mehrerer  Factoren  von  der  soeben  ge- 
nannten Form  ist  ausgeschlossen,  weil,  wenn  der  Punkt  ^ = co  zwei 
verschiedenen  Punkten  z -=^^A-\-Bi  und  z = A'-\-  B'i  entspräche, 
z als  Function  von  J betrachtet  nicht  auf  einer  einblättrigen  Rie- 
mann’schen  Fläche  eindeutig  darstellbar  wäre. 


Die  Abbildungsfunction  für  das  Acussero  eines  geradlinigen 
Polygons  wird  daher  von  der  Form: 


J («— — ... 

- 

Hierin  ist  der  Punkt  * = A-\~  Bi  nicht  beliebig.  Die  Entwicklung 
der  Function  unter  dem  Integralzeichen  in  der  Umgebung  von 
s = A-\~Bi  liefert  nämlich  im  allgemeinen  auch  Glieder  mit 
{z — A— die  Integration  derselben  Logarithmen.  Damit 
letztere  sich  gegenseitig  aufheben,  muss 
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San  io  i Die  Abbildung  des  Äeussem  eines 


gemacht  werden,  woraus  sich  durch  Separation  des  Reellen  von  dem 
Imaginären  zwei  Gleichungen  zur  Bestimmung  von  A und  B ergeben. 

Der  Winkel  nk  des  (w  + l)-Ecks,  dessen  Eckpunkt  dem  Punkte 
Ä = 00  des  z-Gebietes  entspricht,  folgt  aus  den  andern  Winkeln  ver- 
mittelst der  Formel 

k *=  n-J-3  — £kh, 

woraus  dann  noch,  weil  jeder  der  Winkel  zwischen  0 und  2;i  liegen 
muss,  die  Bedingung  folgt: 

«+1  <1aa<u+3. 

Will  man  die  dem  Winkel  k entsprechende  Ecke  ausfallcn  lassen 
(aus  demselben  Grunde  wie  bei  dem  vorigen  Problem),  so  ist  wieder 
I = 2 zu  setzen. 

Uebrigens  wollen  wir  bei  den  allgemeinen  Formeln  für  k 

M 

i =1  n — 1 — £kk  für  das  Innere 
1 

und 

n 

X w-j-3—  £kh  für  das  Aeussere 

des  (w-|-l)-Ecks  stehen  bleiben,  weil  sie  die  analytisch  einfacheren 
sind. 


§ 4. 

Jede  der  beideu  betrachteten  Abbildnngsfunctioncn  kann  als 
Lösung  einer  linearen  homogenen  Differentialgleichung  2.  Ordnung. 


dt 

dz 


0 


angesehen  werden;  im  ersten  Falle  ist 

\z  — «1  ' z — Ojj  ' ' a — an/ 


p = ■ 

im  zweiten  Falle 
2 


P 


_ . /W  . hzil 

z — (A  -f-  Bi)  ' z — {A  — Bi)  \z  — a^'z  — Oj 

+ + 

' * z — a„/ 


Ferner  ist  bekannt  (aus  den  oben  citirten  Abhandlungen  von 
Schwarz  im  70.  und  75.  Bande  des  Crelle’schen  Journals),  dass  die- 
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u^ 

_Kni{?t  I^Üer»tuU$)oich«ii^« 

üar  nMükdlk^A  HaübH'boih'  siwt  \U'W  Uuu'vw  \>'W  U\' 

srnLZtim  Dreiecks  dw^'$tolU  >vm\^  \iu' 

iji-trgeomcirischou  Ki'Uu'  (o\Un'  otwo  U\r  huU' 

^ptntiulgieädmng)  i$U 

Diese  homogoiion  linearen  DUYor\nuialgleiohnngt^\  Vier  OolnnnH 
kiibea  alle  die  Eigenschaft,  dass  ihiv  ('ocrtioU'Utcn  vaMonah'  l'nui' 
tionen  Ton  s sind,  und  divss  ihre  l,dsungt'u  nur  n ie  Polenten 
anstetig  werden  oder  sich  vcrxwoigru,  IMo  hcsuinjercn  l‘'nlla»  in 
welchen  in  den  Lösungen  Logarithmen  anlirt'ten,  inn>«ttlen  namliei) 
ausgeschlossen  worden. 

Man  wird  hieraus  schlicHMou,  duMS  aueh  die  heideti  alluiMmdiieien 
Probleme,  d i 0 unendliche  llalhehono  auf  dem  In  Mei  n ei|ei 
dem  Aeussereu  eines  aus  K r<f  iNhögen  gehildei  uu  l'elr 
gons  abzubilden,  von  welchen  In  dem  vorigen  l'aragrtijdten  tm 
reits  constatirt  wurde,  duss  sie  auf  eine  hontogene  llneaie  |))(fi>ren 
tialgleichung  2ter  Ordnung  zurllckfUlirlmr  sind,  anf  eine  so  In  he 
f&bren  mQsseu,  deren  Lösungen  nur  wie  Poten/on  nnslellg 
werden  oder  sich  verzweigen. 

Derartige  Differeütialglekhnngon  sind,  niodohoo  dnr<h  die  Ar 
beAis  von  Ganss  und  Kiemann  ulofr  dh;  hyieTgeooM  frlsoho  0|ffi.M  /i 
tttÜMchung  uni  deren  ErwelUfrung  ein  bi  v/iobrs  loU^tssaoö-r 
speckfler  Fall  w^ine  ErbMjjgung  te/^umUu  haii-e,  wohl  /«o-M  voo 
Fuchs  in  seiner  für  die  <k'f  ho«g> « 

bahahreciieMiea  Al/habidJus«g  ,y4*r  'lhe>/m  u 

gVeirhungea  mit  «erluekr$sei>en  ^ V”^  *d« 

CbfiM;  hitearer  i;i  v >4  ^ l/v 

handedt  vgröea.  fks  ejAt 

uxdo'&rts’  aiiöertr  AuV.ä>ji* 

Uoj  Ö«r  £lxuii>ac!  Dlsr«t».Owijr  SA;?  asp  iv^ 

T3»«rt  Aulp^tH  5«'.Ca|R:  oioie  li%yi*ei:uü:|f  auf  va  ■'i 

iätJT  tun  rt  eiit¥j»u.*jAk-  Ano»nii  v>r  uw  tu*  ^>tTi»y  »iuU4.»/.*-AHtvi«y,'u 
rwaner  (.eiumnr  tesb^Ju^urAnt.  wex  tU'Ä*.  t«U*^a  ^u#  Uu^  J^:*  »**»^/**;^ 
Ai^omiis^iruuteit  Ltnuni*^. 


tP  iaauf.  lhi.nuttiUu*tvt  ]f,KUK*4itKt  kh>^  tttotiKU.  »iiIhWum^. 

EL  — Ü<KMix.  Ui«r  öjt  tw*  / > f j 

vmxa  T’soKbrtraL  m im  *S  4-oM.* 

sft'Sxatiia  » vnnitfBt«  iiM«.  ^ 

!>i>sle  ; iMwmt  ser  JjabAsiMUa  fmi4'  a#.. 
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Santo:  Die  Abbildung  des  Aeussern  eines 


Die  linearen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  haben  be- 
kanntlich die  Eigenschaft,  dass , wenn  man  ein  particuläres  Integral 
derselben  kennt,  ein  zweites  mit  Hilfe  des  ersten  durch  eine  Qua- 
dratur gefunden  werden  kann;  ein  Umstand,  welcher  die  folgende 
einfache  Betrachtung  ermöglicht. 

Wir  fragen  zunächst:  Wie  müssen  die  Coefficienten  der  Diffe- 
rentialgleichung 

. den 

beschaffen  sein,  damit  für  jeden  singulären  Punkt  z a,  für  welchen 
eine  Parti cularlösung  vorhanden  ist,  welche  sich  in  der  Umgebung 
dieses  Punktes  wie  eine  Potenz  von  z — a verhält,  noch  eine  zweite 
(von  der  ersten  unabhängige)  Particularlösuug  von  eben  dersel- 
ben Eigenschaft  existire? 

Sei  cöi  die  erste  der  beiden  Particularlösungen,  von  welcher  also 
vorausgesetzt  wird,  dass  sie  von  der  Form  Wj  «=  (z — a)^.(p(z)  sei, 
wo  cp  eine  nach  dem  Taylor’schen  Lehrsatz  nach  Potenzen  von  z—a 
entwickelbaro  und  für  z =>  a von  Null  verschiedene  Function  sein 
muss. 


0)2  sei  die  zweite  Particularlösnng,  so  folgt  leicht 

r/*(ö2  , / d(Oi  do)9\ 

- “•  +'•  y)  “ 

und  hieraus  durch  Integration: 

J 0,,«' 

da  0)2  von  ähnlicher  Form  wie  0)^  werden  soll,  so  folgt,  dass 

pdi  = — ay*,tp{z) 

sein  muss,  und  eine  Function  von  derselben  Beschaffenheit  wie  y, 
woraus  sich  daun 


ergiebt 




^ z — a'  tp(z) 


12)  Die  Gleichung 


0)2 


«Zü)i 

dz 


ist,  wie  Schwarz  in  No.  II.  der  Abhandlung  im  75.  Bande  des  Crelle’schen 
Journals  bemerkt  hat,  zuerst  von  Abel  (Crelle’s  J.  Bd.  2,  pag.  24— >25)  ange* 
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Damit  ist  envieseu,  dass  für  jeden  im  Endlichen  gelogenen  Un- 
stetigkeitspunkt z = a 

p,  nach  steigenden  Potenzen  von  z—a  entwickelt,  mit  einem 
Gliede 

a 

z — a 

beginnen  muss. 

Alsdann  wird 

- = y' 

worin  der  in  [ ] stehende  Ausdruck  eine  nach  positiven  ganzen 
Potenzen  von  z — a fortschreitende  Reihe  mit  dem  Anfaugsgliede  1 
bezeichnen  soll.  Die  Integration  der  Potenzroihe  unter  dem  Integral- 
zeichen liefert  im  allgemeinen  eine  Reihe  von  ilhnlicher  Form; 
ausgenommen  ist  nur  der  Fall,  dass  —{2k-\-(t)  eine  negativd  ganze 
Zahl  ist,  w’eil  dann  in  dem  Integral  der  Reihe  ein  Logarithmus  auf- 
treten  würde.  Wir  werden  hierauf  später  mit  Beziehung  auf  unsere 
Aufgabe  genauer  einzugeheu  haben. 

Die  analoge  Betrachtung  für  den  Punkt  3 =»  oo  ergiebt,  dass  die 
Entwicklung  von  p nach  fallenden  Potenzen  von  -a  mit  einem 

Gliede  beginnen  muss. 

Aus  diesen  beiden  Ergebnissen  folgt  mit  Notwendigkeit,  dass  die 
Function  p nur  eino  Summe  einfacher  Partialbrüche  sein  kann.  Also 
gilt  der  Satz: 


Die  Bedingung  p = Z-  — ist  die  notwendige  (und 

Z Uh 

im  allgemeinen  auch  hinreichende)  Bedingung  dafür,  dass  an 
jeder  Stelle  des  a-Gebictes,  wo  die  Differentialgleichung 


el^O)  tl(0 


eine  Particularlösung  vom  Charakter  einer  Potenz  hat, 
sic  noch  eine  zweite,  von  jener  unabhängige  Particu- 
larlösung hat,  welche  ebenfalls  den  Charakter  einer 
Potenz  besitzt. 


geben  worden.  Also  dürfte  der  Letztere  nls  Entdecker  des  Zusammenhanges 
zwischen  den  beiden  ParticnlarlOsungen  der  linearen  Differentialgleichung  2.  0. 
anznseben  sein. 


Arch.  d.  Math.  o.  Pbys.  2.  Reihe,  Teil  LLL 
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Santo:  Ute  Ahbiläang  des  Aeussern  eines 


Es  bleibt  noch  übrig,  q so  zu  bestimmen,  dass  die  Differential- 
gleichung au  jeder  Stelle  des  s-Gebiotes  eine  Particularlösung  von 
der  Form 

(z  — a)ejl-)-c,(2  — 

und  für  hinreichend  grosse  z eine  von  der  Form 


wirklich  besitzt  (und  alsdann  nach  dem  *obigen  Satze  — ganz  spe- 
cielle,  vorläufig  ausser  Acht  zu  lassende  Fälle  ausgenommen  — auch 
eine  zweite). 


Die  Methode  der  unbestimmten  Coefficienten  liefert  leicht  für  q 
die  folgenden  beiden  Bedingungen: 

1)  q muss  für  jeden  Wert  a = a nach  steigenden  ganzen  Potenzen 
von  z — a entwickelbar  sein,  und  die  Entwicklung  darf  keine  nie- 
drigere Potenz  enthalten,  als  die  — 2te; 

2)  q muss  für  hinreichend  grosse  Werte  des  Arguments  nach 
fallenden  Potenzen  von  z entwickelbar  sciu,  und  die  höchste  Potenz 
der  Entwicklung  darf  keine  höhere  sein  als  die  — 2te. 


Hieraus  folgte  dass  q eine  rationale  Function  sein  muss  von  der 
Form 


Q 


ßhA 

{z  — oa)^ 


ßf* 

Z — Ok 


» 


worin  die  Coefficienten  ßhk  beliebig,  die  Coefficienten  ßj,  aber  durch 
die  Relation 

£ßk=^0 

verbunden  sind. 


Hinsichtlich  der  singulären  Punkte  einer  linearen  Differential- 
gleichung gilt  bekanntlich  der  Satz,  dass  die  Lösungen  einer  solchen 
keine  andern  singulären  Punkte  besitzen  können,  als  den  Punkt  a = oc 
und  diejenigen  Punkte,  für  welche  die  Coefficienten  der  Differential- 
gleichung unstetig  werden'^). 

Also  sind  die  vorhin  betrachteten  Uustetigkeitspunkte  die  ein- 
zigen. 

Für  unsere  Aufgabe  hat  sich  durch  die  obigen  Ueberlegungeu 
vor  der  Hand  das  Resultat  ergeben,  „dass  die  zu  suchende  Differen- 
„tialgleichuug  2.  0.,  auf  welche  dieselbe  zurückführbar  sein  muss 


13)  CrcHc’s  Journal  Dd.  66,  Abhundl.  von  Fuchs,  S.  146. 
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ihn 

„nur  solche  Cocfficienten  q haben  wird,  welclie  in  der  Form 


q ^ 

„enthalten  sind.“ 


Z 4_  y 

(s  — öa)^  ^ z — ak 


£ßh 


0 


Eine  fernere  Rcduction  wird  durch  den  Umstand  verstauet,  dass 
(zufolge  § 2.)  hinsichtlich  der  hier  vorliegenden  Abbild ungsprobleme 

iljy 

jede  zwei  Differentialgleichungen,  für  welche  die  Function 

deuselben  Wert  behält,  als  äquivalent  zu  bctrachteu  sind,  wenn  man 
die  aus  einer  von  ihnen  gefundene  Abbildung  durch  eine  passend  zu 
bestimmende  lineare  Substitution 

y _ 

transformirt 

Man  darf  sich  also  unter  allen  Differentialgleichuugen  von  der 
genannten  Eigeuschaft  die  einfachste  aussuchen. 

Da 

ft  ^ 9 dp  — , ^2ßh  — aklh 

2«-  ^ 

wird,  worin 


Bk  = 


a. 


ah 


a. 


+ --^+  •••  +: 


tt/z-l 


ah — a 


ah 


ah-i 


«Af  1 


«n 


«A 


«Afl 


«A  — an 


SO  darf  man  die  Parameter  «a,  ßh  und  ßi,h  der  ursprünglich  gegebenen 
Differentialgleichung  so  ändern,  dass  die  Ausdrücke 

2ßhh  + ßA  — JßA^  und  2ßh  — ßA  Bh 

invariant  bleiben. 


Unterscheiden  wir  für  den  Augenblick  die  neuen  Parameter  von 
den  ursprünglich  gegebenen  durch  Striche,  so  muss  den  beiden  Sy- 
stemen Bedingungen  Genüge  geleistet  werden: 

2ßhJt~\-cth  — ißA^  =»  2ß'hh-{-a'h  — i«V, 

2ßh  —tthBh  = 2ß'h  — a'hB'h. 

2* 
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Santo:  Die  Abbildung  des  Aeussern  eines 


I 


Ausserdem  ist  von  früher  bekannt,  dass  die  ßj,  jederzeit  der  Be- 
dingung 

i:ßh  = 0 

unterworfen  werden  müssen. 

Hieraus  folgt , dass  die  ß'hh  = 0 gesetzt  und  die  «'a  dem  ent- 
sprechend bestimmt  w'erden  können.  Mit  den  ah  sind  dann  auch 
zugleich  die  ß'k  bestimmt,  und  die  letzteren  gehorchen  (wie  man  ver- 
möge der  Identität  EauBh  = 0 leicht  einsieht)  von  selbst  der  Be- 
dingung £ß'h  = 0 , wenn  die  ursprünglich  gegebenen  ßk , von  denen 
man  ausging,  dieser  Bedingung  gehorchten. 

Wir  dürfen  also  in  dem  Folgenden 

p ^ iS  — , q = S — und  £ßk  = 0 annehmen. 

Diese  Rednetiou  vereinfacht  die  Differentialgleichung  nicht  nur  in  so 
fern  als  die  Anzahl  ihrer  Parameter  um  n vermindert  wird  — das 
Hesse  sich  auch  auf  andere  Weise,  so  namentlich  durch  Fortschaf- 
fuug  des  Coefficienten  />,  erreichen  — sondern  auch  hinsichtlich  der 
Beschaffenheit  der  Hauptintegrale. 

Bildet  man  nämlich,  um  den  charakteristischen  Exponenten  q 
dieser  Hauptintegrale  zu  ermitteln,  die  determinirende  Fundamental- 
gleichung für  jeden  singulären  Punkt so  findet  man  für  den 
Punkt  a/.: 

—(1  — ah)g  = 0 

und  für  den  Punkt  x: 

— Zah)g-\-  £ßkah  = 0. 

Also  wird  für  jeden  im  Endlichen  gelegenen  singulären  Punkt 
einer  der  beiden  charakteristischen  Exponenten  p gleich  Null,  und 
somit  eines  der  beiden  zu  diesem  Punkte  gehörigen  Hauptintegralo 
regulär. 

Um  die  Analogie  der  zuletzt  erhaltenen  Differentialgleichung  mit 
derjenigen  der  hypergeometrischen  Reihe  in  der  von  Gauss  gewählteu 
Form  hervor  zu  heben , kann  man  an  Stelle  zweier  der  bisher  be- 
nutzten Constanten  die  Exponenten  der  beiden  Hauptintegralo  des 
Punktes  Unendlich  einführen,  welche  durch  «,  /3  zu  bezeichnen  sind. 

Vermöge  der  Relationen 


14)  cf.  Grelle  J.  d.  Math.  Bd.  68,  pag.  361  and  367. 
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^ (tt  + /g+l)g**-^+  •>  a^»‘“2  _j_^ .. 

(»  — aj)(z— fl,)  ...  («-0«)  ’ ^ *=  (a-ai)(2  — ajT  ...  (s  -a,,)* 

,,Die  Probleme , das  Innere  eines  Kreises  oder  (was  damit 
„äQQivalent  ist)  die  unendliche  Halbebene  auf  dem  Innern  oder  dem 
jfAeussem  eines  von  Kreisbögen  gebildeten  Polygons  conform  abzu- 
,,bilden,  lassen  sich  auf  die  Integration  linear  homogener  Diiferen- 
„tialglcichungen  zweiter  Ordnung  von  der  Form 

^ , (ct4-/?+l)^"-i+. . d(c  aßz^-^... 

dz*  iz-ai){z-a^)...{z  -an)'  dz  (z—a^)(z—aj...iz  ^ 

,^urückführen“. 

Für  n ==  2,  wenn  man  eines  der  a gleich  Null  und  das  andere 
gleich  1 setzt,  bekommt  man  die  Differentialgleichung  der  hyper- 
geometrischen  Reihe. 

„Die  Hauptintegrale  der  obigen  Differentialgleichung  für  die 
„Umgebung  des  singulären  Punktes  « =»  oo  werden  von  der  Form 

(:)  (1+ •••)  and  +...), 

„und  die  übrigen  singulären  Punkte  o, , a, , ...  on  besitzen  je  ein 
,4Iauptintegral  von  der  Form 

oa)+ 

„während  die  charakteristischen  Exponenten  der  zweiten  Hauptinte- 
„grale  durch  Zerlegung  des  Coefficienten  von  in  Partialbrüche 

ilZ 

, gefunden  werden:  hat  man  nämlich  « — £ — — gefunden,  so  wird 

1 • z — a*  ’ 

„das  zweite  Hauptintegral  des  Punktes  a*  von  der  Form 

(a  — . (1  + . . .)“. 

Die  Coefficienten  oa  sind  übrigens  für  unser  Problem  als  Para- 
meter sehr  geeignet  (freilich  reicht  ihre  Anzahl  nicht  hin,  so  dass 
ausser  ihnen  noch  andere  Parameter  nötig  sind).  Auch  zeigen  sie 
eine  offenbare  Analogie  zu  dem  Parameter  y des  Nenners  der  Coef- 
ficienten  der  hypergeometrischen  Reihe,  worüber  folgende  Bemer- 
kung verstattet  sein  möge. 

3lan  beweist  leicht  den  Satz:  Wenn  eine  lineare  homogene  Dif* 
ferentialgleichung  2.  0.  in  der  Umgebung  von  a = a ein  Integral 
von  der  Form 
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(z  — "f*  ••  •} 

besitzt,  SO  sind  die  Nenner  der  Coefficienten  <•,,  jederzeit 

von  der  Form : 

respective  y,  1.2y(y-|-l),  1 .2.3y(y  + l)(y+2)  u.  s.  w. 

Existirt  nun  an  derselben  Stelle  noch  ein  zweites  Integral  von  eben 
derselben  Form,  und  bezeichnet  man  die  charakteristische  Constante 
der  Nenner  der  Coefticienten  durch  y',  so  ist  immer 

y+y'=2>^). 

Dasselbe  gilt  auch  für  den  Punkt  2=00. 

Für  die  besondere  Form  der  Differentialgleichung,  welche  vorhin 
betrachtet  w'urdc,  ergiebt  sich  (bei  Einführung  der  entsprechenden 
Bezeichnung) : 

y/(  = WA,  y*h  *=  2 — aA. 

Bezeichnen  endlich  y,,  und  y ^ die  betreffenden  ebarakteristiseben 
Constanten  der  Entwicklung  der  Hauptintegralo  des  singulären  Punktes 
2 = X,  so  wird 

= «-^+1,  /»=  /3— «+1, 

wenn  a und  j5,  wie  vorhin,  die  charakteristischen  Exponenten  dieser 
Ilauptintegrale  bedeuten. 


§ r>. 

Wenn  unter  den  Parametern  «a  der  zuletzt  entwickelten  Diffe- 
rentialgleichung gan^.e  Zahlen  Vorkommen,  so  treten  in  der  Ent- 
wicklung des  einen  der  betreffenden  Ilauptintegrale  im  allgemeinen 
Logarithmen  auf;  man  kann  dieselben  aber  durch  Festsetzung  ge- 
wisser Relationen  zwischen  den  »a  und  ßh  fortschaffen. 

Da  für  unsere  Aufgabe  nur  der  Fall  ai,  *=’2  zur  Anwendung 
kommen  wird,  so  wollen  wir  uns  auf  die  Üntersnehung  dieses  Falles 
beschränken.  Es  hat  keine  Schwierigkeit,  die  betreffende  Relation 
— für  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  giebt  es  für  jede  der 


15)  Für  lin.  hom.  Diffcrcntinlgleichungcn  höherer  Ordnungen  gilt  etwas 
Entsprechendes.  Die  Nenner  der  Entwicklungscocfficicntcn  werden  für  die 
rcntialglcichung  3.  O.  Ton  der  Form: 

y.d,  1.2y(y-|-l)^(^+l)  n.  s.  w., 

und  zwischen  den  Coefficienten  y,  S und  den  entsprechenden  y\  d*  etc.,  der 
Diffeandern  Losungen  herrscht  die  Beziehung: 

y+y'+y"+^+‘5'+5"=  2.3. 

L 
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betreffenden  singulären  Stellen  nur  eine  — direct  lierzuleiten ; um 
aber  so  viel  als  möglich . an  die  allgemeine  Theorie  der  linearen 
Differentialgleichungen  anzuknüpfen,  bedienen  wir  uns  zu  dem  ge- 
nannten Zwecke  der  von  Frobenius  gegebenen  allgemcineu  For- 
meln. Zur  Bequemlichkeit  des  Lesers  sei  es  verstauet,  dieselben  hier 
anzuführen. 

Eine  Differentialgleichung  Xter  Ordnung  gehöre  zu  der  Classe 
deijenigen,  welche  unter  der  allgemeinen  Form 

p{x)  ...  -\-p).{x)y  = 0 

enthalten  sind,  worin  p^  Pi  •••  pA  Potenzreihen  von  x sein  sollen, 
welche  für  x«=0  endlich  bleiben;  ausserdem  soll  die  Function  p 
für  X = 0 von  Null  verschieden  sein. 

Bildet  man  die  Function 

/(ar,p)  •=  ^+l)p(a^)+p(p— ^+2)pi(x)-{-...-[-pA(x) 

und  setzt  dieselbe  = indem  man  nach  Potenzen  von  x ent- 

wickelt, so  wird 

f{Q)  = 0 

die  determinirende  Fundamentalgleichung  des  singulären  Punktes 
X = 0. 

Sei  jetzt  Pi  •••  P*  Gruppe  vou  Wurzeln  dieser  Glei- 
chung, welche  nur  um  ganze  Zahlen  von  einander  unterschieden 
sind.  Dieselben  seien  nach  fallender  Grösse  ihrer  ganzzahligen  Teile 
geordnet 

Bildet  man  die  Determinante 


; /.(p+v-i) 

/*(p“h'' — 2) 

— /r-l(p+l) 

Mt) 

/■(f+v-1) 

/•,(p+v-2) 

...  /p-2(p-f“l) 

A-i(p) 

0 

/ (H-v-2) 

...  /V-afp+l) 

/V-2(p) 

0 

0 

A?+i) 

/■i(p) 

so  sind  die  Gleichungen 

Är(p)  =0  für  V=pk-1— pt 

äV(p)  =0  „ v = pk_2— pk 


A,(»-i)(p)  = 0 „ V = Po  — pk, 


16)  „Ueber  die  Integration  der  linearen  Differentialgleichungen  durch 
Beihan**.  Grelle  J.  Bd.  76. 
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wenn  sie  durch  den  Wert  g = gk  befriedigt  werden,  die  Bedin- 
gungen dafür,  dass  in  dem  zurWurzel  gn  gehörigen  In- 
tegral der  Differentialgleichung  keine  Logarithmen 
auftreten. 

Die  Anwendung  dieses  Satzes  auf  unsere  Aufgabe,  indem  wir 
einen  der  dort  vorkommeudcn  Coefficienten  a>,  gleich  2 setzen  und 
das  entsprechende  ß und  « durch  Fortlasscn  des  Index  raarkiren, 
also  die  Differentialgleichung  2.  0. 


ins  Auge  fassen,  ergiebt  leicht,  da  hier  die  Gruppe  nur  aus  den 
beiden  Exponenten 

Po  ==  0,  Pi  = 1 

besteht,  als  einzige  Bedingung  die  Relation 


Das  Summenzeichen  bezieht  sich  auf  alle  ah  mit  Ausnahme  des- 
sen, welches  durch  Fortlassung  des  Index  ausgezeichnet  worden  ist; 
haben  mehrere  Coefticieiitcn  «a  den  Wert  2,  so  gilt  für  jeden  der 
entsprechenden  singulären  Punkto  a eine  Bedingung  von  der  ange- 
gebenen Form. 

Wir  wollen  demnächst  die  Winkel  der  den  reellen  singulären 
Punkten  «a  in  dem  ^-Gebiet  entsprechenden  Ecken  des  durch  den 
Quotienten  zweier  Lösungen  unserer  Differentialgleichung  darstell- 
baren Kreisbogenpolygons  durch  die  Coefficienten  ca  und  die  beiden 
Exponenten  « und  ß ausdrücken  — die  beiden  letzteren  Buchstaben 
jetzt  wieder  in  dem  zu  Endo  des  vorigen  Paragraphen  angegebenen 
Sinne  gebraucht. 

Für  die  hypcrgeomctrisclio  Differentialgleichung 


werden , wenn  man  mit  Schwarz  die  den  singulären  Werten  x =—  0, 
X •=  00 , X = 1 entsprechenden  Polygonwinkel  des  S-Gcbietcs  durch 
/üT,  V7C  bezeichnet,  dieselben  den  absoluten  Beträgen  von 


d*ta  , / 2 , ^ Oh  \ da  ^ ( ß ^ ^ ßh  \ ^ 

' ^ ^ 1(0  = 0 


ß = 2 


a — ah 


d^a  . fß-l-d-l-l'is — V da  aß 


(1  — y)»,  (y—a—ß)n 
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gleich  *’).  Führt  man  die  Coefficienton  ein , indem  man  den 

ß-Ui)z—d 

Bruch  — ' i»  Partialbrücho  zerlegt,  so  wird 


kn  = — ftjr  = [o  — 13]«,  vn  = [1 — aj  n 

(die  eckigen  Klammern  bezeichnen  die  absoluten  Beträge). 


Für  ein  beliebiges  Polygon  mögen  die  den  Punkten 
entsprechenden  Winkel  durch  AjTt,  k^n  ...  k„7t  und  der  dem  Punkte 
2 = 00  entsprechende  Winkel  durch  kn  ohne  Index  bezeichnet  wor- 
den. Alsdann  wird,  wie  sich  vermittelst  der  Resultate  des  vorigen 
Paragraphen  leicht  ergiebt: 

kf,n  «=  [1  — cf^TT,  {h  -=  1,  2 ...  n)  und  kn  =-  [«  — fljr. 

üm  Alles  beisammen  zu  habcu,  was  zur  Beurteilung  des  Zu- 
sammenhanges von  z und  nötig  ist,  bedarf  es  noch  eines  Ausdruckes 
für  das  Diflferentialverhältniss  : dz,  welcher  leicht  beschafft  werden 
kann. 


Seien  f und  g zwei  von  einander  unabhängige  Particularlösungen 
der  1.  Differentialgleichung  [zwei  Hauptintegrale  mit  ihren  stetigen 
Fortsetzungen],  also 

Y - 

C/’-j-  Dg 

die  Abbildnngsfunction. 

Aus  der  Gleichung 


folgt: 

gf'-fg 

und 


g/'—fg'-\-pigf'^fg)  = G 
Const  (2  — rtj)“®«  (c  — ...  (2  — «»»)“% 


dl  iAD  — BC'(gf'—fg)  (2— a,)"«.(2 

flz~  (Cy+Di?)-  tonst  (Cf+Dg)^ 

Wir  wollen  jetzt  kurz  nachweisen, 

„dass  zwischen  allen  Punkten  der  Halbebcne  des  r-Gebietes  und 
„des  correspondirenden  ^"Gebietes  eia  gegenseitig  eindeutiges  Ent- 
„sprechen  stattfindet,  unter  der  Voraussetzung,  dass; 

„a)  in  den  Coefficienten  p und  g der  linearen  Differeutialgleichng 


17;  Grelle  J.  Bd.  75.  z.  x.  O.  5r.  3. 
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,,b)  die  absoluten  Beträge 

[1  — er,],  [l  — cfs]  •••  [1 — ®m]  und  [er  — 13] 

„sämtlich  zwischen  0 und  2 liegen,  und  keine  ganzen  Zahlen  siDd^^ 

Der  erste  Teil  der  unter  b)  gemachten  Voraussetzungen  ist  zu 
Anfang  des  § 2.  motivirt  worden  (dass  nämlich  jeder  der  Winkel 
des  Polygons  kleiner  als  2nc  sein  soll);  was  aber  den  zweiten  Teil 
anbclangt,  so  würde  die  entgegengesetzte  Annahme,  dass  einer  oder 
einige  jener  absoluten  Beträge  die  Werte  0,  1 oder  2 besitzen,  sich 
mittels  der  in  diesem  Paragraphen  (und  in  dem  vorigen)  angegebenen 
Hilfsmittel  erledigen  lassen,  aber  hier  den  Gang  der  allgemeinen  Be- 
trachtungen unterbrechen;  übrigens  gehört  ihre  Untersuchung  mit  der 
ganz  analogen  der  Adjungirung  complexcr  singulärer  Punkto  zu- 
sammen, welche  den  Gegenstand  des  nächstfolgenden  Paragraphen 
bilden  soll. 


Da  die  Functionen  f und  g als  Lösungen  einer  linearen  DifFo- 
rentialgleichung  unter  der  Voraussetzung  a)  ausser  den  am  Rande 
der  Ualbebcue  gelegenen  Punkten  s ==  cfj,  ...  chi  und  oo  keine 
weiteren  singulären  Punkto  besitzen,  so  ist  die  aus  ihnen  auf  ratio- 
nale Weise  zusammengesetzte  Function  f an  jeder  Stelle  im  In- 
nern des  s-Gebietes  nach  ganzen  Potenzen  des  increments  von  s 
entwickelbar.  Damit  aber  von  s,  als  Function  von  I betrachtet,  ein 
Gleiches  gelte,  ist  nachzuweisen,  dass  das  Innere  des  z- Gebietes  keine 
sogenannten  Brennpunkte  *®)  enthält,  für  welche  das  Gesotz  der  Con- 
fonnität  eine  Ausnahme  erleidet.  Wenn  unter  denjenigen  Punkten  c, 
für  welche  $ endlich  bleibt,  ein  Brennpunkt  vorhanden  wäre,  so 


müsste  für  ihn 

ilz 


verschwinden ; dass  Letzeres  ausser  den  singulären 


Punkten  O ^ . . . Ctfi  für  keinen  Punkt  des  z-Gebictes  statthaben  kann^ 
lehrt  der  für  gegebene  Ausdruck. 


Es  bleibt  noch  übrig , diejenigen  Punkte  x = p zu  untersuchen, 
für  welche  etwa  ^ unendlich  wird.  Entwickeln  wir  in  diesem  Falle  ^ 
in  der  Umgebung  von  z =>  p nach  Potenzen  des  Increments  d,  so 
wird 

V W(P)  + %( P))  + V)  + DqW)  + » • > 

^ ^{Cf\p)-]-Dg\p))-\-i6\Cf'\p)-\-Dg’\p))+  ...* 


18)  Der  Ausdruck  rührt  von  Siebcck  her.  cf.  „Ueber  die  graphische 
Darstellung  imaginärer  Functionen“,  Grelle  J.  Bd.  .55. 
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f 


Soll  6 nicht  nach  ganzen  Potenzen  von  ^ cntwickolbar  sein,  so 
mnss  ausser  der  Gleichung 


noch  die  Gleichung 
bestehen,  woraus 

folgen  würde. 


Cf{p)  + Dg{p)=0 
Cr{p)  + Dg'{p)  =0 

f (P)  ö(p)  ^ ^ 
/'(p)  gip) 


Dass  kann  wiederum  nicht  sein,  weil  der  für  gf'—fg  angegebene 
Ausdruck  dem  widerstreitet. 


Damit  ist  bewiesen,  dass  ^ im  Innern  des  s-Gcbietcs  keinerlei 
Brennpunkte  haben  kann,  und  die  Functionen  z und  ^ entsprochen 
sich  daher  innerhalb  der  beiden  abgegrenzten  Gebiete  gegenseitig 
eindeutig;  woraus  zugleich  folgt,  dass,  wenn  überhaupt  im  Innern 
der  betrachteten  Halbcbcne  unendlich  wird,  dieses  nur  in  einem 
Punkto  derselben  geschehen  kann.  Durch  passende  Wahl  der  arbi- 
trären Constanten  C\  D kann  man  Letzteres  immer  entweder  er- 
reichen oder  vermeiden ; im  einem  Falle  wird  das  Aousscre, 
im  andern  das  Innere  eines  Kreisbogonpolygons  auf  die 
unendliche  Halbcbcne  couform  abgcbildet. 


§ 6. 

Nachdem  zuletzt  die  im  wesentlichen  stattfindendo  Identität  der 
auf  die  Abbildung  des  Innern  und  des  Aeussern  eines  Kreisbogen- 
polygoDS  bezüglichen  Aufgaben  naebgewiesen  worden  ist,  schlagen 
wir  einen  andern  zu  demselben  Resultate  führenden  Weg  ein,  indem 
wir  zeigen  werden,  dass  die  zu  Anfang  des  § 3.  besprochene  Chri- 
stoflfcrschc  Methode,  wenn  man  sic  auf  Kreisbogenpolygono  ausdehnt, 
zu  keiner  wesentlich  neuen  Abbildungsfunction  führt. 

Es  sei  verstauet,  zunächst  ein  möglichst  einfaches  Beispiel  in 
Betracht  zu  ziehen. 


Die  Differentialgleichung 


. c,  tl<a 

dz*~^7  d7 


ist  jedenfalls  die  einfachste  der  unter  der  allgemeinen  Form 


DIgillzeü  by  Google 


28 


Han  io:  Die  Abbildung  des  Aeussern  eines 


d^ü)  dm  . 

H?  +?'  * +«<^  = 0>  P 


X?»  = 0 


enthaltenen. 


Ihre  Integrale  o> 
bildungsfunction 


Const  und  a = führen  auf  die  Ab- 


welche  die  Abbildung  der  Halbebenc  auf  einer  Sichel  liefert*^). 

Wir  beabsichtigen  jetzt  dieselbe  Aufgabe  vermittelst  einer 
Differentialgleichung  zu  lösen,  welche  ausser  den  singulären  Punkten 
0 und  00  noch  zwei  (näher  zu  bestimmende)  complexe  singuläre 
Punkte 

h^k-n 


besitzt.  Der  Zähler  des  einen  der  beiden  auf  diese  Weise  in  der 
Function  p hinzutretenden  Partialbrüche  werde  für  den  Augenblick 
durch  a/,  bezeichnet,  so  wird  das  zweite  Hauptintegral  dieses  Punktes 
a nach  § 3.  wie  {z  — a)i~“A  unstetig  sein  müssen,  und  da  diese  Un- 
stetigkeit in  keinem  der  beiden  Gebiete  eine  Verzweigung  veranlassen 
darf  — denn  a liegt  ausserhalb  des  Reellen  und  kann  daher  nicht 
ohne  Modification  der  Aufgabe  mit  in  die  Begrouzung  hineingezogen 
werden  — so  bleiben  für  1 — uh  nur  die  drei  Werte  1,  0 und  — 1 
zu  discutiren.  Der  Wert  cta  = 0 hat  keine  Bedeutung,  und  der  Wert 
(VA  = 1 ist  auszuschliessen , weil  für  ihn  die  beiden  Wurzeln  der 
deterrainireuden  Fundamentalgleichung  einander  gleich  werden,  und 
daher  einem  Satze  von  Fuchs  zufolge  die  Logarithmen  in  dem  System 
der  Hauptintegralc  nicht  zu  vermeiden  sein  würden  *®). 


Also  muss 
gesetzt  werden. 


CfA  = 2 


Die  Punkte  o,  b müssen  notwendigerweise  conjugirt  imaginär 
sein,  weil  nur  so  die  Realität  der  Function  F{z)  auf  der  x-Axe  ge- 
wahrt bleiben  kann. 


Demnach  ist 


P 


^ I ?- [_ 


19)  KirchhoflF,  Mechanik  pag.  387. 

20)  Grelle  J.  Bd.  68.  p.  367, 
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+ z-{k\-ü)'^  Z — {k—iiy 

ZU  setzen,  wozu  dann  noch  nach  § 4.  zur  Vermeidung  der  Logarith- 
men die  Relationen 


^4. 

.V  I L _L 


k + ü^  k + il—{k-ü) 


«1  I ^ 

fc  — k — ü-(k 


(k  + ü) 


= ß. 


ft 


hinzQznfUgen  sind. 

Die  Differentialgleichung  möge  auf  die  Gauss'schc  Form 


+ 


Cfj3a"-2_j_ ... 


:0) 


0 


(z— a|)(s— a*)...  (z— o„)  riz  ' (z— a,)(z— a,) . . (z— a„) 
gebracht,  n’so  die  Constanten  a und  ß durch  die  Relationen 

£tth  — 1 = « + ft  au  = aß 

eingefübrt  werden. 

Dieselben  nehmen  mit  Hilfe  der  andern  Relationen  die  Gestalt 
3 -j-  ofj  = tt  -j-  ß und  (a  — 2)  {ß  — 2)  = 0. 


an: 


so  dass  also  die  eine  der  beiden  Grössen  a,  ß glefch  2 sein  muss. 
Auch  folgt  noch,  dass 

(Cf  - /S)*  = (1  — Ol)*. 

was  schon  eine  gute  Bestätigung  für  die  Richtigkeit  der  Lösung  ist ; 
denn  die  absoluten  Werte  von  {a  — ß)n  und  (1  — Oj)o  sind  die  beiden 
Winkel  der  Sichel,  welche  einander  gleich  sein  müssen. 

Möge  o=»2-f-il,  ß = 2 gesetzt,  also  a — ß = X als  Parameter 

k 

(für  den  Winkel)  cingeführt  werden;  ferner  werde  und 

für  z gesetzt.  Alsdann  nimmt,  wie  man  leicht  sieht,  die 
Differentialgleichung  die  Gestalt  an: 

, (5-f  A)z*  - 2*(3+A)z+(l4-A)  da)  , 2(2-f  i)z— 2x(l-f  A)  ^ 

fXjft  "I  ^ ,/«  I / » « 1 ..  V ü)  — 0. 


z(z* — 2A3-|-1  ) 


tlz 


z(z*— 2xz-fl) 


Diese  Differentialgleichung  besitzt  die  Particularlösungen 

1 . Z~>’ 


1 — 2xz+z> 


und 


1 — 2xz  -|-  z*  ’ 


DIgillzeü  by  Google 


30 


Sani  Ol  Die  Abbildung  des  Aeussern  eines 


man  findet  dieselben,  indem  man  auf  die  bekannte  Weise  — nämlich 
unter  Anwendung  der  Methode  der  unbestimmten  Coefficienten  — 
die  beiden  Hauptintegrale  in  der  Umgebung  des  Punktes  s = cc  in 
der  Form  von  Poteuzreihen  aufzustelleu  unternimmt.  Dabei  zeigt 
sich,  dass  dieselben  einen  gemeinschaftlichen  Factor  besitzen,  welcher 
letztere  sich  als  eine  recurrente  Beihe  erweist  und  daher  leicht  sum- 
mirt  werden  kann. 

Die  mit  Hilfe  dieser  beiden  Int^ralo  construirte  Abbildungs- 
function 

C + Dz-^ 


ist  in  der  Tat  »mit  der  auf  dem  ersten,  einfacheren  Wege  gefundenen 

C+Dz^-^i 

identisch. 


Wir  wollen  jetzt  das  Entsprechende  für  das  allgemeine  Problem 
machen,  also  für  die  Differentialgleichung 


dz^ 


dro 

+ v ^+<z®  = 0 


mit  den  n + 1 singulären  Punkten  a,,  ...  a«  und  oo,  denen  wir 

noch  die  beideiL  complexen  singulären  Punkte 

a = k-\-il,  h^k  — ü 

adjungiren. 

Es  wird  demnach 


= — — I-  —4  + s—, 

z ~ a * z — b * z — ah 

• _L  - I £ 

z — a‘z  — b*  z — ah* 

I 1 “f~  ß»-\  2 -f-  ^ßh  = 0, 


und  ausserdem  nach  § 4.,  zur  Vermeidung  der  logarithmischen  Un- 
stetigkeiten 


2 

a —b 


+ 2 


ah 

0—0/, 


ah 

b — ah 


ZU  setzen  sein. 
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Diese  Differentialgleichung  wollen  wir  anf  eine  andere  zurück- 
führen,  welche  nur  die  siugulären  Punkto 

1 und  X enthält. 

Die  Parameter  tt  I ...  or  ,1,  ß'n  dieser  letzteren  müssen 

also  zufolge  des  am  Schlüsse  des  § 2.  angegebenen  allgemeinen  Trans- 
formationsresultats  so  bestimmt  werden,  dass  der  Ausdruck 


für  beide  Differentialgleichungen  denselben  Wort  behält.  Ausserdem 
muss 

= 0 

sein. 

In  § 3.  wurde  gefunden,  dass,  wenn  /),  q von  der  Form 


ttk 


sind, 


z —ah 


= Z 


ßhh 


z - ai,' 


Zßh  = 0 


tlp  „2/5M  — icf**+flrA  , „2ßh  — tthl^h 
29-  ip*-  ^ ^ “7=:^—' 

= -1.  . j. 

«*  — «1  * flA  - OA-l  ‘ OA  — «A4-1  ' ' <IA  — «» 


wird.  Die  Anwendung  auf  die  hier  mit  einander  zu  vergleichenden 
beiden  Differentialgleichungen 


d*ta  ( _2 2 

\z-a’^  » — i ' z—ah)  dz 


nnd 


= 0 


d*w 

tlz^ 


Z—Oh 


£ 


= 0 


liefert  sofort  die  Relationen 

~ [b-a  + ^ A-Vj  = 

— J«*A+ß*  “ — i«'*A  + «'A, 
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Santo:  Die  Abbildung  des  Aeussern  eines 


ah  — fli  ah  — üh—i  ' 


a h^i 
Uh  — ÖA+l 


4~  •••  + 


t 

a M 


ah — On 


Die  beiden  ersten  zeigen  sich  als  identisch  mit  den- 
jenigen,  welche  als  Bedingung  dafür,  dass  die  Inte- 
grale von  Logarithmen  frei  sind,  vorhin  gefunden 
wurden,  und  aus  den  übrigen  können  die  gestrichenen  a und  ß 
durch  die  ungestrichenen  ausgedrückt  werden. 


Aus  den  Gleichungen 

— ia*/i  + aA  = — + 

« 

folgt,  dass  entweder  a'h  = «a,  oder  c'a  = 2 — oa  sein  muss. 
Die  Relationen  zwischen  den  ßh  und  ß'h  ergeben: 


ß'h  = ßh  +«A  f~  ; 1 +^(a'AB'A—  ohDi,). 

^ ' \a~a/4  ' h—ahß 

Damit  ist  die  Ausführbarkeit  der  Reduction  der  Diflferentialgleichung, 
von  welcher  wir  ausgingen  auf  eine  Differentialgleichung  mit  den- 
selben reellen  und  .ohne  die  imaginären  singulären  Punkte  gezeigt, 
und  sie  ist,  da  jedes  der  o'a  entweder  gleich  ca  oder  gleich  2— c* 
gesetzt  werden  darf,  auf  2«  verschiedene  Arten  ausführbar. 


Die  Integrale  der  beiden  Differentialgleichungen 
eine  Relation 


ü)  ==  U.W 


müssen  durch 


mit  einander  verbunden  sein,  und  man  hndet  leicht,  dass  cs  diese  ist: 


a>  == 


— — a,)“'!-®!  ...  (a  — a« 


Am  einfachsten  ist  es,  die  sämtlichen  gestrichenen  o den  uuge- 
stricheuen  gleich  zu  machen.  Auf  diese  Weise  wird: 


fl'  _ Ä _L 
ß h — I^A  + ffA 


tp 

‘2(k  - ak) 


2cth . 


-|-  £ßh  = 0. 


Führt  mau  noch  die  Gauss’scheu  Buchstaben  c und  die  cha- 
rakteristischen Exponenten  der  zum  Punkte  Unendlich  gehörigen 
llauptintegrale  ein,  indem  mau  die  der  zweiten  Differentialgleichung 
entsprechenden  von  denen,  welche  zur  ersten  gehören,  durch  einen 
Strich  unterscheidet,  so  bestehen  zwischen  diesen  und  den  ca,  c'a  die 
folgenden  beiden  bemerkenswerten  allgemeinen  Gleichungen: 
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o'-f-  ß' — (o  /J)  = — 4 — Cf*) 

a'ß' — ttß  •—  — 2 — 22^flf*  + i'S(cf'itit'*  — cfi«*); 

hierin  bezieht  sich  das  Sammenzeichen  S auf  alle  möglichen  Com 


binationen  der  Indices  za  jo  zweien  (ohne  Wiederholungen). 

Ffir  den  vorhin  betrachteten  einfachsten  Fall  (a\  <r*)  wird 

hiernach: 


zu  setzen  ist 

Betrachten  wir  noch  einen  Augenblick  den  nächst  einfachen  Fall 
dass  a\  = 2 — er*  gesetzt  wird  für  2...n.  Man  findet  dann: 


Dass  die  von  ans  in  dem  vorigen  Paragraphen  gegebene  Ana- 
lysis in  der  Tat  die  wahre  Analogie  der  Christofferschen  ist , kann 
noch  durch  die  Heiieitang  der  Abbildangsfaoction  des  Aeassem 'einet 
geradlinigen  Polygons  ans  ansem  Formeln  illastrirt  werden. 

Setzen  wir  nämlich  die  Grössen  ß^  ...  ß , ß^\2  sämt- 

lich gleich  KaU,  so  haben  wir  denjenigen  Spccialfall  unserer  Diffe- 
rcntialgleichang,  welcher  aaf  die  genannte  Function  Linfübren  mnu. 


a'+ß'—(a+ß)  — —4 
a'ß' — aß  = — 2 — 2^ofh, 


woraus  sich  mit  Berücksichtigung  der  Beziehung 

£a  = £a'  =»  «'+  /?'+ 1 

leicht  ergiebt,  dass 


a'^'=  (a-2)(/S-2),  a'+ß'^  («-2)+(/S-2) 


wird,  so  dass  also  in  diesem  Falle 

2,  /5'=/5-2 


und,  wie  sich  auch  von  selbst  versteht: 

woraus  folgt,  dass  o',  ß‘  die  Werte 

n-j-1  — Cf,  n-f*l  — ß 

annehmen.  Die  Relation  zwischen  (a  und  w wird: 


(z  — — a^)’”“» ...  — «,,)i“® 

(3  — 4.)*  4-/3 


* II 

tr. 


§ 7. 


Axeh.  d.  MaU.  e.  PkjB.  2.  »mke.  T«d  UL 
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Santo:  Die  Abbildung  des  Aeussem  eines 


In  der  Tat  sind  damit  zwei  Bedingungen  festgesetzt,  welchen  die 
Punkte  a = + ^ = /c  — il  gehorchen  müssen,  die  Gleichungen: 

2 ctjt 

0=  y+£—, 

a —o  ' a~ah 


0 


2: — — 
h — 


ab 


Dieselben  nehmen  durch  Addition  und  Subtraction  die  Gestalt  an: 


- a,) 

(i— + 


{k  — o/,)*-|-Z* 


Die  Punkte  k-\~ü  und  k — il  sind  somit  durch  die  gebenen  Para- 
meter öl  «H  und  a,  ...  a„  vollsUlndig  bestimmt,  wie  es  sein  muss. 
Ferner  coincidiren  unsere  Gleichungen  mit  der  in  § 3.  aufgcstellten 
Christoffcrschcn  Bedingung : 


£ 


Xh  — 1 

A-\-  iß  — ah 


setzt  man  nämlich  mit  Einführung  unserer  Bezeichnung  A = k^ 
und  separirt  das  Reelle  von  dem  Imaginären,  so  wird: 


(Aa  - 1)  {k  - ^ VL 


Um  diese  Gleichungen  mit  den  unsrigen  zu  identificiren,  ist  es 
nur  nötig,  für  jedes  h 


0/4  = 1 — Aa 


zu  setzen. 


Wir  ziehen  aus  der  soeben  angestellten  Betrachtuug  den  Schluss, 
dass  die  ChristoffeUsche  Abbildungsfuuctiou  durch  die 
Lösungen  bestimmter  linearer  Differentialgleichungen 
2.  0.  mit  den  singulären  Punkten  oj,  a^  ...  oh  auf  lineare 
Weise  ausdückbar  sein  muss.  Und  zwar  werden  die  Para- 
meter dieser  Ditfcreutialgleichung  zufolge  § 5.  im  allgemeinen  auf 
2”  verschiedene  Arten  wählbar  sein. 


So  wird  insbesondere  die  Abbilduugsfuuction  des  Aeussern  eines 
geradlinigen  Dreiecks  mit  den  singulären  Punkten  0,  1,  co  durch 
Lösungen  gewisser  hypergeoraetrischer  Differeutialgleichungen,  also 
vermittelst  der  Gauss’schen  Function  darstellbar  sein.  Wir  wollen 
bei  diesem  Punkte  noch  einen  Augenblick  verweilen. 

Die  Winkel  kn,  fin,  vn  eines  durch  die  Lösungen  der  hyper- 
geometrischen  Differentialgleichung 

’lk 

h 
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<i^eo  + — y . f. 

tiz*  z{z  •—  1)  <lz  * z{z  — 1)  ^ 

abbildbaren  Dreiecks  mOsscu,  wenn  dasselbe  ein  geradl in igos  und 
sie  die  äusseren  Winkel  desselben  sein  sollen^  zusammengenom- 
men 10  Rechte  betragen,  so  dass  also 

+ V = 5 

gesetzt  werden  mnss,  worin  bekanntlich 

l = [l-y],  v = [y— « — !?]. 

Die  Berücksichtigung  der  verschiedenen  möglichen  Zoichencom- 
binationen  der  Werte  von  1-y,  c-jS,  y—n  — ß liefert  die  folgenden 
2*  = 8 möglichen  Fälle: 

I.  /5  = — 2,  — y,  = 2+a,  v — 2 + y -o 

II.  /5  «=»  3,  i=»y  — 1,  ^ = 3 — «,  v = 3-f-a— y 

III.  ^ y-|-2,  Ä -*=  1 — y,  ==■  2-f-y  — o.  v = 2 + « 

IV.  ß = y — 3,  A=y  — 1,  ^=»3-|-a  — y,  v ■=>  3 — o 

und  die  vier  andern,  durch  Vertauschung  von  a und  ß aus  diesen 
hervorgehenden. 

Wir  beschränken  uns  hier  auf  die  Betrachtung  des  Falles  I. 


Die  hypergeometrische  Reihe 


f(a,  ft  y,  i)  = 1 4-  — *+ 


aß  , a(a+l)ß(ß  + l) 


y(y+i) 


■X‘ 


4_ 

I • • ♦ » 


welche  das  eine  Hanptintegral  des  singulären  Punktes  2 =>  0 liefert, 
bricht  in  diesem  Falle  ab,  und  wir  erhalten  die  Particularlösung: 


1 — 


2a  . c(g  + l)  j 


Zwischen  ihr  and  der  zweiten  Particularlösung  besteht  aber  nach 
einer  schon  in  § 3.  benutzten  Formel  der  Zusammenhang 


setzt  man  hierin 


p = 


(g  — l)g  — y 
*(z  — 1) 


SO  folgt: 


8* 
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Santo:  Die  Abbildung  des  Aeussem  eines 


ff 

f 


if- 


-y(a— 


2a  a(a-f-l) 

T«4 


y • y(y  + l^ 

welches  die  ChristoM’scho  Abbildungsfunction  ist. 


§ 8. 

» 

Da,  wie  wir  gesehen  haben,  die  Differentialgleichungen,  durch 
deren  Lösungen  die  Abbildungsfunction  für  das  Innere  und  für  das 
Aeussere  eines  Kreisbogenpolygons  hergestellt  wird,  dieselbe  Form 
haben  , und  sich  nur  durch  die  Werte  der  Parameter  von  einander 
unterscheiden,  so  kann  mau  sich  die  Aufgabe  stellen: 

Wenn  eine  bestimmte,  den  allgemeinen  Bedingungen  des  Ab- 
bildungsproblems entsprechende  Differentialgleichung 


den 


dz'^ 


0 


gegeben  vorliegt,  die  Parameter  derjenigen  der  ersten  der  Form 
nach  gleichen  Differentialgleichung  zu  finden,  welche  das  Aeussere 
eines  derjenigen  Polygone  abzubilden  vermag,  deren  Inneres  ver- 
mittelst der  zuerst  gcnauutcu  Diftcreutialgleichung  darstellbar  ist 

Die  Lösung  dieser  Aufgabe  ist  für  den  besouderu  Fall,  dass  wir 
es  nur  mit  Dreiecken  und  mit  der  hypergeometrischen  Differential- 
gleichung zu  tun  haben,  sehr  leicht;  man  hat  eben  nur  nötig,  an  die 
Stelle  der  zuerst  gedachten  Winkel  die  äusseren  Winkel  zu 
setzen,  so  dass  also 

2 — A,  - /i*,  2 — V für  A,  fi,  v zu  schreiben  ist 

Zwischen  den  Gauss’schen  Parametern  a,  y und  a',  ß\  y'  der 
beiden  hypcrgeometrischeu  Differentialgleichungen  bestehen  also  die 
Beziehungen 

[1  - = [«-|SH-K-  /5']  = 2, 

+ — o'— ß']  = 2, 

ebenso  viele  von  einander  unabhängige  Gleichungen,  als  unbekannte 
Grössen  vorhanden  sind,  so  dass  also  die  letztem  aus  ihnen  — und 
zwar  auf  mehrdeutige  Weise  — bestimmt  werden  können. 

Hier  war  w = 2 ; wenn  aber  n > 2 ist,  so  kommt  es,  wie  schon 
in  der  Einleitung  erwähnt  worden  ist,  vor  allen  Dingen  darauf  au, 
zu  den  w + l Parametern  A„  A^  ...  A„  und  A,  den  (in  Vielfachen  von 


: 
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ji  ansgedrückten)  Winkeln  des  Polygons  noch  n -2  Functionen 
X,  ...  x«_2  der  Eckpunkte  pi,  pj  •••  p»  nud  poo  zu  finden,  welche 
von  den  X uud  von  einander  unabhängig  sind  und  ausserdem  die 
charakteristische  Eigenschaft  besitzen , ihren  Wert  nicht  zu  än- 
dern, wenn  man  die  pi  ...  Poo  simultan  durch  eine  beliebige  lineare 
Sobstitation 

Aq  + B 

^ Cq-\-d 

transformirt  Denn  nur  solche  können,  da  sic  von  den  willkürlichen 
Gonstanten  der  Integration  unabhängig  sind,  zu  den  Parametern  der 
Differentialgleichung  in  einer  festen  Beziehung  stehen. 

Die  Doppelverhältnisse 

^ , S*  Soo 

1 — ^n— 1 — ^00 

besitzen  diese  Eigenschaft**).  Man  könnte  natürlich  auch  n — 2 von 
einander  unabhängige  Functionen  dieser  Doppclvcrhältnissc  als 
Parameter  eiuführen;  noch  andere  Wahl  aber  giebt  es  nicht;  was 
ans  der  unten  stehenden  Anmerkung  erhellt 

Nimmt  man  zu  den  genannten  n — 2 Doppelvorhältnissen  noch 
irgend  ein  anderes  dem  nämlichen  Punktsystem  angohöriges  Doppel- 
verhältniss  hinzu,  so  verschwindet  die  Functionsdeterminante  dieser 
Gruppe  von  Functionen  identisch,  so  dass  also  jedes  andere  Doppcl- 
verhältniss  mit  den  /»  — 2 zuerst  genannten  durch  eine  Relation 
verbunden  ist 


21)  Man  wird  auf  das  Doppel verhlltniss  von  selbst  hingoführt,  wenn  man 
ganz  allgemein  ein  System  von  Funkten  i,,  X2  •••  üurch  die  auf  alle 
bezflgliche  Substitution 

. Ax+B 
Cx-{-D 

transformirt  und  Functionen  F von  der  Eigenschaft  sucht,  dass 


^2  • • • 

bleibt.  Ans  dieser  Definition  ergiebt  sich  dann  alsbald,  dass  F den  drei 
limultenen  partiellen  Differentialgleichungen 


0, 


dxh 


£x2, 


BF 

Bxh 


0 


gehorchen  muss.  Dieselben  sind  für 
inan  erhält  als  allgemeine  Lösung 
Doppelverhältnisse. 


miteinander  verslnbar,  und 
eine  w!  11  k&r liehe  Function  dwr 
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Santo:  Die  Abbildung  des  Aeusaem  eines 


Das  Doppelverhältniss  xä  kann  stets  auf  eindeutige  Weise  be 
stimmt  werden,  sobald  die  gegebene  Differentialgleichung 


(l*CO  . ll(0 


0 


vollständig  integrirt  ist.  Seien  nämlich  f(z)  und  g{z)  irgend  zwei 
Hauptintegrale  mit  ihren  stetigen  Fortsetzungen  [dass  man  dieselben 
für  jeden  Punkt  im  Innern  des  festgesetzten  Gebietes  anzugeben  ver- 
mag, gehört  zum  Begriff  der  vollständigen  Integration] , so  giebt  die 
Function 


für  die  Argumentenwerte  a = «i,  oj  ...  a«  und  oo  das  Punktsystem 
fl,  fs  ...  f»i,  foo  1 woraus  man  alsdann  die  x bildet.  Dabei  wird 
man  nach  den  obigen  Auseinandersetzungen  stets  zu  denselben  Werten 
für  die  x gelangen,  von  welchen  zwei  unabhängigen  Particularlösungen 
man  auch  ausgehen  mag;  so  dass  also  die  x als  Functionen  der  Pa- 
rameter der  Differentialgleichung  und  ganz  unabhängig  von 
den  Constanten  der  Integration  gefunden  werden. 

Wir  wollen  hier  den  schon  in  der  Einleitung  angedeuteten  Unter- 
schied', welcher  bei  der  Einführung  der  Polygonwinkel  und  Doppel- 
verhältnisse als  invarianter  Parameter  in  unser  Problem  gemacht 
werden  muss,  je  nachdem  das  abzubildende  Polygon  von  ungerader 
oder  von  gerader  Scitenanzahl  ist,  näher  erörtern,  und  beweisen  zu- 
nächst den  Satz: 

Bei  einem  Kreisbogonpolygon  von  ungerader  Seitenanzahl  sind 
die  Winkel  völlig  unabhängig  von  den  Ecken.  Man  kann  nämlich, 
wenn  die  Ecken  gegeben  sind,  dem  Polygon  ganz  beliebige 
Winkel  geben. 

Sei  beispielsweise  n =«  5,  und  die  gegebenen  Ecken 

des  Polygons.  Die  vorgeschriebenen  Winkel  seien  Aj,  Aj  . . . A5. 

Man  verbinde  (Fig.  1.)  /I5  mit  A^  durch  einen  beliebigen 
Kreisbogen  A^AA^  und  trage  an  ihn  im  Punkto  Aj  den  gegebenen 
Winkel  A^  an , so  wird  dadurch  der  Kreisbogen  A,  Aj  bestimmt; 
ebenso  bestimmt  dann  der  Winkel  Ag  den  Kreisbogen  A^Aj,  A3  den 
Bogen  A3  A4  und  A4  den  Bogen  A4A5,  wodurch  in  dem  Punkto  A5 
ein  Winkel  u entsteht,  welcher  im  allgemeinen  von  dem  vorgeschrie- 
benen Winkel  A5  verschieden  sein  wird.  Wir  wollen  jetzt  den 
Bogen  A5A,  sich  ändern  lassen,  so  dass  die  neue  Lage  mit  der 
alten  den  Winkel  <3  bildet;  man  kann  dann  auch  die  andern  Bögen 
AjAg,  Ag  A3,  A3  A4,  A4A5  so  ändern,  dass  die  Winkel  Aj,  A*,  A3,  A4 
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an  verändert  bleiben-  Was  aber  den  letzten  Winkel,  den  Winkel  h 
anbetrifft,  so  ändert  er  sich  uni  2<5,  wenn  d den  Winkel  bezeichnet, 
welchen  an  jeder  Ecke  die  neuen  Bögen  mit  den  alten  bilden. 

Man  kann  nun  d so  bestimmen,  dass 


wird,  also 


machen. 


2 


So  gelangt  man  vermittelst  einer  Art  regula  falsi  zu  der  überaus 
einfachen  Lösung  der  geometrischen  Aufgabe:  Ein  Kreisbogenpolygon 
von  2m-|-l  Ecken  zu  construiren,  dessen  Ecken  und  Winkel  ge- 
geben  sind. 

Man  kann  hieraus  mit  Sicherheit  den  Schluss  ziehen:  Winkel 
und  Doppelverhältnisse  eines  Kreisbogenpolygons  von  ungerader 
Seitenauzahl  sind  von  einander  völlig  unabhängig. 

Macht  man  jetzt  dieselbe  Construction  für  ein  Polygon  von  ge- 
rader Seitenanzahl,  zum  Beispiel  für  ein  Viereck  (Fig.  2.),  so  zeigt 
sich  der  Unterschied,  dass  bei  der  Aenderung  der  Bögen  hier  der 
Winkel  u in  m -d  + d übergeht,  also  unverändert  bleibt. 

Man  kann  also  hier  dem  letzten  Winkel  nicht  durch  die  mohr- 
erwähnte  Aenderung  der  Bögen  u.  s.  w eine  beliebig  vorge- 

schriebene  Grösse  erteilen;  vielmehr  ist  er  durch  die  Angabe  d<»r 
Ecken  und  der  andern  Winkel  von  selbst  mit  bestimmt, 


Also  darf  für  Polygone  von  gerader  Seitonanzahl  auch  nicht  die 
völlige  Unabhängigkeit  der  Winkel  und  DoppelvcrhältnisHe  behaiipbd, 
werden;  und  cs  lässt  sich  vermittelst  der  Wedekind’schcn  I)arsb)l. 
lang  des  Doppelverhältnisscs  durch  zwei  Winkel  beweisen,  «lass  «Io 
wirklich  nicht  von  einander  unabhängig  sind. 

Seien  pj,  pj,  P4  vier  complexe  Punkte  der  {-Ebern;,  m lässt 
sich  das  Doppclvcrhältuiss 

(1  2 3 4)  — ■■ 


nach  Wedekind  folgendennaÄseQ  durch  Winkel  au*;/Irneken,  M»n 
verlege  zunächst  durch  eine  paAVrnfl/j  lineare  1 mmformhtion  lU^u 
Punkt  {4  in  die  Unendlichkeit,  $0  verwandelt  w,U  4av  Anf 

drei  Kreise,  welche  rcipottive  durch  die  Punkte  J2I,  1 JM,  hin 
durchgehen,  in  ein  Sratem  dreier  Gerad/.'tt,  welche  e<«  hd/h  n 

Wählt  man  den  Mittelpunkt  det  dlevnn  nmvUfVUuunu 
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Santo:  Die  Abbildung  des  Aeussern  eines 


Kreises  zum  Nullpunkt  der  Zahlenebene  und  bezeichnet  den  Radius 
des  zuletzt  genannten  Kreises  durch  r,  die  Ab  weich  ung  der  Punkte 
1,  2,  3 von  der  Axe  des  Reellen  respectivo  durch  O],  so  wird 

das  Doppelverhältniss 


. a,  — er* 


sm 


(123oo). 


sin 


er. 


.Oi-O, 


Die  hierin  auftretenden  Winkeldifferenzen  u.  s.  w. . sind  mit 

den  Winkeln  des  Dreiecks  identisch,  nnd  es  wird: 


(1234)  = 


sin  (/////) 


durch  /,  //,  III  die  Seiten  des  Dreiecks  bezeichnet. 


Die  Winkel  sind  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  ihr  Drehungs- 
sinn  dem  Sinne  der  Drehung  in  der.  Gauss’schen  Interpretation  des 
Imaginären  gleich  oder  entgegengesetzt  ist 


Geht  man  zur  ursprünglichen  Lage  der  vier  Pnnkte  zurück  und 
bezeichnet  durch  ikl  nicht  nur  den  durch  die  Punkte  ge- 

legten Kreis,  sondern  auch  die  Richtung,  in  weicher  er  durchlaufen 
wird,  so  ist  der  Wert  des  Doppelverhältnisses  unzweideutig  durch 
die  Formel  gegeben: 


(1234) 


sin(412,  423) 
sin(421,  413)* 


gt(4  31,  43  2), 


Auch  hierin  treten  nur  Grössen  auf,  welche  ihrem  absoluten 
Wert  nach  den  Winkeln  eines  Dreiecks  gleich  sind:  des  Kreisbogen- 
dreiecks 123,  dessen  Kreise  sämtlich  auch  durch  den  Punkt  4 hin- 
durchgehen. 


Diese  Winkel  sind  an  die  Relation  gebunden,  dass  ihre  Summe 
zwei  Rechte  betragen  muss,  so  dass  also  der  Wedekind’sche  Satz 
lautet : 


„Das  Doppelverhältniss  (1234)  hängt  nur  von  den  Winkeln  des- 
, jenigen  Kreisbogendreiecks  123  ab,  dessen  Seiten  ausserdem  sämt- 
„lieh  durch  den  Punkt  4 hindurchgehen,  also,  da  die  Summe  der 
),Winkel  dieses  Dreiecks  n beträgt,  nur  von  zwei  unabhängigen  Win- 
„kein“. 

Wir  sind  jetzt  im  Besitz  der  Mittel,  zu  entscheiden,  was  dazu 
gehört,  dass  ein  Kreisbogenpolygon  im  Sinne  der  Abbildungstheorie 
der  Kreishogenpolygone  vollständig  gegeben  sei. 
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Betrachton  wir  das  Kreisbogenviereck  (Fig.  3a),  von 

telcbem  die  vier  Winkel  A3,  A4  gegeben  sein  mögen.  Daun 

ist  zur  Bestimmung  des  DoppeWerhältnisses  (1234)  noch  die  Kennt- 
Biss  der  Winkel  des  (pnnktirten)  Kreisbogendreiecks  123  erforderlich. 

Es  bandelt  sich  also  um  die  Entscheidung  der  geometrischen 
Frage:  Können  zor  Herstellnng  der  so  eben  charakterisirten  Figur 
die  Tier  Eckwinkel  A^,  A,,  As,  A4  and  ausserdem  noch  zwei  Winkel 
des  punktirton  Kreisbogendreiecks  A^A^As  beliebig  gegeben  werden? 
— Zor  Vereinfachung  darf  wieder  die  eine  Ecke  A^  in  die  Unend- 
lichkeit verlegt  werden,  indem  durch  diese  Transformation  sämtliche 
Winkel,  auf  welche  es  hier  ankommt,  unverändert  bleiben.  Auf 
diese  Weise  werden  die  Seiten  des  das  Doppelvcrbältniss  cbaraktcri- 
Birenden  Dreiecks  A^A^A^  und  die  Polygonseiten  A^A^  und  A^A^ 
gerade  Linien,  so  dass  die  Figur  die  Gestalt  Fig.  3b  annimmt 

Die  von  A^  und  A^  aaslaufenden  beiden  Linien,  als  Kreisbögen 
aofgefasst,  schneiden  sich  allerdings  erst  in  der  Unendlichkeit  in  dem 
Ponkte  A4;  der  Winkel  A4,  unter  welchem  sie  sich  dort  schneiden, 
kommt  aber  zu  Stande,  wenn  man  sie  nach  der  entgegengesetzten 
Seite  bis  zum  Schnitt  verlängert  Ihr  Schnittpunkt  sei  iS,  so  handelt 
es  sieb  jetzt  darum: 

Gegeben  sei  das  rechtwinklige  Dreieck  A^A^A^;  man  soll  die 
Kreisbögen  A^A^  und  A^A^  construiren,  so  dass  der  von  ihnen 
bei  A3  eingeschlossene  Winkel  eine  gegebene  Grösse  hat,  und  ausser- 
dem, wenn  man  an  diese  Kreisbögen  in  ihren  andern  Pmdpunkten, 
bei  A4  und  A3,  ebenfalls  unter  gegebenen  Winkeln,  gerade  Linien 
anträgt  und  dieselben  bis  zum  Schnitt  verlängert,  der  auf  diese  Weise 
entstehende  Winkel  ebenfalls  wo  möglich  eine  beliebig  vorge- 
sebriebene  Grösse  erhalte.  Man  sieht  nun  sofort,  dass  dieses  letztere 
im  allgemeinen  unmöglich  ist;  denn  variirt  man  die  Figur  wieder 
auf  virtuelle  Weise,  nämlich  so,  dass  die  Punkte  Aj,  A„  A3  und  die 
Winkel  A4,  A,,  A,  unverändert  bleiben  (Fig.  4.),  so  bleibt  auch 
der  Winkel  bei  S unverändert 

„Man  darf  also  ausser  dem  Werte  des  Doppel  Verhältnisses 
„nor  noch  drei  der  Polygonwinkel  eines  Kreisbogenvierecks  beliebig 
fdestsetzen , wodurch  dann  der  vierte  Polygonwinkel  von  selbst  mit 
nbestimmt  i8ti^ 

Entsprechendes  gilt  von  jedem  Kreisbogenpolygon  von  gerader 
Seitenanzahl. 

Die  Abzählung  der  durch  die  Winkel  und  die  Doppel  Verhältnisse 
anidrfickbaren  Anzahl  von  Parametern  der  Differentialgleichung 
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Santo:  Die  Abbildung  des  Aeussem  eines 


Schwarz’schen  Abbildungsproblems  wird  also  für  die  beiden  Fälle, 
dass  die  Anzahl  ihrer  singulären  Punkte  eine  gerade  oder  eine  un- 
gerade Zahl  ist,  gesondert  vorgenommen  werden  müssen. 

I.  Die  Anzahl  der  im  Endlichen  gelegenen  singulären  Punkte 
der  Differentialgleichung  sei  eine  gerade  Zahl  n = 2m. 

Dann  wird  die  Anzahl  der  Ecken  dos  Polygons  gleich  der  un- 
geraden Zahl  und  es  sind  daher  2m-\~l  Winkel  und 

(2m  -j- 1)  — 3 — 2m  — 2 Doppelverhältnissc  disponibel.  Da  jedes 
Doppelverhältniss  seinerseits  zwei  Winkeln  äquivalent  ist,  so  stehen 
im  ganzen 

(2m-|-l)-j-2(2m  -2)  = 6m  — 3 
invariante  lineare  Parameter  zur  Disposition. 

Die  Anzahl  der  überhaupt  vorhandenen  linearen  Parameter  der 
Differentialgleichung  beträgt  aber: 

2m-\-2m-\-2m — 1 = 6m  — 1, 

und  es  ist 

(6m  — 1 ) — (6m  — 3)  =»  2. 

II.  Die  Anzahl  der  im  Endlichen  gelegenen  singulären  Punkte 
der  Differentialgleichung  sei  eine  ungerade  Zahl  w = 2m  - 1. 

Daun  wird  die  Anzahl  der  Ecken  des  Polygons  gleich  der  ge- 
raden Zahl  2m,  und  es  sind  daher  in  diesem  Falle  neben  2m  -3 
Doppelverhältnissen  nur  2m  — 1 der  Polygonwinkel  disponibel.  Es 
stehen  somit  im  ganzen 

2m  - 1 -j-  2(2m  — 3)  -=»  6m  — 7 
invariante  lineare  Parameter  zur  Disposition. 

Die  Anzahl  der  überhaupt  vorhandenen  linearen  Parameter  der 
Differentialgleichung  beträgt 

(2m  — 1)4-  (2m  1)  -f-  (2m  — 2)  = 6m  — 4, 

und  cs  ist 

(6m  — 4)  — (6m  — 7)  = 3. 

„Also  werden  durch  Polygonwinkel  und  Doppelverhältnissc  auch 
„die  (im  Endlichen  gelegenen)  singulären  Punkto  der  Differential- 
„gleichung  im  ersten  Falle  bis  auf  zwei,  im  zweiten  bis  auf  drei, 
„mit  bestimmt“.  [Der  singuläre  Punkt  x>  ist  nicht  mitgezählt] 

Hieraus  geht  hervor,  dass  zwei  der  singulären  Punkto  der  Dif- 
ferentialgleichung, durch  deren  Lösungen  die  Abbildung  eines  ge- 
gebenen Kreisbogenpolygons  von  ungerader  Scitenanzahl  auf 
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die  Halbcbene  darstellbar  ist,  beliebig  angenommen  werden  dürfen; 
es  würde  aber  unrichtig  sein,  wenn  mau  aus  den  obigen  Ergebnissen 
folgern  wollte,  dass  für  ein  gegebenes  Polygon  von  gerader 
Seitenanzahl  drei  der  singulären  Punkte  der  Differentialgleichung 
beliebig  auf  der  x-Axe  wählbar  seien.  Dieses  zu  behaupten  hiesse  so 
viel  als:  behaupten,  dass  jede  zwei  Kreisbogenpolygone  von  gleicher, 
gerader  Seitenanzahl,  deren  Winkel  und  Doppelverhältnisse  bezüg- 
lich gleich  sind,  als  projectivisch  gleich  angesehen  werden 
dürfen,  das  ist,  durch  eine  lineare  Substitution  in  einander  trans- 
formirbar. 

Das  ist  für  Polygone  von  ungerader  Seitenanzahl  richtig,  für 
solche  von  gerader  Seitenanzabl  aber  falsch;  denn  offenbar  können 
Kreisbogeupolygone,  deren  Ecken  und  Winkel  bezüglich  gleich,  deren 
Seiten  aber  ungleich  sind  — ein  Fall,  welcher  in  dem  hier  be- 
trachteten als  besonderer  Fall  enthalten  ist  — wenn  die  Seitenauzahl 
die  Zahl  2 übertrifft,  nicht  durch  eine  lineare  Substitution  in  ein- 
ander transformirt  werden;  es  müsste  sonst  lineare  Substitutionen 
mit  mehr  als  zwei  Doppelpunkten  geben,  was  unmöglich  ist^^). 

Auch  für  Polygone  von  gerader  Seitenanzabl  werden  nicht 
mehr  als  zwei  der  singulären  Punkte  der  Differentialgleichung  be- 
liebig wählbar  sein,  wenn  das  Polygon  gegeben  ist;  uns  fehlt  aber  in 
diesem  Falle  für  die  hier  erstrebte  Darstellung  ein  von  den  vori 
gen  unabhängiger  invarianter  Parameter;  sei  cs,  dass  ein 
solcher  überhaupt  nicht  existirt,  oder  dass  wir  ihn  nur  nicht  kennen. 

Die  Ergründung  dieses  Punktes  ist  übrigens  für  unser  Pro- 
blem entbehrlich,  weil,  wenn  das  gegebene  Polygon  eine  gerade 
Anzahl  von  Ecken  bat,  wir  dasselbe  durch  Hinzufügung 
eines  Scheitels  auf  einer  seiner  Seiten  in  ein  solches  von 
angerader  Eckenanzahl  verwandeln  können.  Allerdings 
wird  hier  — was  früher  ausgeschlossen  wurde  — einer  der  Polygon- 
winkel gleich  TT,  und  bedarf  daher  dieser  Fall  einer  besonderen  Dis- 
cussion. 

Man  kann  jetzt  die  Lösung  des  zu  Anfang  dieses  Paragraphen 
aofgestellten  Problems  wenigstens  formell  angeben. 

Es  gelten  die  Gleichungen: 

Zßk  = 0, 


J2)  Mao  Tcrgleich«  die  e.-rten  Paragraphen  ron  Poincaro’i!  Durbtclluiig 
M'incr  interessanten  Untersnehungen  über  die  ron  ihm  in  die  Analysis  cinge- 
fäbrten  Functionen,  in  Band  I der  Acta  Matbematica,  heransgegeben  ron  Mil- 
tag-Leffler  (.Theorie  do  gronpea  Fuchsiens**). 


r 
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(1  — «a)*  = Aa*,  (ä  = 1,  2 ...  n) 
{\-Zah)'^-4.Zßhah  = A*, 

wozu  die  n — 2 Relationen  H = khia^  ...  o«;  «j  ...  oh;  ßi  ...  ßn) 
hinzukommen.  Um  nun  die  zwischen  den  Parametern  «'a,  ß'k  der 
anderen  Differentialgleichung  bestehenden  Relationen  anzugeben, 
hat  man  in  den  vorstehenden  überall 

a'h  für  «A,  ß'h  für  |?a,  2 — Aa  für  Aa,  2 — A für  A 
zu  substituiren,  und  die  Avr  unverändert  zu  lassen. 

Man  erhält  auf  diese  Weise  ebenso  viele  Gleichungen  als  Para- 
meter «'a,  ß'h  zu  bestimmen  sind.  Was  aber  die  oa  anbetrifft,  so 
wird  vermöge  des  Umstandes,  dass  sie  reell,  und  dass  auch  die  ßk 
entweder  reell  oder  zu  je  zweien  conjugirt  imaginär  sein  müssen, 
es  herboigeführt,  dass  jede  der  Gleichungen 

Xa  ' — ‘ Xa(fl|  ...  ...  t ßi  ...  ßn) 

in  zwei  reelle  Relationen  gespalten  werden  muss,  wenn  die  Aa  unter 
den  genannten  Bedingungen  beliebig  gegebenen  complexcn  Zahlenwerten 
gleich  gemacht  werden  sollen. 

Auf  diese  Weise  werden  voraussichtlich  auch  die  a bis  auf  zwei 
(wir  setzen  voraus,  dass  n+1  eine  ungerade  Zahl  ist)  durch  die  k 
und  A mit  bestimmt  sein,  so  dass  also  eine  Coincidenz  auch  sämt- 
licher a und  a auf  der  Axe  des  Reellen  in  dem  «-Gebiet  im  all- 
gemeinen sich  nicht  wird  erreichen  lassen.  Sie  findet  auch  für  das 
dem  unsrigeu  entsprechende  Problem  geradliniger  Polygone  nicht 
statt.  (Man  vergleiche  Christoffel,  Annali  di  Mat.  Bd.  IV.  a.  a.  0. 

Dagegen  wird  diese  Coincidenz  sich  in  dem  besonderen  Falle, 
dass  die  n — 2 zur  Anwendung  kommenden  Doppelverhältnisse  sämt- 
lich reelle  Werte  haben,  erreichen  lassen.  Das  Doppelverhältniss 
wird  aber  reell,  wenn  die  vier  daran  beteiligten  complexen  Punkte 
auf  einem  gemeinsamen  Kreise  liegen. 

Auf  diese  Weise  wird  der  Fall,  dass  sämtliche  Ecken  des 
Kreisbogenpolygons  auf  einem  gemeinsamen  Kreise  lie- 
gen, ein  erhöhtes  Interesse  in  Anspruch  nehmen. 

Mehr  wird  sich  im  allgemeinen  nicht  sagen  lassen,  und  es  würde 
auf  eine  Specialuntersuchung  des  einfachsten  Falles  = 3 ankommon. 
Man  hat  alsdann  nur  ein  unabhängiges  Doppelverhältniss  A,  und  die 
anderen  bilden  mit  ihm  eine  Gruppe,  deren  Individuen  nur  die  Werte 
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II. 

Der  Cylinder  in  homogenen  Räumen. 


Von 

Herrn  Dr.  Carl  Quensen, 

Gymnasiallehrer  in  Gandersheim. 


Im  59.  Teile  dieser  Zeitschrift  hat  Herr  Prof.  A.  v.  Frank  *) 
nach  dem  Verfahren  von  Frischauf*)  den  Cylinder  in  der  absoluten 
Geometrie  nach  oben  von  einer  zur  ebenen  Basis  gehörigen  Fläche 
gleichen  Abstandes  begrenzt  angenommen.  In  der  Euklidischen 
Geometrie  sind  die  Flächen  gleichen  Abstandes  ebene  Flächen,  in  der 
absoluten  Geometrie  sind  sie  jedoch  lirumme  Flächen;  deshalb  ist  es 
wol  der  Sache  angemessener,  die  Begrenzungen,  welche  in  der  Eu- 
klidischen Geometrie  eben  sind,  auch  in  der  absoluten  Geometrie  als 
eben  anzunehmeu.  ücberhaupt  mUssen  wir,  wenn  es  sich  um  die 
Definition  von  Körpern  in  der  absoluten  Geometrie  handelt,  darauf 
sehen,  dass  die  Körper  möglichst  viele  von  den  Eigenschaften  be- 
halten, welche  sie  in  der  Euklidischen  Geometrie  haben.  Deshalb 
habe  ich  in  meiner  Dissertation  den  Krciscylindcr  als  einen  Körper 
definirt,  welcher  begrenzt  wird  von  zwei  Ebenen  und  einer  Fläche 
(dem  Cylinderraantel),  die  entsteht,  wenn  sich  eine  Gerade  an  einer 
Kreisperipherie,  der  Leitlinie,  so  bewegt,  dass  sie  stets  senkrecht  auf 


1)  Der  Körpcrinhalt  des  senkrechten  Cylindcrs  und'  Kegels  in  der  ab- 


Bolnten  Geometrie. 

2)  Elemente  der  absoluten  Geometrie,  pag.  76. 
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der  Ebene  des  Kreises  steht.  Der  Kreiscylinder  heisse  ein  gerader, 

, wenn  die  im  Mittelpunkte  der  Leitlinie  auf  der  Ebene  derselben  er- 
richtete Normale  auch  senkrecht  auf  den  beiden  Grenzebenen  steht, 
und  diese  Ebenen  gleichen  Abstand  von  dem  Mittelpunkte  haben. 
Dieser  Körper  hat  wie  der  Cylinder  im  Euklidischen  Raume  als 
Grundflächen  Kreise;  ferner  sind  die  durch  die  Normale  (Rotations- 
axe)  im  Mittelpunkte  der  Leitlinie  gehenden  Ebenen  Symmetrie- 
ebenen; ebenfalls  ist  die  Ebene  der  Leitlinie  eine  solche.  Endlich 
sind  die  Durchschnittscurven  von  Ebene  und  Cylindermantel  entweder 
Ellipsen,  Kreise  oder  gerade  Linien. 

Diese  Definition  dos  Cylinders  möge  für  alle  homogenen  Räume 
gelten.  Wir  haben  drei  verschiedene  homogene  Rauraformen,  je 
nachdem  das  constanto  KrUmmungsmass  grösser,  kleiner  oder  gleich 
Null  ist.  Wählen  wir  hier  als  Bezeichnung  der  Räume  die  des 
Herrn  Prof.  Schering  *).  Derselbe  nennt  einen  homogenen  Raum  mit 
positiver  Krümmung  einen  Riemann’schen,  einen  Raum  mit  negativer 
Krümmung  einen  Gaussischen  und  einen  mit  der  Krümmung  Null 
einen  Euklidischen  Raum. 

Je  nachdem  wir  dem  in  den  folgenden  Formeln  vorkommenden 
Parameter  £,  der  Quadratwurzel  aus  dem  Krümmungsmass,  einen 
reellen,  einen  imaginären  oder  den  Wert  Null  beilegen,  erhalten  wir 
die  für  einen  Riemannschen,  Gaussischen  oder  Euklidischen  Raum 
geltenden  Formeln. 

Schreiten  wir  nunmehr  dazu,  diejenige  von  unseren  obigen  Be- 
hauptungen zu  betrachten,  welche  die  Durchschnittscurven  von  Ebene 
und  Cylindermantel  betrifft. 

Die  Gleichung  des  Cylindermantels , dessen  Leitlinie  den  Radios 
r hat,  ist: 

I.  tgfx^tgcy*  = tgfr*. 

Hier  sind  als  Coordinaten  eines  Punktes  die  Projectionen  der 
Entfernung  desselben  von  einem  festen  Punkte  auf  3 sich  in  letzteren 
senkrecht  schneidenden  Axen  angenommen.  Die  eine  dieser  Axen 
(Z)  sei  die  Cylinderaxe,  die  beiden  anderen  {X  und  F)  liegen  in 
der  Ebene  der  Leitlinie.  Soll  die  Gleichung  der  Durchschuittscurve 
irgend  einer  Ebene  mit  der  Cylinderfläche  entwickelt  werden,  so  ist 
es  zweckmässig,  eine  Coordiuatentransforraation  in  der  Weise  vor- 


4)  Linien,  Fläclicn  und  höhere  Gebilde  in  mehrfach  ausgedehnten  Ganssi- 
sehen  und  Ricmann'schon  Käumen.  Nachrichten  Ton  der  Königl.  Ges.  der 
Wissensch.  zu  Gött.  1873. 
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zQDehmen,  dass  die  schneidende  Ebene  selbst  zu  einer  Coordinaten- 
ebenc  wird.  Steht  die  schneidende  Ebene  senkrecht  auf  der  Cylin- 
deraie  in  der  Entfernung  d vom  Mittelpunkte,  so  ist  das  Coordi- 
system  auf  der  Z Axe  um  die  Strecke  d zu  verschieben.  Bei  An- 
wendnng  der  Transformationsformeln : 


\%ix 


tgn 

cos  id — sinfJ  tge*  * 


_ tgfh 

^ ^ cos  td  — 8in€eftg£5 

erhalten  wir  ans  I.  als  Gleichung  des  Kegels  im  neuem  System: 
la.  tg«f*  + tg«l)*  •=  tg€r*(co8  sin«f/tgfj)* 

i oder  tg  » 0 giebt  als  Gleichung  der  Dnrchsclmittscurvc : 

II.  tg  f + tg  eg*  = tg  «r*  cos  edK 


Diese  Gleichung  ist  diejenige  des  Kreises,  dessen  Radius  Ji  durch 
die  Relation  tg  tR  » tgcrcose^;!  bestimmt  ist. 

Steht  jedoch  die  Cylinderaxe  nicht  senkrecht  auf  der  schnei- 
denden Ebene,  so  ist  ausser  der  Verschiebung  noch  eine  Drehung 
des  Coordinatensystems  vorzunehmen.  Hierbei  ist  zu  bemerken,  dass 
die  Gleichung  des  Kegels  bei  einer  Drehung  um  die  S Axe  dieselbe 
bleibt;  daher  kann  man  das  Coordinatensystem  sich  zunächst  so  ge- 
dreht denken,  dass  dio  ^ Axe  in  die  schneidende  Ebene  fällt.  Diese 
Ebene  möge  die  XQ  Ebene  in  einer  Geraden  schneiden , welche  mit 
der  3 Axe  den  Winkel  qp  bildet.  Wir  müssen  alsdann  das  Coordi- 
natensystem (X^S)  QW'  4ie  9 Axe  um  den  Winkel  drehen ; 

es  kommen  hier  die  Transformationsformeln  zur  Anwendung: 


tgj  ■=  sinqptgff  — COSqptg£f, 

tg«b  = tg^V 

tpr,  = co8(ptg«J-|-sin  g)tg«S. 

Die  Gleichung  des  Cyliuders  im  neuen  System  ist  alsdann : 

(sin  — tger^  sin  id^ cos  <p~)  tg 

+ (cos  9*  — tg  rr*  sin  si  ii  9 -)  tg£^  -f-  tg  £r * sin  t2d  (cos  9 tg  «^-(-sinqptgf 

— sin  29(1  tg  fr*  sin  ed‘^)  tg  f S tg  ff  = 0. 

Setzen  wir  | = 0,  so  erhalten  wir  als  Gleichung  der  Durch- 
schnittscurve : 
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in.  (sin  9>*~  tg£r*sinfrf*cosg)*)tgf|*-|“tg«i?* 

— tg£r*8in£2dco8  9tg£S  = tg«r*C08erf*. 

Diese  Gleichung  ist  die  einer  Ellipse. 

Wir  wollen  uns  der  Einfachheit  halber  darauf  beschränken , die 
Richtigkeit  dieser  Behauptung  für  den  Fall  d = Q nachzuweisen. 
Ans  Gleichung  UI.  wird: 

jV.  sin9)*tg£|*+tg«i?*  “ 

Diese  Gleichung  ist  in  Bezug  auf  tg  tx  und  tgty  eine  homogene  Glei- 
chung zweiten  Grades,  in  welcher  nur  die  quadratischen  Glieder  Vor- 
kommen; sie  ist  daher  entweder  die  Mittelpunktsglcichung  einer  El- 
lipse oder  einer  Hyperbel.  Die  allgemeine  Gleichung  der  Ellipse  ist: 

tg£a;^  tg£y^  _ 
tg£a*  ' tg£ft* 

die  der  Hyperbel: 

tg£g^  tg£y^  _ 
tg  £a*  tg  £Ä* 

In  beiden  Gleichungen  sind  a und  h die  aus  der  Euklidischen  Geo- 
metrie bekannten  Grössen.  Aus  der  Vergleichung  dieser  beiden  Glei- 
chungen mit  der  Gleichung  IV.  ergiebt  sich  sofort , dass  die  letztere 
eine  Ellipse  repräsentirt,  deren  halbe  kleine  Axe  b = r,  und  deren 
halbe  grosse  Axe  a sich  aus  der  Relation 


ergiebt. 


tg£a  = 


tg£r 

singp 


Diese  beiden  Ausnahmefälle  sind  9 = 0 und  9 = ^;  der  erste 

Fall  9 = 0 ergiebt  zwei  Gerade , nämlich  zwei  einander  gegenüber- 
liegende Seiten  des  Kegels,  der  zweite  einen  Kreis. 


Dieselben  Resultate  würden  wir  erhalten  haben,  wenn  wir  die 
Einschränkung  d = ü nicht  eiutreten  Hessen ; hierbei  ist  zu  bemerken, 
dass  die  Mittelpunkte  der  Ellipsen  nur  bei  den  Euklidischen  Cylin- 
dem  in  der  Axe  liegen,  wie  mau  aus  Gleichung  III.  ersieht.  Für 
die  Gaussi’schen  Cylinder  ist  noch  hervorzuheben,  dass  nicht  alle  hier 
auftretenden  Ellipsen  geschlossene  Curveu  sind.  Ist  nämlich  der 
Schnitt  so  gelegt,  dass  die  X Axe  parallel  der  betreffenden  Seite  des 
Kegels  ist,  so  haben  wir  eine  Ellipse,'  die  erst  im  Unendlichen  ge- 
schlossen ist.  Der  zu  diesem  Schnitt  gehörende  Winkel  <p  ist  be- 
stimmt durch  die  Gleichung: 


cos  (p 


cos  er 


(d 
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Für  noch  kleinere  Winkel  y werden  sich  die  Ellipsen  selbst  im  Un- 
endlichen nicht  schliessen.  Allerdings  kann  von  der  ursprünglichen 
Definition  der  Ellipsen  dann  nicht  mehr  die  Rede  sein. 

Untersuchen  wir  nach  dem  Vorgänge  des  Herrn  Prof.  v.  Ilelm- 
holtz  *),  wie  ein  Beobachter,  dessen  Augonmass  und  Raumerfahrungen 
sich  gleich  den  unsrigen  im  Euklidischen  Raume  ausgebildet  haben, 
diese  Verhältnisse  betrachten  würde,  wenn  er  in  einen  Gaussischen 
Raum  versetzt  würde.  Dieser  Beobachter  würde  die  entferntesten 

Gegenstäde  dieses  Raumes  in  endlicher  Entfernung  ringsum  sich 

zu  erblicken  glauben.  Derselbe  würde  auch  die  Schnitte  von  Ebenen 
und  Cylindern  als  Gerade,  Kreise  und  Ellipsen  erkennen.  Von  diesen 

t 

Ellipsen  würden  ihm  nicht  alle  innerhalb  der  Entfernung  j geschlos- 
sen erscheinen,  sondern  eine  Gruppe  derselben  grade  in  dieser  Ent- 
fernung, eine  andere  auch  hier  noch  nicht;  die  erste  Gruppe  enthält 
diejenigen  Ellipsen,  welche  im  Unendlichen  geschlossen,  die  letzte 
diejenigen,  welche  selbst  im  Unendlichen  noch  offen  sind.  Zn  diesen 
Arten  von  Ellipsen  haben  wir  natürlich  iin  Euklidischen  Raume 
keine  Analoga.  Für  diesen  Raum  fällt  auch  die  Abhängigkeit  der 
Schuittcurven  von  dem  Axeuabschnitte  d fort. 

Wir  erhalten  die  betr.  Formeln  für  die  Euklidischen  Cylinder 
ans  den  allgemeinen  Gleichungen,  indem  wir  in  dieselben  für  die 
trigonometrischen  resp.  hyperbolischen  Functionen  der  Strecken  die 
Reihencntwickcluugen  einset^en,  durch  dividiren  und  nach  dieser 
Division  f = 0 setzen.  So  erhalten  wir  z.  B.  aus  Gleichung  II.  und 
lU. 

Ila.  = 1*^ 

lila.  sin  -|-y"  = r^. 

Was  nun  die  Inhaltsbestimmung  des  Cyliuders  anbetrifft,  so 
lässt  sie  sich  ohne  grosse  Schwierigkeiten  ausführen. 

Der  zu  berechnende  Cylinder  habe  den  Radius  r;  die  Entfernung 
jeder  der  beiden  Begreuzuugsebeneu  von  dem  Mittelpunkte  der  Leit- 
linie sei  ".  Beachten  wir,  dass  der  Inhalt  eines  senkrechten  Pa- 


5)  Helmholtz:  Ueber  den  Ursprung  und  die  Bedeutung  der  geomclrisebon 
Axiome.  Vorträge  und  Reden.  Braunschweig  1884. 

6)  Diese  Inhultsbcstiinmungen  habe  ich  bereits  in  meiner  l)i»i»c»twiion 
Seite  46.  ausgefQhrt,  jedoch  finden  sich  daselbst  einige  Druckfehler. 


irch.  d.  Math.  a.  Phys.  2.  lUihe,  Teil  Ul. 
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rallelepipedons  mit  der  Höhe  und  mit  der  unendlich  kleinen  Grund- 
fläche dg 

dJ  = dg  (jfajg  + J sin  f2x3> 

ist,  so  ergiebt  sich  für  den  Inhalt  des  Cylinders  bei  Anwendung  von 
Polarcoordinaten 


(tg  IX  — tg  ig  cos  qp,  tg  ly  = tg  fp  sin  g>) : 

<p—27t  p«=r 

J <i<P  f sin  IQ . dg  ( + isin(e2x3)), 

y=0  p=*0 

in  welchem  Doppelintegral  die  Abhängigkeit  der  Grösse  von  q 
durch  die  Gleichung 

tg  = tg  ^ j cos  f p 

ausgedrückt  wird. 


Demnach : 


= |arctg(tg€^^.cos£p) 


+ 


tg  £ 2 cos  £p 


+ tg*  («  ^ COS*£p 


sin  BQ.  dg 


Führen  wir  als  neue  Variabele 


ein,  so  erhalten  wir: 


COS£p 


. COS  £r 


u . arc  tg  «4 
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oder ; 


cos  tr . arc  tg  ^tg  (^e  cos  ^ ~ 


Die  Höhe  h können  wir  auch  durch  die  Seite  *•  vermittelst  der  Glei- 
chung 

tg  (t  2) = ‘s  (4) 


ifr 


ersetzen,  alsdann  erhalten  wir: 


cos 


e» 


«r , “2  — arc  tg 


\ cos  Er  f 


Für  den  Euklidischen  Raum  ergiebt  sich  sofort: 

J *=  Tt.r^.h  resp. 


n ,r^.8. 


Gandersheim,  den  20.  Deccmber  1884. 
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III. 

lieber  einige  Eigenschaften  des  Tetraeders. 


Von 

Herrn  Dr.  H.  GeUenthin 

in  Stettin. 


Wenn  sich  im  stereometrichen  Unterricht  oft  Veranlassung  findet, 
auf  die  Analogie  zwischen  den  Eigenschaften  des  Tetraeders  und  des 
ebenen  Dreiecks  hinzuweisen,  so  wird  andrerseits  eben  dadurch  die 
Frage  nahe  gelegt,  wie  weit  diese  Analogie  gehe,  und  in  welchen 
Beziehungen  sie  versage.  Bis  giebt  z.  B.  für  gewisse  merkwürdige 
Punkte  des  Dreiecks  — den  Schwerpunkt,  den  Mittelpunkt  des  um> 
geschriebenen  und  den  des  eingeschriebenen  Kreises  — genau  ent- 
sprechende Punkte  im  Tetraeder,  nämlich  den  Schwerpunkt,  den 
Mittelpunkt  der  eingeschriebenen  und  den  der  umgesebriebenen  Kugel. 
Die  Analogie  drängt  — selbst  den  Schüler  — zu  der  Frage:  Giebt 
es  nun  nicht  auch,  wie  im  Dreieck,  so  im  Tetraeder  einen  Höhen- 
puukt?  d.  h.  schneiden  sich  nicht  auch  die  4 Höben  eines  Tetraeders 
in  einem  und  demselben  Punkte? 

Dass  ein  solcher  Fall  eintreten  kann,  zeigt  das  regelmässige 
Tetraeder.  Weitere  Auskunft  darüber  geben  die  mir  bekannten  Lehr- 
bücher der  Stereometrie  nicht.  Auch  sonst  ist  mir  eine  eingehende 
Erörterung  dieser  Frage  nicht  bekannt  geworden.  Bei  Steiner  (Ges. 
Werke  Bd.  I.  S.  128)  findet  man  den  (ohne  Beweis  gegebenen) 
Satz:  „Fällt  mau  aus  den  Ecken  eines  beliebigen  Tetraeders  auf  die 
gegenüberliegenden  Seitenebenen  Lote,  so  schneiden  diese  4 Lote 
einander  im  allgemeinen  nicht  Schneiden  sich  aber  iu  einem  be- 
«Ui^eren  B'alle  irgend  zwei  derselben,  so  schneiden  alle  4 einander 
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Punkt.  Im  allgemeinen  aber  haben  die 
wpIrhA  u • incrkwOrdige  Eigenschaft,  dass  jede  Gerade, 

d h derselben  geht,  auch  das  vierte  schneidet, 

Lotp  jeden  beliebigen  Punkt,  den  man  in  einem  der  4 

die  ^ ’ t Gerade  so  gelegt  werden  kann,  dass  sie 

and  ^^en  ote  schneidet“.  Später  hat  er  den  Satz  in  etwas 

dann  vorgelegt  und  richtig  gestellt.  Er  lautet 

belieht  ^ .*  den  Ecken  eines 

Körpers  (dreiseitige  Pyramid3)  Lote  auf  die 
Grenzflächen , so  liegen  alle  4 Lote  im  allgemei- 
«aIK  yperboloid , und  zwar  gehören  sie  zu  einer  und  der- 

radö^*^  • K»  Strahlen  desselben , so  dass  es  also  unzählige  Ge- 

7w  / schneidet.  Wenn  insbesondere 

ßh^  j schneiden,  so  schneiden  sich  auch  die  zwei 

Ho  insbesondere  drei  Lote  sich  schneiden,  so  schnei- 

n ^ o\i  4 in  einem  und  demselben  Punkte“, 

er  c uss  ieses  Satzes  ist  die  Berichtigung  der  in  der  ersten  Bc- 
ann  ™U’C  ung  des  Satzes  gemachten  unrichtigen  Angabe  über  die 
Won  eren  Fälle.  In  diesen  Fällen  gehe  das  Hyperboloid  in  einen 
Grenzfall  (in  zwei  Ebenen  oder  einen  Kegel)  über. 

Die  Bedingungen  nun  nnd  die  begleitenden  Umstände  aufzusueben, 
an  er  cnen  sich  der  eine  oder  andere  dieser  besonderen  Fälle  er- 
eignet, sei  im  Folgenden  unsere  Aufgabe.  Dabei  wirch  sich  auch 
erge  en,  warum  im  allgemeinen  gar  kein  gegenseitiges  Schneiden  der 
0 en  stattfiudet,  also  kein  Höhen punkt  existirt. 


I. 

fjfy  DABC  das  betrachtete  Tetraeder  (Fig.  1.)  /l/l,,  ////,, 

et  Höhen  desselben.  Sollen  sich  zwei  derKellmn, 

c wa  BB^  und  Z)Z),  in  einem  Punkte  Z’,  schneiden,  so  liegen  hie  in 
einer  Ebene  DF'B^  welche  sowohl  senkrecht  zu  Ebene  ABC  aU  /n 
^oene  ADC\  also  zu  deren  Schnittkante  AC  steht,  d.  h.  die  beiden 
^^enkanten  BD  und  AC  kreuzen  sich  unter  recht/;m  Winkel.  AIhoj 
enn  sich  zwei  Höhen  eines  Tetraeders  schneiden,  no  iht  die  Kante, 
'on  deren  Enden  sie  ausgehen,  mit  ihrer  Gegeukantx>  henkr<n:iit  gij. 
Jreuzt.  Und  umgekehrt,  wenn  diese  Bedingung  erfiAlt  hi,  %o 
'ejon  B und  D ausgehenden  Höben  des  Tetrae^lers  in  der  durch  B/j 
seukrecht  zu  legenden  Ebene  DF' B und  schneiden  hieb  in  idn»'m 
ankte  Fj.  Ha  nun  im  allgemeinen  diese  Bedingong  bei  keineui 
den  3 Paar  Gegenkanten  erfüllt  zu  sein  braucht,  so  werden  hieb 
allgemeinen  keine  2 von  den  4 Höhen  schneiden  ; eh  eii»irt  ah« 
® allgemeinen  kein  Höhenpunkt  Im  Tetraeder. 
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2)  Ist  aber  BD  und  AC  senkrecht  gekreuzt,  so  kann  man  auch 
durch  ÄC  eine  Ebene  AFC  senkrecht  zu  DB  legen.  In  dieser  liegen 
daun,  wie  mau  sofort  sieht,  die  Höhen  AA^  und  C'C^  (nach  bekannten 
stcrcomctrischen  Sätzen)  uud  scheiden  sich  in  einem  Punkte  P^.  Also: 
Wenn  2 Gegenkanten  senkrecht  gekreuzt  sind  , so  schneiden  sich  je 
zwei  Höhen , welche  je  von  den  Endpunkten  einer  dieser  Kanten 
ausgehen. 

3)  Man  sicht  ferner,  dass  in  diesem  Falle  Af  \ CF,  BF\  DF*  Höhen 
sind  bezüglich  in  den  Dreiecken  ADD,  CBD,  ABC,  ADC\  dass  BB^ 
uud  />/>!  Höhen  sind  im  Dreieck  BF’D,  also  /j  der  Höhenpunkt 
desselben;  AA^  und  CC\  Höhen  im  Dreieck  AFC,  also  P^  der  Höhen- 
punkt desselben;  endlich  dass  Fl',  als  Schnittkante  der  Ebenen  AFC 
und  BF' D senkrecht  steht  sowohl  auf  AC  als  auf  BD,  d.  h.  dass 
FF'  das  gemeinsame  Lot  dieser  Gegenkanten  ist.  Wenn  also  die 
Bedingung  der  Nr.  1)  erfüllt  ist,  so  liegt  der  Fusspunkt  jeder  Te- 
traederhöhe in  einer  Höhe ‘derjenigen  SoitenÜäche,  auf  deren  Ebene 
jene  Tetraederhöhe  senkrecht  steht  (der  zugehörigen  Grundfläche). 
Die  zwei  Schnittpunke  der  2 Paar  Höhen  liegen  in  dem  gemeinsamen 
Lote  der  2 senkrecht  gekreuzten  Gegenkauten. 

4)  Es  kann  ein  anderes  Paar  Gegenkanten  senkrecht  gekreuzt 
sein  z.  B.  AB  und  CD  (Fig.  2.).  Dann  gilt  alles  oben  gesagte  nun- 
mehr in  Bezug  auf  diese  Kanten.  Es  ist  Ebene  ABE  senkr.  auf 
CD,  Ebene  CE' D seukr.  auf  AB.  BE  und  AE  sind  Höhen  in  den 
Dreiecken  ÜDC’und  ADC,  CE'  und  DE'  Höhen  in  CAB  und  DAB, 
EE'  ist  das  gemeinsame  Lot  von  AB  uud  CD,  die  Höhen  AA^  und 
BB^  einerseits,  CC,  und  DD,  andrerseits  schneiden  sich  in  2 Punk- 
ten, welche  auf  EE'  liegen. 

5)  Sind  nun  gleichzeitig  AC  und  BD  einerseits,  AB  und  CD 
andrerseits  senkrecht  gekreuzt,  so  combiniren  sich  die  Folgerungen 
iu  Nr.  4)  und  3).  Es  wird  also  zunächst  Höhe  AA^  geschnitten,  so- 
wohl von  BBy  als  von  CC\.  Die  Punkte  A^  D,  C,  D,  sind  dann  die 
Höhenpunkte  der  Seitenflächen , in  denen  sie  liegen.  Es  liefert  also 
die  Verbindung  von  D mit  A^  und  von  A mit  D,  die  dritten  Höhen 
iu  den  Dreiecken  BDC  und  BAC.  Aber  diese  beiden  Verbindungs- 
linien schneiden  sich  auch  in  demselben  Punkte  der  Kante  BC.  Denn 
verlängert  man  zunächst  DA^  bis  zum  Schnittpunkte  G mit  DC, 
und  verbindet  dann  D,  mit  diesem  Punkte  G,  so  ist  nach  einem  einfachen 
stcreometrischen  Satze  D,Cr  senkr.  auf  BC,  d.  h.  D,Cr  ist  die  Ver- 
längerung von  ylD,.  Die  beiden  Geraden  AG  und  DG  bestimmen 
also  eine  Ebene  senkr.  auf  BC,  in  welcher  auch  AD  liegt,  d.  h.  auch 
AD  und  BC  sind  senkrecht  gekreuzt.  Also:  Weuu  in  einem  Tetra- 
eder 2 Paar  Gegenkanten  senkrecht  gekreuzt  sind,  so  gilt  dasselbe 
'^ou  dem  3ten  Paar. 
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6)  Unter  [dieser  Voraussetzung  wird  nunmehr  z.  B.  die  Höhe 

.-1^,  geschnitten  von  weil  AD  senkr.  auf  CD^  von  CC\,  weil 

AC  senkr.  auf  BD^  von  weil  AD  senkr.  auf  BC.  Es  wird  also 
AA^  von  allen  anderen  6 Höhen  geschnitteu.  Dasselbe  ergibt  sich 
für  CCj  und  DD^.  Es  wird  also  jede  der  Höhen  von  jeder 

andern  geschnitten.  Wenn  aber  von  4 Geraden  jede  die  3 andern 
schneiden  soll,  so  ist  dies  nur  auf  2 Arten  denkbar:  entweder  sie 
liegen  alle  4 in  einer  Ebene  und  bilden  ein  vollständiges  Vierseit 
oder  sie  schneiden  sich  alle  in  demselben  Punkt.  Der  erste  Fall  ist 
ausgeschlossen,  da  ja  die  4 Ecken  des  Tetraeders  dann  in  einer 
Ebene  liegen  müssten.  Also  findet  der  2te  Fall  statt,  d.  1l  es  existirt 
jetzt  ein  Höhenpunkt.  Der  gemeinsame  Schnittpunkt  P aller  Höhen 
(Fig.  2.)  liegt  nach  dem  Vorigen  (Nr.  3)  sowohl  in  Khl\  dem  ge- 
meinsamen Lot  des  ersten  Paares  der  senkrecht  gekreuzten  Gegen- 
kanten, als  in  FF'  dem  zweiten,  und  in  GG\  dem  des  dritten 
Paares,  d.  h.  diese  3 Lote  schneiden  sich  jetzt  ebenfalls  in  einem 
und  demselben  Punkt,  nämlich  im  Höhenpunkt. 

7)  Ungemein  einfach  und  übersichtlich  gestaltet  sich  alles,  wenn 
man  den  dem  Tetraeder  umschriebenen  Parallelflächner  zu  Hülfe 
nimmt,  welcher  z.  B.  von  Unferdinger  in  seiner  Theorie  des  Tetra- 
eders aus  den  6 Kanten  (Grün.  Archiv  LI.  S.  354.)  benutzt  wird. 
Legt  man  nämlich  durch  jede  Kante  des  Tetraeders  eine  Ebene 
parallel  zur  Gegenkante,  so  entsteht  ein  Parallelflächner,  dessen  6 
Seitenflächen  je  eine  Kaute  des  Tetraeders  als  Diagonale  enthalten 
(Fig.  3.).  Die  6 anderen  Diagonalen  (in  der  Figur  nicht  gezeichnet) 
bestimmen  ein  2tes,  dem  gegebenen  congruentes  Tetraeder. 

Die  Diagonalenpunkte  XX'  YY'  ZZ'  der  gegeuüberlicgcudcu 
Seitenflächen  des  Parallelflächners  sind  zugleich  die  Mitten  der  Gegcn- 
kanten  des  Tetraeders.  Die  Geraden  XX\  YY\  ZZ'  welche  diese 
Punkte  verbinden,  mögen  die  „MittellinieiP*  dos  Tetraodes  heissen. 
Sie  schneiden  sich  alle  3 in  einem  Punkte  O,  welcher  bekanntlich 
zugleich  der  Schweq>unkt  des  Tetraeders  und  des  Parallelflächners 
ist.  Diese  3 Mittellinien  sind  einzeln  den  drei  an  einer  P^cke  des 
Parallelflächners  zusammenstosseudeu  Kanten  desselben  gleich  und 
parallel.  Sollen  2 Gegenkanten  des  Tetraeders  z.  B.  AO  und  BC 
senkrecht  sich  kreuzen,  so  müssen  sich  offenbar  die  Diagonalen  des 
Parallelogramms  BC  senkrecht  schneiden,  da  die  2te  desselben  H AD 
ist;  d.  h.  Parallelogramm  BC  muss  ein  Rhombus,  oder  ZZ'  muss 
= YY'  sein.  Entsprechendes  gilt  von  den  andern  Gegenkanten. 
Hiernach  kann  die  Bedingung  des  senkrechten  Kreuzens  zweier  oder 
je  zweier  Gegenkanten  ersetzt  werden  durch  die  Gleichheit  zweier 
oder  je  zweier,  d.  h.  aller  drei  Mittellinien.  Man  sieht  nun  auch 
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am  einfachsten,  warum  die  zu  einander  senkrechte  Lage  von  2 und 
2 Gegenkanten  dieselbe  Lage  für  das  dritte  Paar  zur  Folge  hat.  Denn 
aus  XX'  = YY'  und  YY'—ZZ'  folgt  von  selbst,  dass  auch  XX'  *= 
ZZ'  ist.  Der  Parallelflächner  wird  dann  von  lauter  Rhomben  be- 
grenzt. Schneiden  sich  ausserdem  die  drei  Mittellinien  unter  gleichen 
Winkeln  (bilden  eine  gleichseitige  Ecke),  so  sind  alle  diese  Rhomben 
congruent  (Rhomboeder).  Sind  diese  3 gleichen  Winkel  Rechte,  so 
entstellt  das  regelmässige  Tetraeder  und  der  umschriebene  Würfel. 

Hiernach  lässt  sich  folgender  Satz  aussprochen:  „Unter  den  3 
„Mittellinien  des  Tetraeders  sind  entweder  keine  gleichen,  oder  2 
„gleiche,  oder  sie  sind  alle  3 gleich.  Im  ersten  Fall  schneiden  sich 
„keine  von  den  4 Höhen  des  Tetraeders.  — Im  zweiten  Fall  ist  ein 
„Paar  der  Gegenkanten  senkrecht  gekreuzt,  und  es  schneiden  sich  je 
„die  2 und  2 Hohen  des  Tetraeders,  welche  von  den  Endpunkten  je 
„einer  dieser  Gegeukanten  aiisgchen.  Die  2 Schnittpunkte  liegen 
„auf  dem  gemeinsamen  Lot  dieser  Gegenkanten.  Der  Fusspunkt 
,. jeder  Tetraederhöhe  liegt  in  einer  Höhe  der  zugehörigen  Seiten- 
„fläche  (Grundfläche).  — Im  dritten  Fall  sind  alle  drei  Paar  Gegen- 
„kanten  senkrecht  gekreuzt  *,  es  schneiden  sich  alle  4 Tetraederhöhen 
„in  demselben  Punkt,  oder  es  existirt  ein  Höhenpunkt.  In  demselben 
„schneiden  sich  dann  auch  die  drei  gemeinsamen  Lote  von  je  2 
„Gegenkanten.  Der  Fusspunkt  jeder  Tetraederhöhe  liegt  im  Höhen- 
„punkt  der  zugehörigen  Seitenfläche  (Grundfläche)“. 

Hiermit  sind  die  Umstände,  unter  denen  die  von  Steiner  er- 
wähnten besouderen  Fälle  eintreten,  klargclegt.  Der  in  der  zweiten 
Fassung  von  Steiner  gebrauchte  Ausdruck:  „Wenn  insbesondere  3 
Lote  sich  schneiden,  so  schneiden  sich  uotwcndigerw'eise  alle  4 Lote 
11.  s.  w.“  — möchte  wohl  besser  ersetzt  werden  durch  die  Worte: 
„Wenn  insbesondere  ein  Lot  von  2 andern  geschnitten  wird,  so 
u.  s.  w.“. 


II. 

Der  Ausdruck  „Höhen  des  Tetraeders“  kann  noch  in  einem 
andern  Sinne  genommen  werden,  wie  cs  im  Abschnitt  I.  und  im  all- 
gcineiueu  geschieht.  Man  kann  nach  dem  Vorgänge  von  Wittsteiu 
(Grün.  Arch.  XXXIX.  S.  3 ) das  Tetraeder  als  Prismatoid  auffassen, 
iu  welchem  die  Grundflächen  durch  2 Gegeukanten  dargestcllt  sind, 
etwa  AB  und  CD  iu  (in  Fig.  3.),  der  Mittclschnitt  durch  das  Paral- 
lelogramm, welches  die  Mitten  der  4 andern  Kanten  zu  Ecken  hat 
— XYX'Y'  in  (Fig.  2.)  — ünd  die  Höhe  durch  das  gemeinsame 
Lot  jener  beiden  Gegonkanten,  EIC'.  Von  den  Seiten  des  Mittel- 

I 
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Schnitts  sind  zwei  Gegenseiten  {XY'  und  X'Y)  der  Kante  AB  pa- 
rallel und  jede  = \AB.^  die  zwei  andern  (XF  und  X'Y')  der  Kante 
CD  parallel  und  jede  = ICD.  Diese  Auffassung  des  Tetraeders  als 
Prismatoid  führt  bekanntlich  sehr  einfach  zu  der  Carnot’schen  For- 
mel für  das  Volumen  des  Tetraeders.  — Da  jedes  Paar  Gegcnkanteii 
als  Grundflächen  des  Prismatoids  gewählt  werden  kann,  so  bilden 
die  drei  Lote  zwischen  je  2 Gegenkauten  (A'/*;',  AA',  GG'  in  (Fig. 
3.))  ein  zweites  System  von  „Höhen  des  Tetraeders“.  Man  kann  sic 
„Höhen  zweiter  Art“  oder,  da  sie  zwischen  je  zw'ei  Gegenkanteu  ge- 
stellt sind,  „Zw'ischenlote“  nennen.  Es  hat  sich  in  Abschnitt  I.  er- 
geben, dass,  wenn  sich  die  4 Höhen  Iter  Art  in  einem  und  dem- 
selben Punkt  schneiden,  auch  die  3 Höhen  2ter  Art  oder  Zwischen- 
lote  sich  in  eben  demselben  Punkt  schneiden.  10s  liegt  die  P'rage 
nahe,  ob  dies  der  einzige  Fall  ist,  in  welchem  sich  die  3 Zwischeu- 
lote  schneiden,  oder  ob  es  nur  einer  unter  mehreren  ist.  Da  die 
Verhältnisse  sich  hier  nicht  von  vornherein  so  einfach  überscheu 
lassen,  wie  im  Abschnitt  I.,  so  möge  die  P'rage  analytisch  untersucht 
werden. 

1)  Die  3 Mittellinien  des  Tetraeders.  XX' ^ PF',  XZ'  haben 
sich  schon  in  Abschnitt  I.  als  bedeutsam  für  F'ragen  dieser  Art  er- 
wiesen. Wir  wählen  sie  als  Axen  eines  (im  allgemeinen  schiefwink- 
ligen) Coordinatensystems,  dessen  Ursprung  also  in  O,  dem  Schwer- 
punkt des  Tetraeders  und  zugleich  des  „umschriebenen“  Parallcl- 
dächners,  liegt.  Die  positiven  X YZ  mögen  gezählt  werden  nach  den 
Kichtungen  OA",  0 F,  OZ.  Die  Längen  zweier  Mittellinien,  wie  sic  von 
den  Tetracderkaiiten  begrenzt  sind,  mögen  sein  AW' = 2a,  FF'=2/>, 
ZZ'=  2c.  Die  Cosinus  der  Coordinatcnwinkel  mögen  bezeichnet 
werden  cos(ys)  = coso  = «,  cos  (arz)  =»  cosb  /3,  cos (»•//)  = cosc  = y. 
Die  Längen  der  3 Zwischcnlote  seien  KE'  «=  2/,,  Fl"  = 2/^,  GG'^  2Z;,. 
Aus  der  bekannten  Construction  dieser  Lote  weiss  man,  dass  KK' 
senkrecht  steht  auf  den  Ebenen  der  Parallelogramme  AB  und  67>, 
also  auch  auf  der  Coordiuatenebene  der  XY  und  durch  letztere 
halbirt  wird.  Dasselbe  gilt  von  FF'  in  Bezug  anf  die  Pibenen  AC\ 
UD  und  ..YZ,  von  GG'  in  Bezug  auf  die  Ebenen  AD,  BC  und  FZ. 
Die  Schnittpunkte  von  KE'  mit  Ebene  AF,  von  FF'  mit  Ebene  AZ, 
von  GG’  mit  Ebene  FZ  mögen  bezüglich  heissen  und  ; 

diese  Punkte  sind  dann  zugleich  die  Mittelpunkte  der  betreffenden 
Lote.  (In  der  Fig.  3.  um  die  Deutlichkeit  nicht  zu  stören,  sind 
diese  Punkte  und  manche  bereits  erwähnte  Strecken  nicht  angegeben). 

Endlich  werde  abgekürzt  geschrieben:  ^ = 

sind  die  Gleichungen  für  je  zwei  Gegenkanten  des  Tetraeders 
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AB: 

1) 

y = 

ix. 

et 

— — Q 

DC: 

2) 

y = - 

— da:, 

% 

= + C 

AC: 

3) 

X = 

y 

BD: 

4) 

jC  « - 

- 

y 

= +6 

AD: 

5) 

z = 

X 

=r  a 

BC: 

6) 

^ “ 

- ty, 

X 

= -f-  a 

Es  mögen  ferner  sein  die  Gleichungen  der  Zwischenlotc 

EK 7)  y = iV/  ar  -{-  m,  z — N x n, 

FF':  S)  X = M'  z + m\  y = iV'  c-f  n' 

GG':  9)  3 = M"?y  + a;  = iV  "s  -j-  n". 

In  diesen  Gleichungen  7)  bis  9)  sind  die  Grösseu  Lm  Nn  M'  u.  s.  w. 
zu  bestimmen  durch  die  Forderung,  dass  je  eins  dieser  Lote  je  ein 
Paar  Gegeukanteu  schneiden  und  auf  ihnen  senkrecht  stehen  soll 
Wenn  allgemein  2 Gerade  durch  ihre  Gleichungen 

y = z^C^x-\-Ci 

y = * “=  C^x-\-c^ 

gegeben  sind,  und  eine  dritte  Gerade  mit  den  Gleichungen 

y = il/a: -|- 7/i,  z =*  iVx-j~w 

jene  beiden  senkrecht  schneiden  soll,  so  müssen  bekanntlich  die  Be. 
dinguugen  erfüllt  sein: 

(z/j  -f-  ~t"  + =■  “ (i+^iy  "I" 

+ C^a-^yW-{-  (a  + B.tt ^),V  = - (1  + B^y  + C^ß) 
{m-b,){N-C,)  = (n-c,){M-BO 
{m—b^){N—a)  = («  -c^){M—B^) 

wo  aßy  die  Cosinus  der  Coordinatemvinkel  siud  (Schlöinilch,  Analyt. 
Geom.  II,  S.  44). 

Die  ersten  beiden  Gleichungen  bestimmen  3/  und  iV,  d.  h.  die 
senkrechte  Lage  der  Geraden,  die  letzten  beiden  deranüchst  m und 
/»,  so  dass  wirkliches  Schneiden  eintritt.  Wenden  wir  diese  Regeln 
auf  unsere  Gleichungen  1),  2)  und  7)  an,  so  erhält  mau  als  Bcstim- 
mungsgleichungcn  für  3/;  A",  7/i  und  n 

(d--|-y)3/-f“(^«“l-^)iV  =»  — (l-|-^y) 

(-d  + y)3/+(-da  + ^)A=  -(1-dy) 
niN  = {n-\-  c)  (3/ — d) 
niN  — (n — c)(3/-|-d). 


10) 

11) 

12) 

iq) 
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Aus  10)  und  11)  folgt  durch  Addition  und  Subtraction 


14) 

15) 

und  daraus 

16) 

17) 


yM+ßN=  — 1 
y 


3/  = 
N = 


ßr 


ay  — ß 

1 _ y» 


ay—ß 

Daun  folgt  ans  12)  und  13) 

c M^  — ö^ 


1») 

19) 


m = 


6' 


N 


n = ^ . M. 


Um  dio  entsprechenden  Werte  für  das  Zwischeulot  FF'  zu  er- 
halten, bat  mau  nur  in  obiger  Ableitung  zu  vertauschen 

X mit  z also  « mit  y und  ö mit  e 
y -n  ^ ß ^ 


c b 


11 


y 


y 11 


und  erhält 

16') 

Al  — * 

ßy  — a 

17') 

, 1— 
ßy  — a 

18') 

, h A/'*  — 

t 

19') 

n'  = - M'. 
£ 

Vertauscht  man 

ebenso 

y mit 

z also  a mit  ß 

^ 11 

y ^ 11  y 

* 11 

« */  11  « 

so  erhält  man  für  das  Lot  GG' 

16") 

aß  — y 

^ 11  ^ 
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18") 


N" 


1 — g» 
aß—y 


a A/"*  — ^ 


19")  “ i • 

wodurch  die  12  unbekannten  Consta  -ten  in  den  Gleichungen  7)  bis 
9)  bestimmt  sind. 


2)  Um  zu  erfahren,  welchen  Beziehungen  die  gegebenen  6 
Grössen  abcaßy  genügen  müssen,  wenn  sich  irgend  2 der  3 Zwischen- 
lote z.  B.  EE'  und  FF'  schneiden  sollen,  kann  man  auf  deren  Glei- 
chungen die  oben  angegebene  Regel  für  das  Schneiden  zweier  Ge- 
raden auwenden  und  durch  eine  etwas  umständliche  Rechnung,  die 
weiter  keine  Schwierigkeit  bietet,  jene  Beziehung  finden.  Man  kommt 
aber  kürzer  zum  Ziel  durch  eine  geometrische  Bemerkung.  Da  EE' 
senkrecht  zu  Ebene  ory,  und  FF'  senkrecht  zu  Ebene  so  sind 
beide  — schneidend  oder  kreuzend  — senkrecht  zur  -X’Axe.  Die 
senkrechten  Projectionen  aller  Punkte  von  EE'  einerseits  und  von 
FF'  andrerseits  auf  die  -YAxe  fallen  also  jo  in  einen  Punkt  der 
letzteren  zusammen.  Wenn  sich  nun  die  Geraden  EE'  und  FF' 
schneiden,  also  in  einer  Ebene  liegen,  die  selbst  senkrecht  die  A^Axe 
schneidet,  etwa  in  Qj,  so  fallen  eben  jene  erwähnten  beiden  Punkte 
der  AAxe  in  einen,  nämlich  in  den  Punkt  zusammen,  und  umge- 
kehrt ist  letzteres  das  Merkmal  dafür,  dass  EE'  und  FF'  sich 

schneiden.  Es  genügt  zu  dem  Zweck  der  Nachweis,  dass  die  senk- 
rechte Projection  eines  Punktes  von  EE'  und  eines  Punktes  von 
FF'  auf  XX'  Zusammenfällen.  Diese  Punkte  können  beliebig  ge- 
wählt werden , z.  B.  die  Punkte  7?i  und  7?2,  in  denen  EE ' und  FF' 
die  Ebene  xy  bez.  xz  treffen,  oder  etwa  auch  die  Punkte  5,  und 
iu  denen  EE'  die  Ebene  ya,  FF'  die  Ebene  xy  treffen.  Nun  zeigen 
die  Gleichungen  7)  und  8),  dass 

jSj  die  Coordinaten  a;  0,  y = m,,  z = n 

„ „ z = Oy  X ==  m'y  y «=  «' 

haben.  Projicirt  man  die  Strecke  0S|  (senkrecht)  auf  XX',  so  ist 
die  Projectiou  OQ'  = m,y-\-nß.  Projicirt  mau  ebenso  OS,,  so  ist 
die  Projection  OQ"  = Sollen  also  EE'  und  FF'  sich  schnei- 

den, d.  h.  Q'  und  Q"  in  einen  Punkt  Q,  zusammcnfallen , so  lautet 
die  Bcziehungsgleichuug : 

20)  my-\-nß  m'-^-n'y. 
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Hätte  man  die  Punkte  i?,  und  gewählt,  so  hat  man  aus  7) 

Nm  — Mn 
N 

N M'n 


und  8)  die  Coordinaten 

von 

: * = 

= 0, 

n 

= 0, 

9 

n 

'““F’  ® = 

N' 


Also  ist  die  Projection  der  Strecke  Oä,  auf  die  -^Axe 


(AV»  — Mn)y  — « 

__  _ 


und  die  entsprechende  Projection  von  07?^  ist 
oder 


iV' 


Nun  ist  aus  14) 


N'm^  —n{M'+ß) 
' N' 


jwy+1  Nß. 

Ferner  entspricht  der  Gleichung  15)  eine  andere 
15')  A/'+yA'=— /3, 

von  deren  Richtigkeit  man  sich  auch  direct  aus  16')  und  17')  über- 
zeugen kann,  so  dass 

Af'+/5  = -A'y 

ist  Nach  Einsetzung  dieser  Werte  wird 
OQ/u  _ Hmy+Nnß  _ 


OQf 


JV'm'+AT'n'y 

N' 


tn!-];~ny 


Man  erhält  also  auch  hieraus  als  Bedingung  für  das  Voi'bau<l»*u 
sein  eines  Schnittpunkts  von  EE*  und  FF'  die  Gleichung 
dem  überzeugt  man  sich  nebenher,  dass  wirklich,  nach  <1**0 
ehnngen  der  Geraden  EE'  und  FF'.^  die  senkrechten  j'#o)o«iiuueu 
zweier,  also  aller  Punkte  von  EE'  einerseits  uud  von  ß'F'  auürer- 
seits  auf  XX*  in  je  eiueu  Punkt  zusammenfallcu. 

Die  Bedingungen  dafür,  dass  EE'  und  GVy',  uuo  da^  IF  v»*» 
und  GG'  sich  schneiden,  hudet  man  auf  analoge  Art  Et  err* 
sich  also: 
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EE'  schneidet  FF\  wenn 

V 

20)  my  -|-  nß  = ny 
GG*  schneidet  EE* wenn 

21)  vPk'a~\-n*y  = m-\- na 
FF*  schneidet  GG*.^  wenn 

22)  rnß-\~n*u  = m**~\‘<n!*ß 

3)  Um  die  hierin  liegenden  Beziehungen  zwischen  abcaßy  za 
finden,  hat  man  die  in  den  Gleichungen  16),  17)  ...  bis  18"),  19") 
uotirten  Werte  von  «i,  « u.  s.  w.  eiuzusetzen.  Tut  man  dies  zunächst 
in  Gleichung  20),  nachdem  mau  letztere  in  der  Form 

my  -}-  — nt* — n*y  = 0 


geschrieben  hat,  so  erhält  man: 

^ (ßy—c‘)^y ^ (gy — ß)y  , ^ (ßy — a)ß 

h (gy — 13)(1 — y^)  a 1 — y*  ' h ay — ß 

_ (g/3— y)^  , o*  ßy— « _ ^ (gß— y)y  ^ 

a {ßy — g)(l — ß*)  ' c 1 — ß*  a ßy — a 

QC 

Nach  Zusammenfassung  der  Glieder,  welche  den  Factor  und 

bc 

derjenigen,  welche  den  Factor  — enthalten,  und  einiger  Verein- 
fachung, ergiebt  sich,  dass  alle  übrig  bleibenden  Glieder  den  Factor 
(ßy— g)  gemein  haben,  und  obige  Gleichung  geht  über  in 


I öÄ  1 ac  1 bc 


}“0 


Berücksichtigt  man,  dass  ß*  — y*=  1 — y*  — (1  — ß*)  ist,  so  zerlegt 
sich  der  letzte  Bruch  in  der  Klammer  in  demnach 


erhält  man: 


l~ß*  1-y*’ 


Diese  Gleichung  zerfällt  ersichtlich  in  die  beiden: 

ßy  = tt 

b /o  c\  c /a  b\ 
1 — ß*  \c  a)  1 — y*  \b  a) 

I ' ‘ 'fire  bringt  man  leicht  auf  die  Form 

t 
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__  1 — jS» 
c\a^  — Ä*)  1 — y* 

Nun  ist  a = cos(ys)  oder,  was  dasselbe  ist,  cos  o,  ß = cosCa;«)  = 
cosb,  y = cos(xg)  — C08C.  Die  Winkel  (ys),  (xz),  (xg)  oder  a,  c 
sind  die  Seiten  (Kantenwinkel)  der  von  den  Coordinatenaxen  (Mittel- 
linien des  Tetraeders)  gebildeten  körperlichen  Ecke  OXYZ.  Mögen 
die  Winkel  (Flächenwinkel)  dieser  Ecke,  wie  sie  den  Seiten  a,  b,  c 
gegenüber,  d.  h.  wie  sie  an  den  Kanton  OJT,  OF,  OZ  liegen  A,  B,  C 
heissen,  so  ist  bekanntlich 


oder 


cosa  = cos  b cos  c -f- sin  0 sin  c cos  yl 
cos  A sin  b sin  c = cos  a — cos  b cos  c = « ßy. 


Die  erste  der  beiden  obigen  Bedingungsgleichungen,  wonach 
c— j3y  = 0 sein  soll,  ist  also  identisch  mit:  cos ^ sin sine  ==  Ü. 

Da  nun  sinb  oder  sine  nur  verschwinden  könnte,  wenn  Winkel 
b oder  c = 0 oder  ==  180®  würde , was  sich  von  selbst  ausschliesst, 
80  lange  das  Tetraeder  als  solches  bestehen  soll , so  geht  jene  Glei- 
chung über  in 

cosvl  «=-0,  A=»  90®. 

In  der  zweiten  jener  beiden  Gleichungen  ist 

1 — sin*b 

1 - y*  sin^c 

oder,  was  dasselbe  ist 

sin*B 

sin*6’ 


Analoge  Beziehungen  findet  man  durch  entsprechende  Behand- 
lung der  Gleichungen  21)  und  22).  Die  Bedingungen,  welchen  die 
Bestimmnngsstücke  des  Tetraeders  genügen  müssen,  wenn  sich  die 
Zwischenlote  EE'  und  FF\  oder  GG'  und  EE',  oder  FF'  und  GG' 
schneiden  sollen,  werden  hiernach  ausgedrückt  bezüglich  durch  fol- 
gende Gleichungen 


23a) 

a = 

ßy^ 

cosA  = 0,  A 

- 90® 

23b) 

b^(a^ 

— c*) 

sin^i 

sin^E 

c\a^ 

sin*c 

” sin^C 

24a) 

ß = 

«y» 

cosE  = 

= 0,  B 

= 90® 

24b) 

cHb^ 

-«“) 

sin*c 

sin*C 

a*(6* 

~ sin*a 

sin*A 

25a) 

y = 

aß, 

cos  C = 0,  C 

= 90® 

25b) 

a^(c^ 

-b^ 

sin*a 

sin*A 

i*(c* 

-a«) 

sin*i 

sin^.ß 
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Und  zwar  ist  zu  bemerken,  dass  jedesmal  die  unter  a)  oder  die 
unter  b)  notirte  Gleichung  genügt,  um  das  Schneiden  der  betreflFen- 
deu  Lote  zu  bedingen. 

4)  Die  Deutung  der  obigen  Gleichungen  hat  keine  Schwierig- 
keit 


Es  folgt  z.  B.  aus  23a): 

„Stehen  die  Ebenen,  welche  eine  der  3 Mittellinien  des  Tetra- 
„eders  mit  je  einer  der  beiden  anderen  bildet,  auf  einander  senk- 
„recht  — oder  stehen  2 Seitenflächen  des  umschriebenen  Parallel- 
„flächners  senkrecht  auf  2 anderen  — so  schneiden  sich  2 Zwischen- 
„lote.  Jedes  dieser  Lote  ist  der  einen  dieser  Ebenen  parallel  und 
„zur  anderen  senkrechtes  Man  findet  auch  leicht  aus  den  Gleichungen 
7)  bis  9),  dass  jedes  dieser  beiden  Lote  eine  der  Mittellinien  senk- 
recht schneidet. 

Aus  der  Combinatiou  von  23a)  uud  24a)  folgt:  „Steht  eine  der 
„3  Mittellinien  senkrecht  auf  den  beiden  anderen  - stehen  4 Seiteu- 
„flächen  des  umschriebenen  Parallelflächners  senkr.  auf  den  2 übrigen 
„—  80  ist  jene  erste  Mittellinie  selbst  eins  der  Zwischenlote, 

„und  wird  von  den  beiden  andern“  (im  allgemeinen  in  2 verschiedenen 
Punkten)  „senkrecht  geschnitten“.  Mau  findet  leicht,  dass  diese  beiden 
Schnittpunkte  vom  Mittelpunkt  der  geschnittenen  Mittellinie  nach 
derselben  Seite  liegen,  iu  Abständen,  die  sich  verhalten  wie  die  Qua- 
drate der  beiden  anderen  Mittellinien  (a^;Ä^). 

Die  Gleichung  23b)  kann  mau  auch  schreiben  in  der  Form; 

\ £ _ 1 — ff«  ^ 1 — COS«l) 

^“1  — — C08*c’ 

Sie  enthält  die  4 Grössen  /?,  y.  Mau  sieht,  was  ohnehin  ein- 

lenchtet,  dass  die  betrachtete  Eigenschaft  des  Tetraeders  nicht  von 
der  absoluten  Länge  seiner  Mittellinien,  sondern  nur  deren  Verhält- 
nissen und  ihren  gegenseitigen  Neigungen  abhängt.  Die  Gleichung 

a a 

ist  unter  anderem  erfüllt,  wenn  - = cosb  uud  zugleich  7=  cosc 

c 0 

ist;  daun  ist  eine  der  Mittellinien,  XX\  senkrecht  auf  einer  der 
Seitenflächen  des  Teti’aeders,  ABD.,  und  auf  der  zu  ihr  paralleleu 
Ebene  XY'Z,  d.  h.  sie  ist  die  Höhe  des  zwischen  diesen  Ebenen 
’*  rendeu  Pyramideusturapfes. 
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Es  muss  dabei  notwendig  sowohl  - als  \ kleiner  als  die  Einheit 

C 0 

lein.  Es  kann  auf  diese  Art  aber  immer  nur  1 Paar  Zwischenlote 
zam  Schneiden  gebracht  werden.  Denn  sollte  auf  dieselbe  Art  Glei- 
chung 24b)  erfüllt  sein,  welche  lautet: 

— f 

h a 

SO  müsste  gerade  J <C  1 sein,  was  mit  ^ 1 unverträglich  ist. 

Gleichung  23b)  kann  unter  anderem  auch  erfüllt  werden,  wenn  zu- 
gleich Ä «=>  <•,  und  ß = Yy  d.  h.  Wkl.  b «>=  Wkl.  c ist;  d.  h.  wenn  2 
der  Mittellinien  gleich  lang  sind  und  mit  der  3ten  gleiche  Winkel 
bilden.  In  diesem  Fall  ist  Ecke  OXVZ  — und  die  ihr  congruento 
und  8)rmmetrische  des  umschriebenen  ♦ Parallelflächners  — gleich- 
schenklig. Sollten  auf  diese  Art  2 der  Gleichungen  unter  b)  erfüllt 
sein,  so  käme  man  auf  die  Bedingung  a = b = c,  ein  Fall,  auf  den 
wir  sogleich  zurückkommen. 

5)  Von  besonderem  Interesse  für  unsere  Aufgabe  sind  diejenigen 
Gombinationen  der  gefundenen  Bedingungsgleichungen , deren  Erfül- 
lung das  Vorhandensein  eines  gemeinsamen  Schnittpunktes  aller  3 
Zwischenloto  zur  Folge  hat  Dieser  Gombinationen  scheint  es  4 zu 
geben,  nämlich:  1)  alle  3 Gleichungen  a).  — 2)  2 Gleichungen  a) 
und  eine  Gleichung  b).  — 3)  Eine  Gleichung  a)  und  2 Gleichungen 
b).  — 4)  Alle  3 Gleichungen  b). 

Eine  Betrachtung  dieser  4 Fälle  im  einzelnen  ergiebt  Folgendes : 

1)  Wenn  23a),  24a),  25a)  zugleich  bestehen,  so  ist  Wkl.  A =• 
B ^ C ^ 90® , jede  der  3 Mittellinien  steht  senkrecht  auf  den 
beiden  andern,  der  umschriebene  Parallelflächner  ist  ein  rechtwink- 
liger, je  2 Gegenkanten  des  Tetraeders  sind  gleich  lang,  die  3 Mittel- 
linien sind  zugleich  die  Zwischenlotc,  diese  schneiden  sich  also  im 
Schwerpunkt  des  Tetraeders  O. 

2)  Man  wähle  etwa  die  Combination  23a),  24a),  25b)  — die 

beiden  anderen  in  diesem  Falle  noch  möglichen  Gruppirnngen  er- 
geben nichts  wesentlich  Anderes  ~ , so  ist  A = •=  90®,  folglich 

linA  = sini/  = 1 , also  aus  25b)  o^(c*— J*)  = — «*)  d.  h.  a = b. 

Zwei  der  Mittellinien  sind  gleich,  die  dritte  steht  auf  beiden  senk- 
recht, der  umschriebene  Parallelflächner  ist  ein  gerades  Prisma  mit 
rhombischer  Grundfläche,  2 der  Gegenkanten  sind  senkrecht  gekreuzt, 
die  andern  4 gleich  lang. 

I 
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Wie  8chon  oben  bemerkt,  ist  in  diesem  Falle  die  Mittellinie 
welche  auf  den  beiden  andern  senkrecht  steht,  zugleich  das 
eine  Zwischenlot  — zwischen  den  senkrecht  gekreuzten  Gegenkanten 
— und  von  den  beiden  anderen  senkrecht  geschnitten,  diesmal  in 
demselben  Punkte,  da  das  Verhältniss  a^:h^  wegen  a ■=  b den  Ex- 
ponenten 1 hat. 

Der  Abstand  dieses  Punktes  P von  O hat  den  Wert  cy,  ist  also 
positiv  oder  negativ,  je  nachdem  der  Wkl.  (a?y),  d.  h.  der  Winkel 
zwischen  der  positiven  Richtung  der  XAxe  und  der  FAxe  spitz  oder 
stumpf  ist.  Nun  haben  wir  bei  Ableitung  unserer  Gleichungen  als 
positive  Richtung  der  XAxq  diejenige  betrachtet,  welche  von  O nach 
DC  führt,  nach  derjenigen  Kante,  deren  Gleichung  lautet; 

y = — da; , 

d.  h.  deren  Projcction  auf  die  xy  Ebene  nicht  durch  den  oben  de- 
tinirten  Coordiuatenwinkcl  (ary),  sondern  durch  den  Nebenwinkel  geht. 
Von  den  beiden  senkrecht  gekreuzten  Gegenkanten  (DC  und  AB) 
verbindet  nun  die  eine  die  Scheitelpunkte  der  spitzen  Winkel,  die 
andere  die  Scheitelpunkte  der  stumpfen  Winkel  des  Rhombus,  in 
welchem  jede  eine  der  Diagonalen  ist,  und  zwar  ist  jene  die  längere, 
welche  die  spitzen  Winkel  verbindet.  Die  xg  Projcction  der  längeren 
halbirt  also  die  spitzen,  die  xy  Projcction  der  kürzeren  die  stumpfen 
Winkel,  welche  von  den  Mittellinien  und  Coordinatenaxen  XX'  und 
YV  gebildet  werden.  Wählt  man  also  als  Winkel  (xy)  zwischen  der 
positiven  A’Axe  und  der  positiven  FAxe  den  stumpfen,  so  ist  die 
positive  ZAxq  nach  der  längeren,  wählt  mau  den  spitzen  Winkel, 
so  ist  die  positive  ZAxe  nach  der  kürzeren  der  zu  einander  senk- 
rechten Gegenkanten  gerichtet.  In  jenem  Fall  ist  cy  negativ,  in 
diesem  positiv.  In  jedem  Fall  also  liegt  der  Punkt  P vom  Schwer- 
punkt O des  Tetraeders  nach  der  kürzeren  der  2 ungleichen 
senkrecht  gekreuzten  Gegenkanten  hin. 


3)  Wählt  man  in  diesem  Fall  etwa  die  Gleichungen  23a),  24b) 
und  24c)  — die  beiden  andern  möglichen  Gruppen  ergeben  dasselbe 
Resultat  — so  ist  nach  23a)  A = W,  also  sin  A =>  1.  Dann  folgt 
aus  24b) 


und  aus  25b) 

und  daraus 
also 


sin^C 


sin^il  = 


c^y 

b^(a^  — c*) 

äw^c^y 

sin^C' -|- sin^ü  = 1, 
B+C=  900. 
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Dies  ist  aber  neben  A = 90®  unmöglich,  da  A-\- 180®  sein 
mnss.  Dieser  Fall  scheidet  also  aus  der  Zahl  der  Möglichkeiten  aus. 

4)  Wenn  alle  drei  Gleichungen  23b),  24b),  25b)  gleichzeitig 
erfüllt  sein  sollen,  so  ist  dies  nur  auf  eine  Art  möglich.  Durch 
Mnltiplication  der  beiden  ersten  erhält  man  nämlich: 

sin^i? 

sin^A  — c^)* 

während  Gleichung  25)  ergiebt: 

sinM  — c*) 

Es  muss  also  dann  sein 


(a*  — c^)  «=  — (a*  — c^)  = 0 also  a =>  c. 

Schreibt  man  etwa  23b)  in  der  Form; 

5*(a2  — c2)  sin^C  = c2(«»  _ h 2)sin2i^, 

so 'sieht  man,  dass  für  — c*  = 0,  auch  a*  - 1/^  = 0,  d.  h.  a = 5 
sein  muss;  da  sin*i^  und  von  0 verschieden  sind.  Der  4te  Fall, 
das  gleichzeitige  Bestehen  der  drei  Gleichungen  unter  b)  ist  also 
nur  möglich,  wenn  a = ö = c ist;  wobei  daun  die  Winkel  zwischen 
den  3 Mittellinien  beliebiebige  sein  können.  (Befreit  man  die  3 
Gleichungen  von  ihren  Nennern,  so  sicht  mau  sofort,  dass  bei  belie- 
bigen a,  /?,  y die  Gleichungen  erfüllt  sind , sobald  a — b = c).  In 
diesem  Fall  ist  der  umschriebene  Parallelflächner  von  6 llhombcu 
begrenzt,  je  2 Gegenkauten  des  Tetraeders  sind  senkrecht  gekreuzt. 
Es  ist  dies  der  in  Abschnitt  I.  betrachtete  Fall;  der  Schnittpunkt  P 
der  3 Zwischenlote  fällt  mit  dem  der  4 Höhen  zusammen,  ist  aber 
* (im  allgemeinen)  vom  Schwerpunkt  0 des  Tetraeders  verschieden. 

Im  allgemeinen  sind  von  den  6 Rhomben  nur  jo  2 gegenüber- 
liegende congruent.  Die  speciellen  Fälle  « = /3^y,  a = /3  = y, 
a = ß = y = O sind  leicht  zu  deuten. 

,3s  giebt  also  nur  3 wesentlich  verschiedene  Fälle,  in  denen  die 
„3  Zwischenlote  sich  in  einem  und  demselben  Punkte  treffen“. 

I.  „Die  Winkel  zwischen  jo  2 Mittellinien  sind  rechte,  die  Längen 
.,der  letzteren  beliebig“. 

IL  „2  Mittellinien  sind  gleich  laug,  .ihr  Winkel  beliebig,  die  dritte 
*,beliebig  lang  und  auf  beiden  senkrechtes 
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III.  „Alle  3 Mittellinien  sind  gleich  lang,  die  Winkel  zwischen 
„ihnen  beliebig“. 

6)  In  dem  letzten  dieser  3 Fälle  besitzen  die  6 Fnsspunkte 
der  3 Zwischenlote  eine  bemerkenswerte  Eigenschaft.  Wir  haben  die 
Punkte,  in  denen  EE\  FF\  GG'  die  Coordiuatenebcnen  xy^  xz  und 
yz  senkrecht  schneiden,  bezüglich  i?j,  und  R^  genannt.  Sind  die 
Bedingungen  des  letzten  Falles  erfüllt,  so  bestimmen  EE*  und  FF* 
eine  Ebene  E,,  EE*  und  GG*  eine  Ebene  E^,  FF*  und  GG*  eine 
Ebene  Ej,  welche  bezüglich  die  Axen  der  ar,  der  y und  der 
z senkrecht  schneiden ; die  Schnittpunkte  mögen  in  dieser  Reihenfolge 
Qn  Qsi  ^^3  heissen.  Jedes  der  Zwischenloto  wird  von  der  zu  ihm 
senkrechten  Coordinatenebeno  halbirt,  so  dass  EjE  = E^E' =»  Z,, 
E,E«=  R^F*  = Z^,  R^G  = R^G*  = Z3  ist 

Wenn  wir  zunächst  nur  die  Zwischenloto  EE*  und  FF*  be- 
trachten,  und  nur  die  Gleichung  23b)  als  erfüllt  ansehen,  so  hndot 
sich  Folgendes:  Es  ist  E,  senkrecht  sowohl  zu  JIX*  als  zu  EE',  Qj/Z«, 
senkrecht  zu  XX*  und  zu  FF*.  Also  ist  QiE  = QiE',  jede  von 
diesen  Strecken  möge  pj  heissen  *,  ebenso  Q^F  = QjE',  von  denen 
jede  p«  heisse.  Endlich  ist  OEj  senkr.  auf  EE',  also  OE  — OE 
ebenso  OR^  senkr.  auf  EE',  also  OF  = OF*.  l)cr  Abstand  der  Punkto 
E und  E‘  heisse  rj,  derjenige  der  Punkte  E nnd  F'  von  O heisse 


Bezeichnet  man  nun  das  dem  Punkto  Ej  zugehörige  y mit  y, 
und  das  dem  Punkte  R^  zugehörige  z mit  z^,  so  ist  aus  den  Glei* 
chungen  7) 

cd  cb  ß — ay 

Und  da 


so  wird 


a 1 — 

CZiEj  = yj  sin(ary)  = V 1 — y^f 


Entsprechend  wird  aus  Gleichung  8) 


also 


11*  bc  y — aß 

2 = - 


b^  (y  — aß)^ 

Q^R^^  ==  Z,H\nHxz)  = 


Bezeichnet  man  ferner  den  Neigungswinkel  von  ZZ'  gegen  die 
Ebene  xy  oder  ab  mit  , den  v on  FF'  gegen  die  Ebene  xz  oder  ac 
mit  *2,  so  ist  nach  bekannten  Formeln  der  sphärischen  Trigonometrio 


k 
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f sin  ij  = sin  ^ sin  b = sin  B sin  a und 
i sin^  = sin -4 sine  =»  sinCsina 

Da  nun  »j  gleich  dem  von  Z auf  Ebene  ab,  gleich  dem  von  Tauf 
Ebene  ac  geföliten  Lot  ist,  so  ist 

= c sin  ="  c sin  ^ sin  b 

^ = Ä sin  /j  = b sin  A sin  c 

Ferner  ist,  wie  schon  oben  angeführt, 

ß — ay  =•  cos  B sin  o sin  c,  y - aß  ^ cos  Csin  n sin  b, 
also 

(ß — oy)*  (v — aß)* 

2 “ cos*/^sin*ü,  ^ — ßT~  — cos*6'8in*a. 

Bei  Einsetzung  der  notirten  Werte  erhält  man: 


27) 


I p,*  = 


cos*i^sin*a  +^*sin*-4sin*b 


cos^Csin^ü  + &*sin*^  sin*c. 


Schreibt  man  hier  für  cos*J3  und  cos^C  bezüglich  1 — sin^J?  und 
1 — sin-C,  berücksichtigt  die  Gleichung  26)  und  subtrahirt  die  untere 
Gleichung  von  der  oberen,  so  erhält  man 


sin*-4 


a* 


(e*(a*  - b*)  sin^b  — i*(a* — c*)  sin*c) 


die  Klammergrösse  ist  nach  23b)  =>  0,  also  wird 

^1*  — ^2*  = 0,  p,  = p,. 

Wenn  also  zwei  der  Zwischenlote  unter  Erfüllung  einer  der  Glei- 
chungen unter  b)  sich  schneiden,  so  liegen  ihre  4 Fusspunktc  in 
einem  Kreise,  dessen  Ebene  eine  der  Mittellinien  senkrecht  und  zwar 
im  Mittelpunkt  jenes  Kreises  schneidet.  — Ausserdem  folgt  aus 
rj*  =^OE*  = OQi*+pi*,  aus  V “ OF*  = nnd  =*  p,», 

dass  Tj  = rj  = OE  = OF  = OE'  = OF'  ist;  die  vier  Fusspunkte 
EE'FF'  haben  also  auch  von  O gleichen  Abstand. 

Bestehen  die  3 Gleichungen  unter  b)  gleichzeitig,  so  gilt  genau 
Eotsprcchcndes  je  von  den  4 Punkten  EE'GG'  und  FF'GG'  d.  h. 
sämtliche  6 Fusspunkte  liegen  dann  auf  einer  Kugel  mit  dem  Centrum 
0.  Es  wird  dann  einfacher  (Gl.  27)),  da  a =»  6 = c ist, 

Pi*  = a*(sin*a  — sin*B  sin*a  sin*  A sin*b) 
und  mit  Rücksicht  auf  26) 
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Ferner  ist 


{aß  — y)^  — (ßy—(ty 


a|3— y 


oQ,  =>‘+«v  = « „ 


aa\ 


also  hat  man  für  den  Radius  der  erwähnten  Kugel 


r*  = o*(l  — = a*,  r = a. 

Man  erhält  also  den  merkwürdigen  Satz:  „Wenn  die  3 Mittel- 
„linien  eines  Tetraeders  gleich  lang  sind,  so  schneiden  sich  die  4 
„Höhen  und  die  3 Zwischenlote  in  einem  und  demselben  Punkte. 
„Ferner  liegen  die  Mitten  der  G Kanten  und  die  6 Fusspunkto  der 
„Zwischenlotc  auf  einer  Kugelflächo  (deren  Ceutrum  der  Schwerpunkt, 
„und  deren  Radius  die  halbe  Mittellinie  ist).“ 

7)  Hiernach  ergiebt  sich  für  ein  Tetraeder  mit  den  eben  an- 
geführten Eigenschaften  folgende  einfache  Construction : Man  ziehe 
in  einer  Kugel  mit  dem  Centrum  O drei  beliebige  Durchmesser  XX  \ 
ZZ\  lege  durch  die  Endpunkte  jedes  Durchmessers  2 Ebenen 
I>arallel  zu  den  beiden  anderen  und  wähle  von  den  8 Ecken  des 
entstehenden  rhombischen  Parallelflächners  vier  {ABCD)  so  aus, 
dass  nie  jo  2 auf  derselben  Kante  desselben  liegen.  Diese  4 Punkte 
sind  die  Ecken,  ihre  6 Verbindungslinien  die  Kanten  des  gesuchten 
Tetraeders.  — Jede  der  letzteren  schneidet  die  Kugelfläche  in  2 
Punkten.  Sechs  von  diesen  12  Punkten,  die  Punkto  XX'  YY'  ZZ' 
sind  die  Mitten  der  6 Tetraederkanten,  die  sic  verbindenden  Durch- 
messer sind  die  Mittellinien,  ihr  Schnittpunkt  O der  Schwerpunkt  des 
Tetraeders.  Die  andern  6 Punkte,  paarweis  nach  den  Gegenkanten 
geordnet  (KK'FF'GG')  und  verbunden,  liefern  die  3 Zwischenlote. 
Dieselben  sind  zugleich  Höhen  des  Parallelflächners*,  sie  schneiden 
sich  in  einem  und  demselben  Punkte  P.  Die  Verbindungslinien  dieses 
Punktes  mit  den  4 Ecken  sind  zugleich  die  Höhen  (Iter  Art) 

des  Tetraeders,  also  P der  „Höhenpunkt“  desselben. 

Es  ist  ohne  Weiteres  klar , dass  die  noch  übrigen  4 Ecken  des 
Parallelflächners  ein  zweites,  dem  ersten  symmetrisches 

Tetraeder  bestimmen,  welches  mit  dem  ersten  den  Schwerpunkt  O 
und  die  3 Littellinien  gemein  hat.  Die  3 Zwischenlotc  und  die  4 
Höhen  desselben  schneiden  sich  in  einem  Punkte  ^*,  die  3 Punkte 
P,  0 und  ^ liegen  auf  derselben  Geraden  und  zwar  symmetrisch 
zu  P in  Bezug  auf  O.  Die  6 Fusspunkte  der  neuen  Zwischenloto 
liegen  ebenfalls  auf  der  erwähnten  Kugelflächo,  die  hiernach  18  be- 
merkenswerte Punkte  bestimmt. 
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8)  Die  Constructiou  eines  Tetraeders,  in  welchem  nach  Fall  I. 
(S.  67.)  die  Zwischenloto  einen  gemeinsamen  Schnittpunkt  haben,  or- 
giebt  sich  daraus,  dass  der  umschriebene  Parallelflächner  ein  recht- 
winkliger ist  Man  erhält  auch  hier  2 symmetrische  Tetraeder,  welche 
Schwerpunkt,  Mittellinien  und  die  mit  ihnen  identischen  Zwischenlote 
gemein  haben.  Ein  „Ilöhenpunkt“,  in  welchem  sich  die  „Höhen 
Iter  Art“  schneiden,  existirt  in  diesem  Tetraeder  nicht.  — Die  im 
yorher  besprochenen  Fall  erwähnten  18  Punkte  sind  hier  durch  6 
setzt  Dieselben  liegen  nicht  auf  einer  Kugelfläche;  wenn  man  eine 
Analogie  aufsnehen  will , kann  man  sie  als  die  Endpunkte  der  Axen 
eines  Saxigen  Ellipsoids  betrachten. 

9)  Die  Constmetion  eines  Tetsaeders,  welches  dem  Fall  II.  ent- 

spricht, ergiebt  sich  ebenfalls  aus  dom  umschriehenen  Parallolfläch- 
.ner,  welcher  von  2 Rhomben  (Grundflächen)  und  4 Rechtecken 
(Soitenflächen)  begrenzt  ist  Die  beiden  in  demselben  enthaltenen 
Tetraeder  haben  ein  Zwischenlot  — etwa  EE'.^  jetzt  identisch  mit 
ZZ'  — gemein.  Dasselbe  wird,  wie  oben  erwähnt,  von  FF'  und 
GG'  senkrecht  geschnitten  in  einem  Punkt  P\  dessen  Abstand  von 
Ogieich  cy  ist,  nnd  — bei  entsprechender  Bezeichnung  im  auderu 
Tetraeder  — von  ^'S'  und  in  einem  Punkte  welcher  zu  ^ 

in  Bezug  auf  O symmetrisch  liegt.  Die  Ebene  von  FF'  uud  GG' 
schneidet  den  Parallelflächner  in  einem  Rhombus,  welcher  den  Grund- 
flächen congruont  ist;  die  Lote  FF'  und  GG'  sind  die  durch  den 
Diagonalcnpunkt  dieses  Rhombus  gelegten  Höhen  desselben,  also 
gleich  lang.  Entsprechendes  gilt  von  und  Die  jetzt  vor- 

handenen 10  Fusspunkte,  EE'  FF' GG' liegen  diesmal  auf 
einem  Rotatiousellipsoid , dessen  Rotationsaxe  EE'  = 2b  und  dessen 
Aequatorialdurchmesser  =•  2a,  d.  h.  gleich  jeder  der  beiden  anderen 
Mittellinien  ist.  Die  4 Punkte  FF'GG'  und  55'  @®'  liegen  in  jo 
einem  Parallelkreis,  dessen  Ebene  von  der  Aequatorialebene  den  Ab- 
stand ±_  cy  hat  und  dessen  Radius  = a(l  — y*)  ist.  Die  Punkte  F 
und  5^  und  ®',  G'  und  ®,  F'  und  5 liegen  in  je  einem  Me- 
ridian. 

10)  Als  Coordinaten  des  gemeinsamen  Schnittpunktes  P der  3 
Zwischenlote  ergaben  sich,  wenn  er  vorhanden  ist,  in  Fall  I):  ATp  = 
Yp  = Zp=0,  in  Fall  II) : Xp  = i>  = 0,  Zp=  cy.  In  Fall  UI) 
könnte  man  dieselben  berechnen  aus  den  Gleichungen  7)  und  9), 
welche  für  den  Punkt  P allesammt  gelten  , mit  Berücksichtigung  der 
Beziehung  a = b = c.  Die  Rechnung  wird  einfacher , und  man  er- 
hält eine  anschauiiehe  Vorstellung  von  der  Lage  des  Punktes  P in 
diesem  Falle,  wenn  mau  sich  erinnert,  dass  er  glftir.hzp.it.icr  in  Hph 
oben  (S.  68.)  erwähnten  Ebenen  L’j,  L",,  E^  liegt 
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erste  die  XAxe,  die  zweite  die  FAxe,  die  dritte  die  ^ Axe  bezüglich 
in  den  Abständen  aa,  (S.  70).,  aß,  ay  von  O senkrecht  schneidet. 
Die  Schnittpunkte  Q3  sind  leicht  zu  construiren.  Man  findet 

z.  B.  Qj,  indem  man  von  OZ  auf  FF'  senkrecht  projicirt  und  die 
Projection  von  O ans  auf  der  ATAxe  nach  der  Seite  abträgt,  wo  die 
kleinere  der  beiden  senkrecht  gekreuzten  Kanten  AD  und  BC  liegt. 
Die  oben  genannten  3 Ebenen  haben,  wie  man  leicht  findet,  bezüg- 
lich die  Gleichungen 

El  : x-\-yy-\-ßz  ^ aa 
E^  I yx-\-y~\- az  = aß 
Eo  : ßx-^ax-^z  ay 

woraus  mau  einfacher,  als  aus  den  Gleichungen  7)  bis  9)  die  Coor- 
dinaten  xyx  dos  Punktes  P berechnen  kann.  Man  erhält  so 

® («(1  — «*)  + ß{oß  — y)  + y(oy  — ß)) 

y =*  (/^(l  — ß^)  + Y(ßy  — «)  + «(«/5  — y)) 

* = ^ (y(i  — y*) + «(«y —ß)+ ßißy  • - «)) 

wo 

^»  = 1— «*  — 15*-  f+2aßy 

st.  Es  liegt  nahe,  die  Strecken  aa,  bß,  cy  selbst  in  einem  von  dom 
gewöhnlichen  etwas  abweichenden  Sinne  der  Coordinaten  des  Punktes 
F anzusehen  und  mit  x'yz'  zu  bezeichnen.  Bezeichnen  ferner  d,  |, 
tj,  t die  Länge  der  Strecke  OP  und  die  Cosinus  der  Winkel,  welche 
sie  mit  OX,  OY,  OZ  bildet,  so  findet  man  leicht^ 

und. 

d*  = xx' yy' zz' . 


11)  Die  3 Mittelliniee  2a,  2b,  2c  und  die  von  ihnen  einge- 
schlossenen  Winkel  abc  (oder  deren  Cosinus  aßy)  sind  offenbar  für 
das  Tetraeder  völlig  ausreichende  und  beliebig  zu  gebende  Bestim- 
mungsstücke; nur  sind  die  Winkel  obe  den  Bedingungnn  zu  unter- 
werfen, dass  ihre  Summe  kleiner  als  360®  und  dass  die  Summe  irgend 
zweier  von  ihnen  grösser  als  der  dritte  sei.  Es  Hesse  sich  also  aus 
diesen  6 Stücken  eine  vollständige  Theorie  des  Tetraeders  aufstellen, 
wie  sie  Uuferdinger  aus  den  6 Kanten  aufgestellt  hat  (Grün.  Arch. 
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LI.,  S:  354.  ff.).  £•  hiesse  das  nichts  anderes,  als  die  Eigenschaften 
des  Tetraeders  conseqnent  ans  denen  des  „nmschriebencn^^  Parallel- 
flächners ableiten,  durch  welchen,  wenn  er  beliebig  gegeben  wird,  in 
der  Tat  das  ihm  „eingeschriebene*^  d.  i.  aus  6 seiner  Diagonalen 
gebildete  Tetraeder  ebenso  durchgängig  bestimmt  ist,  wie  umgekehrt. 
Ich  beschränke  mich  hier  auf  ein  Beispiel,  die  Bestimmung  des  Te* 
raeder-Yolumen.  Aus  (Fig.  3.)  sicht  man,  dass  die  Seitenflächen 
des  Tetraeders  ABCD  von  dem  umschriebenen  Parallelflächner  4 
andere  Tetraeder  abschneiden.  Eines  derselben  ist  z.  B.  '^BCD. 
Als  seine  Grundfläche  können  wir  ^DC  ansehen,  seine  Höbe  ist 
— EE\  Erstere  ist  die  Hälfte  des  Parallelogramms  ÄCiJD,  letztere 
die  zugehörige  Höhe  des  Parallelflächners.  Das  Volumen  von  '^BCD 
ist  also  = i , das  aller  abgeschnittenen  Tetraeder  zusammen  =>  i 
Ton  dem  Volumen  12  des  Parallelflächners.  Nennnt  man  also  T das 
Volumen  des  Tetraeders  ABCD^  so  ist  T ■=>  J/I.  Nun  ist  II  = 
tCßD’ EE' . Den  Flächeninhalt  F des  Parallelogramms 
kann  man  auf  2 Arten  ausdrücken.  Denkt  man  sich  2DÖ  gezogen, 
nennt  den  Winkel  zwischen  und  6'Z>,  welcher  zugleich  den 
Winkel  darstellt,  unter  dem  AB  und  CD  sich  kreuzen,  und  bezeichnet 
die  Länge  von  CD  mit  2c,  von  ttSB  = mit  2c',  von  EE'  (wie 
fither)  mit  2^,  so  ist  F in  4 flächengleiche  Dreiecke  zerfallen,  deren 
jedes  den  Inhalt  ^cc'sinc^  hat,  also  F ^ 2cc'siufi,  12  ==  4/|Cc'sine,  und 
T «=  |/i««'sin  f ' (Camot’sche  Formel).  Aber  anderseits  ist  auch 

F=  Dß . DW . sin  = iab . sin  c. 


Ferner  ist  Gleichung  26) 


Also 


EE ' = ZZ',  sin  2c . sin  A . sin  b. 

II  « So^sin  A. sin b. sine. 


Nun  ist  jedes  der  drei  gleichen  Producte  sinA.8inb.sinc,  sine  sin  i^sinc, 
linasinbsinC  bekanntlich  gleich  A,  wenn  man  wieder  mit  A die 

Grösse  Vl  — a*— bezeichnet  (den  sogenannten  „sinus 
der  dreiseitigen  Ecke“  OÄ  YZ,  nach  v.  Staudt,  Crelle’s  Joum.  XXIV., 
S.  252.;  cf.  Dostor,  Grün.  Arch.  LVIL,  S.  121.).  Also  erhält  man 
17=  HabeJ  und  T =■  ^abc/J.  In  Worten: 


„Das  Volumen  eines  Tetraeders  ist  gleich  dem  dritten  Teil  des 
nProductes  der  3 Mittellinien,  mnltiplicirt  mit  dem  sinus  der  von 
„ihnen  gebildeten  Ecke“. 


Noch  einfacher  erhält  man  dasselbe  Resultat,  wenn  man  sich  er- 
nnert,  dass  A das  Volumen  eines 
3 zusammenstossende  Kanten  jede  gleich  der 
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zwischen  sich  Winkel  mit  den  Cosinus  aßy  cinschliessen,  (cf.  z.  B. 
Schlömilch,  Analyt.  Geom.  II.,  S.  12.),  welcher  also  mit  unserem  um- 
schriebenen Parallelflächner  gleiche  Winkel  hat. 

Daraus  ergeben  sich  unmittelbar  die  zuletzt  gegebenen  Aus- 
drücke für  n und  T,  welche  diese  Volumina  durch  abc  aßy  aus- 
drücken.  Die  Formel  für  T schliesst  sich  den  zahlreichen  anderen 
an,  wie  sic  z.  B.  von  Dostor  (a.  a.  0.  S.  144.  ff.)  gegeben  sind. 
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IV. 

Anwendung  der  Thetafunctionen  auf  geodätische 

Strecken  und  Winkel. 


Von 

R.  Hoppe. 


Die  geodätischen  Bogen  auf  einem  Rotationsellipsoid  stellen  sich 
als  reine  Ellipscnbogen  oder  elliptische  Integrale  2.  Gattung,  die 
zugehörigen  geographischen  Längen  als  reine  Integrale  3.  Gattung, 
4.  Art  mit  Coefticienten  1 dar,  und  zwar  variirt  der  Modul  von  der 
Excentricität  des  Meridians  beständig  abnehmend  bis  0,  wenn  der 
geodätisshe  Bogen  sich  dem  Aequator  nähert. 

Da  nun  die  Excentricität  des  Erdmeridians  an  sich  eine  kleine 
Grösse,  der  entsprechende  Thetamodul  noch  viel  kleiner  ist,  so  klein, 
dass  die  2 ersten  Terme  der  Thetareihen  bis  auf  13  Decimalstellen 
ausreichen,  so  zeigt  sich  von  vorn  herein  die  Anwendung  der  Thota- 
functionen  zur  directen  Berechnung  geodätischer  Strecken  und  Winkel 
als  vielversprechend. 

Obgleich  nun  die  Betrachtung  einer  geodätischen  Strecke  eine 
grössere  Anzahl  von  Fragen  hervorruft,  so  will  ich  mich  doch  auf 
die  2 Aufgaben  beschränken,  deren  Lösung  unmittelbar  aus  der 
Theorie  hervorgeht,  während  die  übrigen  die  Auflösung  der  resul- 
tirenden  Gleichungen  verlangen,  nämlich: 

Es  sind  gegeben  geographische  Länge  und  Breite  des  Anfangs 
eines  geodätischen  Bogens,  Azimut  der  Anfangstangente  und  Breite 
des  Endpunkts,  gesucht  1)  die  geodätische  Länge  des  Bogens  und  2) 
die  geographische  Länge  des  Endpunkts. 
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§.  1.  Integration  in  algebraisch-trigonometrischer  Form. 
Ist  die  Gleichung  der  Oberfläche 

x^  + y^  , 

so  sind  die  Bedingungen  der  geodätischen  Linie: 

^ • V-  * — 

8 * 8 * 1.8  ' — ^ ® * y • ^ 

o*  a*  Ä*  ^ 

wo  die  Accente  die  Differentiation  nach  dem  Bogen  « ausdrückea. 
Hiernach  hat  man  die  2 Gleichungen: 


scy  —y®  = 0;  — — z ^ — = 0 

Die  erstere  gibt  integrirt: 


a* 


xy'—yx'=  h 
Sei  X die  geographische  Länge,  und 

X *=  rCOsA;  y = rsinA 


dann  werden  sie: 


V -=  h 


rz 


Ä*' 


0 


(1) 


woraus  nach  Elimination  von  X'\ 


rz  zr  , 


6*  ' 


0 


(2) 


Zerlegt  man  die  Fläcbengleichung  in 

r = acosy;  z = 6siny 


und  setzt 


ra* 


o- 


80  geht  Gl.  (2)  über  in 


oder 

siny 

y"(  1 — £*  cos*  y)  + £*  y'*  sm  y cos  y + = 0 

integrirt 

y'2(l  _£»cos*y)  “ ^4(c*~  tg^y) 

(3) 

woraus ; 

< 

J - 

f 

- i V, 

-±»- 

(4) 

t.’ ■ ‘•w 
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Bezeichnet  ß die  geographische  Breite,  so  ist 


cosy  = 


cos/? 


, , siny — , 

Vl  — sin*  ß Vl  — £*  sin*  ß 

Führt  man  also  ß statt  y ein,  so  erhält  man: 


sin^ 


±a.-T 


dß 


Ä (1  — £*sin*/?)ll/c*  — (1  — «*)tg*/? 
Die  Breite  ß erreicht  ihr  Maximum  für 

— £*)tg*/?  = 0 

Ist  also  ßo  das  Maximum  von  /?,  so  ist 


and  die  Gleichung  lautet  nun: 
+ = ^ 


i^ßo 


cos  |?o  cos  ß Bß 


^ (1  — £*sin*/?)l  Vsin*/?o — sin*/? 


Jetzt  folgt  leicht: 


Bk  = ^ ^*2“^(l“**S>n*/?) 

r*  o*C08*/?' 


(5) 


(6) 


§.2.  Azimut. 


Der  Winkel,  unter  dem  die  geodätische  Linie  « im  laufenden 
Punkte  den  Meridian  schneidet,  d.  i.  das  Azimut,  sei  » Ein  Punkt 
der  Oberfläche  ist  bestimmt  durch 


ac  » a cos  y cos  I ; y = a cos  y sin  A ; 2 « & sin  y 

Differentiirt  man  bei  constantem  A,‘  so  erhält  man  als  Richtungs- 
Cosinus  der  Tangente  des  Meridians: 


sinj-cosi  . 

(X  ) — — , ^ » 

yi— £*C08*y 


, sin  y sin  A 


(y')=-r7= 


«*cos*y 


(/) 


cosy 


Bei  Tariabelm  A kommt: 


— £*C08*y 


flc'=  — ay'sinycosA — aA'cosysinA 
y'=  — oy'sinysin  A+öA'cosycos  A 
z =»  hy' cos  y 


woraus : 
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COS^  = {x')x'-\-{y)y‘-];-{z)z=^  ayVl — f*C08*y 

das  ist  in  ß ansgedrückt: 

a ß' 

cos^  = - 

a (1  — f 

und  nach  Gl.  (5): 


a (1  — E*siu^ß)i 


cos»  = + ^V8>n*fe-gin*g 


COS  ßo  cos  ß 


(7) 


Im  Durchschnitt  mit  dem  Aequator  sei  & ^o*  Hier  wird 

ß = 0,  also 


bh 


COS&  *=  + -j  tgßo  oder  ä = + -^  cotßocos&o 


a 


Zwischen  ßQ  und  muss  offenbar  eine  Relation  bestehen.  In 
einem  Punkte  des  Aequators  wird  dio  erste  Gl.  (1); 

aH'  = h 

Ebenda  ist  die  Berührungsebeno  normal  zur  Aequatorebenc,  daher 
a9I  Projection  von  ds,  d.  i. 

ak'  = sin  ^0 

Aus  beiden  Gleichungen  folgt: 


oder 


Das  gibt: 


tt 

osin^o  “ ^ ^ cot/JoCOS'&o 


tg^o  = rcot/5o 


cos  ^0  = " 


sin  ßo 


— __  _ t 


sin  = 


cosßo 


«yi  — £*8in%'  “ Vl  — £»sin»/J„ 

acosj^o 


h = 


Vl  — £*sin*|?() 


und  Gl.  (7)  wird: 


'Bin*/3o*”8in*|3 


^ 1 /Bin"  Po-! 

azosßf  1— «*sin*/3o 

aufgelöst  nach  cosjS  und  sinjSo 


cosj3  = - 


cos|3o 


8in/?( 


=V 


«V(l  — £*sin*^o)  sin*^ — «*cos% 
1 — £*  sin*  ß — sin*  ^ cos*/3 


1 — £*  -j-  f * cos*  ^ cos*  ß 


(8) 


(9) 


(10) 


(11) 
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§.  3.  Integration  in  elliptischer  Form. 
Setzt  man  für  den  Modul 


k = € sin  jSo 
sin/3  = sin^osnen 


(12) 

(13) 


und  lässt  u mit  a wachsen,  dann  gilt  in  Gl.  (5)  das  untere  Zeichen, 
nnd  man  findet: 


da 


bk' du 
dne^^u 


b 

k' 


dn^udti 


Gl.  (6)  wird: 


dk  = 


cos  ßo 


a 


i.'i. 


dn*tt3« 

- (1  — s^)  dn*  u 


Bezeichnet  a den  Parameter  des  Integrals  3.  Gattung,  so  ist 

dn'a  =-  €;  l;'sn'a  «=  - ; k'cn'a  = scosßo  (14) 

and  die  Gleichung  geht  Uber  in 

jj  , f , , dn^udu 

ol  = sn  acn  adn  a;; >o  j-  y - 

1 — sn  ^adn^w 

Nach  Gudcrmann’s  Bezeichnung  sind  die  Integrale: 

b , 

« = p el  M ; 1 =»  £>4  (u,  a)  (15) 

Der  Anfang  beider  ist  in  den  Meridian  gelegt,  welcher  die  geo- 
dätische Linie  symmetrisch  teilt,  also  in  das  Maximum  der  Breite. 

Im  Durchschnitt  des  Aequators,  /3  = 0,  wird  u = A,  daher 

b 

8 = 1 == /Tel'«  — {K—E)a  (16) 


Sind  nun  Länge  und  Breite  und  ßi  des  Anfangs  eines  geo- 
dätischen Bogens  8 — «j  und  das  Azimut  seiner  Anfangstangente 
gegeben,  so  hat  man  nach  Gl.  (12)  (11): 


k 


_ 1 /I  — sin^  — sin^  cos^  ß'  \ 
^ y 1 — £*  + «*  cos*  cos*  ßi  J 


(17) 


£*  -f-  £*  cos*  COS*  ßi  / 

Ist  ferner  die  Breite  ß des  Endpunkts  gegeben,  so  sind 

sneu  = |sin/3,  dn'a  = e 


f 


4 
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also  der  Modal  k und  die  Argamente  u und  o bekannt,  folglich  nach 
den  Gl.  (15)  s und  1,  woraus  dann  der  Bogen  « — und  die  Lfingen- 
differenz  k — X^  gefunden  wird,  wie  es  die  anfängliche  Aufgabe  forderte. 


§.  4.  Ausdruck  in  Thetafunctionen. 

Die  hier  eingeffihrten  Reihenausdrücke  sind: 

öjü  *=  1 “f“  2^  cos  2u  + 2g*  cos  4»  -f- . . . 

Sv  = 1 — 2g  cos  2»  -f-  2g*  COs4t;  — ... 

H^v  = 2gi  (cos  4“  g*  cos  3t) -f-g®  cos  5v -[“•••) 

Hv  «=  2gl(sint)  — g*sin3t)  + g®8in5t)  — ...) 

Um  zuerst  den  Modul  g zu  bestimmen,  hat  man: 

1 — yik'  00  — eO  4g  + 4g9  + ... 

“ eO  + 00  ” 2 + 4g*+... 

Nach  Bessel  ist 

log  £ = 8,9122052  — 10 ; log  y 1^1*  = 9,9985458  — 10 

Nehmen  wir  für  k seinen  grössten  Wert  £,  so  ist  der  Hauptwert  von  q 


2g(l-2g*...) 


1 1 — Vl  — 

3 “ ö ■* 

S+Vi— ‘ 

dies  gibt: 


1 1 
2 


Vi  — 


(1+Vi— t«)»  2(i+yi— t»)»(i+vi— t») 

log9  — 6,621 7437  — 10 
logg-4  = 13,4869748 


folglich  kann  man  bei  einer  Rechnung  bis  auf  13  Decimalstellen  die 
4to  Potenz  von  g vernachlässigen  und  schreiben: 


oder 


11  — yi'  Jfc* 

* “21  + 1/1;'  “ 2(l  + i/i')»(l+l;') 

Ebenso  lässt  sich  das  Argument  finden.  Man  hat: 

S,v  — Sv  dnu — yi:' 

2«  — ejv+  8)ö  “ dnu+yi:'  ’ wo  « _ «8,  0 

l + y^*'  dnt*  — yifc' 


(18) 


cos  2t) 


1 + cos  2t)  = 2 


1 — cos  2t)  = 2yk' 


1 — y A:'  dn  tt  -f*  V 

dn  tt  — Ar' 

(1  — yAr')(dnu+yAr') 
i — dnu 


(19) 


(20) 


daher 


(l-yi'Kdnu+yi;') 
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sin  2v 


2y^k'yduu  — k'  — dnu 
(1—  yk')(düu-\-yk')~ 

2 y Ä:'(l  + + *')  sn  M cn  u 


(diitt-f-  y k')  Vdiitt+A'yi  +dutt 


(21) 


Um  eine  genügend  starke  Convcrgenz  der  Theta>Keihen  bei  Be- 
rechnung von  a zn  haben,  sind  2 Formeln  anfzustellen  für  die  2 
Fälle,  wo 

a oder  >•  i -ÄT' 

ist  Setzt  man 

a=-i:©i*o;  Ä'— «-de,*o 


so  bat  man  nach  den  Gl.  (14): 

dnm dn'o  yk^ 

S ij;  yk'  yk'cn'a  “ coaßo 

9^iS  dn»(JT— o)  dn'(/r— a) 


1 


ayk' 


%i6  yy  yi'cn'(jr— a)  yt-w« 
Beide  Werte  werden  einander  gleich  für 


(22) 


(23) 


Dem  entspricht 


e,t*a 


sinßo 


f ; 


2Y 


4 log- 


Gat  S 
Für  1:  — s*  aber  ist 


1+1*  _ l + (g>+?«)  + (y*+g^)  + ... 

(«* + «*)  + («’ -h  «‘)  + • • • 


“ i/l+i!  üb 


log«  — 4,4447104  — 10 
log«-»  — 16,6658680 

daher  der  Term  (^+g^)  in  IGter  Decimalstclle  noch  nicht  merklich. 
Ans  der  Gleichung  dn'a  = c erh&lt  man : 

^Fsn'o  cn'a  ^ sn'*«  dn'«^  dk'  = k'*  sn'a  cn'a  da 


was  man  schreiben  kann: 

k'da 


-“■/A 


Dies  zeigt,  dass  beständig  a mit  k,  also  mit  ßQ  wächst.  Vermindert 
man  also  sin^o  von  c an,  so  erhöht  sich  die  Convergenz  der  erstem 
Reihe,  vermehrt  man  ß^,  so  nimmt  K' — a ab,  and  die  zweite  Reibe 
oonvergirt  stärker. 

Ank.  d.  MaU.  i.  Phfi.  'i  UL  C 


/ 
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Mit  Weglassung  der  dritten  und  folgenden  Terme 

in  beiden 

Fällen  erhält  man  also  für  sin^o  *: 

0 y^;'— cos^o 

2q  cos  2tX  = -V77-! ^ 

y* +008^0 

(24) 

und  für  sin^o  ^ ** 

0 o-i  «y^*' — l 

2q  cos  2*d  = — — ; 

ayk — l 

und  zwar  ist 

!» 

(25) 

„ = fö,80=(ilogi-J 

)ö.*o 

oder 

r 

«=  t(l  + 2«)*=  (ilogi-aj 

1 (1  + 2«)* 

(26) 

Nachdem  nun  v,  d bekannt  sind , gehen  die  Ausdrücke  (15) 
über  in 

b (B'v  H('o  \ 

(27) 

,i.  eiv-iS) 

(28) 

/I  1 / i 1 \ 

H,i  (2  log  - - öj  Ö (^  + 2 log  - - 

Entwickelt  mau  in  Reihen,  so  kommt: 


H^o 


l+9f/*  I ft, 

T+2»‘ a + 89) 


.siD<J+3g»8m3et 
UA  ~ *cosif-f  5*cos34: 

= -.tg«  + 

^ • 1 ' ^ \ sintt  cos»6/) 
=»  — * tg  ^ j l + 8(j[*C08*;^| 

"r^Sil+V(eä+c-')*l 

Die  übrigen  Transformationen  sind  einfach;  man  findet: 

Aq  sin  2v 


h ( /^  I o I 4^sin2t^  1 
“ i — (^cos2r) 


(29) 
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(30) 


g (e2C  — e-2*)  sin  2v  / • /»  ” A 

+ WC t« i_5(e2;+*-2C) cos 2»  v“'"  *'"<*«<  ) 

(e-2<f_g2|2tf)8in2ü  / • o “ 

+ arc  tg  j _ (e-2<r^  g2  j2rf)  cos  2»  v“*’  ' 


) 


§.  5.  Messung  des  Meridians. 


Ist  Oq  = 0,  so  wird  ßo  = R,  daher 


* = £ ; ß = coam  w 

Setzt  man  sini?  = csinjJ,  so  hat  Gl.  (21)  die  Form: 

Csin  2ß 

sin  2v  — 

cos  ^ ( V cos  rf}  Vcos  1/  + k' 


und  61.  (29): 


t 


B sin  2t>  \ 
1 —2g  cos  2v) 


Die  Constanten  haben  folgende  Werte: 


i = £ = 0,08169683 
fc'  = 0,9966572 
y*'  = 0,9983272 
g = 0,0004185465 
A = 0,9983297 
B = 0,001671387 
C = 2filS971 


log^  = 8,9122052  — 10 
logA:'=  9,9985458  — 10 
log  y*'=  9,9992729  — 10 
logg  = 6,6217437  — 10 
log^=  9,9992738 -10 
logiA=  7,2230769  — 10 
log  C’=  0,4500915 


0* 
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V. 

TJeber  den  Schwerpunkt  der  gemeinschaftlichen 

Punkte  zweier  Curven. 


Von 

B.  Sporer. 


I. 

Die  Gleichungen  zweier  algebraischer  Curven  6’”»  und  C'»*  seien; 

C”*  = CLx^~\~{by . —0 

oder 

P^liminiren  wir  hieraus  x,  so  erhalten  wir  für  die  Ordinalen  der  mn 
Schnittpunkte  beider  Curven  die  Gleichung: 


a by-]^c  dy"^ ey 
0 a hy-\-c  + 

0 0 a hy-\-c  f/y*-)-ey 

• • • • » • • 

a cj 

• • • • • • • 


= 0 


Entwickeln  wir  diese  Gleichung,  so  finden  wir,  dass  die  Coeffi- 
cienten  der  beiden  höchsten  Potenzen  von  y in  jedem  der  (mn)* 
Glieder  der  Determinante  nur  abhängig  sind  von  den  Coefficionten 
der  Glieder,  deren  Grad  in  den  Unbekannten  in  den  Gleichungen 
C’”‘  und  C**  gleich  m oder  gleich  m — 1 resp.  = n oder  gleich  n — 1 
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ist.  Daraus  können  wir  schlicsson,  dass  die  Form  der  Gleichung  der 
Ordinalen  der  gemeinschaftlichen  Punkte  der  beiden  Curven 

ist,  wo  p und  q nur  von  den  erwähnten  Gliedern  der  Gleichungen 
der  Curven  abhängig  sind  und  wo  (p  {y)  vom  Grade  (m  + n — 2)  ist. 

Berücksichtigen  wir  nun,  dass  die  algebraische  Summe  der  Wur- 
zeln der  Gleichung  der  y gleich  — - wird , so  finden  wir , dass  die 

V 

Ordinate  des  Schwerpunkts  der  Schnittpunkte  von  und  C" 

?_ 

mnp 

wird.  Da  für  die  Abscisso  des  Schwerpunktes  die  gleichen  Schluss- 
folgerungen gütig  sind,  erhalten  wir  den  Satz: 

Die  Lage  des  Schwerpunktes  der  gemeinsamen  Punkte  zweier 
Cuncu  6’"*  und  C”  ist  nur  abhängig  von  denjenigen  Gliedern  der 
Gleichungen  beider  Curven,  deren  Grad  in  den  Unbekannten  gleich 
oder  um  eine  Einheit  kleiner  ist  als  die  Ordnung  der  Curven  C"» 
und  C”. 


Sind  ferner  a„  og...a,„  und  a/,  a^\..an  die  Asymptoten  der 
beiden  Curven,  so  lassen  sich  die  Gleichungen  derselben  auf  die 
Formen 

C”*  = «1  .as...Om+/(ar,y)  =»  ü 
C“  =»  «i'.ofs'.. .«/+/'(*, y)  — 0 

bringen,  wo  f{x^y)  und  f\x^y)  vom  (wi  — 2)ten  resp.  (n  — 2)ten 
Grade  sind. 

Bedenken  wir  nun,  dass  die  Asymptoten  der  Curven  fest  bleiben, 
wenn  die  Functionen  /(ac,y)  und  /'(a*,y)  sich  irgendwie  ändern,  so 
linden  wir,  dass  der  Schwerpunkt  der  gemeinsamen  Punkte  von  6'"* 
und  C*  identisch  ist  mit  dem  Schwerpunkt  der  Curven  ofi.cr^...Om 
und  Oj'.cfj'. ..a/=  0 oder  mit  andern  Worten  es  ergiebt  sich  uns 
der  Satz : 

Die  Schnittpunkte  zweier  algebraischen  Curven  haben  denselben 
Punkt  zum  Schwerpunkt  wie  die  Punkte,  welche  die  Asymptoten  der 
einen  Curve  mit  den  Asymptoten  der  andern  Curve  gemein  haben. 
Bleiben  also  die  Asymptoten  zweier  Curven  fest,  so  ändert  der 
Schwerpunkt  der  gemeinschaftlichen  Punkte  der  beiden  Curven  sich 
Dicht,  wenn  die  Curven  selbst  sich  ändern. 
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Von  diesem  Satze  nun,  der  unseres  Wissens  noch  unbekannt  ist, 
sei  es  uns  gestattet,  in  folgendem  einige  Folgerungen  zu  ziehen,  welche 
zwar  an  und  für  sich  wenig  neues  liefern  werden,  deren  Ableitung 
jedoch  immerhin  von  Interesse  sein  dürfte. 

II. 

Zunächst  sei  eine  der  beiden  Curven  eine  gerade  Linie,  so  geht 
der  Satz  in  folgenden  über. 

Die  Schnittpunkte  einer  geraden  Linie  mit  einer  Curve  C*»  haben 
denselben  Schwerj)unkt  wie  die  Punkte,  welche  die  Linie  mit  den 
Asymptoten  der  Curve  gemein  hat,  oder;  Die  algebraische  Summe 
der  Abschnitte  auf  einer  Linie  zwischen  den  Punkten  einer  Curve 
und  deren  Asymptoten  ist  gleich  Null. 

Ein  specieller  Fall  ist  der  bekannte  Satz  über  die  Hyperbelsccante. 

b)  Sind  von  einer  Curve  drei  Asymptoten  gegeben  und  soll 
die  Curve  überdies  noch  durch  zwei  Punkte  A und  ß gehen,  so  folgt  aus 

a)  sofort,  dass  sie  noch  durch  einen  3ten  Punkt  auf  AB  gehen 
muss  oder  auch: 

Haben  zwei  Curven  Ster  Ordnung  dieselben  Asymptoten,  so 
liegen  die  übrigen  3 Schnittpunkte  derselben  auf  einer  geraden  Linie 
Ein  specieller  Fall  davon  lautet: 

Die  3 Schnittpunkte,  in  welchem  die  Asymptoten  von  C*  die 
Curv'e  im  endlichen  treffen,  liegen  in  gerader  Linie. 

Berücksichtigen  wir,  dass  die  Berührungspunkte  der  Asymptoten 
in  einer  geraden  Linie  — der  unendlich  fernen  — liegen,  so  folgt 
hieraus  sofort  durcli  Projection  die  Theorie  der  Begleiterin  einer 
geraden  Linie  in  bezug  auf  eine  Curve  C^. 

c)  Bei  einer  Wendetangente  ist  der  Wendepunkt,  bei  einer 
Rückkehrtangente  der  Rückkehrpunkt  und  bei  einer  Tangente  in  einem 
Doppelpunkte  der  Doppelpunkt  einer  Curve  stets  der  Schwerpunkt 
der  3 Punkte,  welche  die  betreffende  Tangente  mit  den  3 Asymptoten 
gemein  hat. 

d)  Hat  ferner  eine  Curve  zwei  feste  Asymptoten  und  geht 
«lieselbe  durch  3 feste  Punkte  einer  geraden  Linie,  so  dreht  sich  die 
3tc  Asymptote  der  Curve  um  einen  festen  Punkt  auf  der  Linie  der 
3 festen  Punkte,  wenn  sich  ändert. 

Analoge  Sätze  wie  b)— d)  gelten  bei  Curven  höherer  als  der 
3ten  Ordnung. 


gemeinschafilichtn  PünkU  xwtter  CWrt^ii. 
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c)  Bewegt  sich  eine  gci*adc  Linie  parallel  mit  sich  selbst,  so  ist 
der  Ort  des  Schwerj)unkts  der  Punkte  dieser  Linie,  welche  dieselbe 
mit  n festen  Linien  gemein  hat,  stets  eine  gerade  Linie.  Daraus 
folgt  sofort  der  Satz: 

Wird  eine  gerade  Linie  parallel  mit  sich  selbst  verschoben,  so 
bewegt  sich  der  Schwerpunkt  der  Punkte,  die  sie  in  ihren  Lagen  mit 
einer  Cnrve  O gemein  hat,  auf  einer  geraden  Linie.  Jeder  Richtung 
ist  in  bezug  auf  eine  Curve  C»*  somit  eine  solche  gerade  Linie  — 
Durchmesser  der  Curve  genannt  — conjugirt  und  zu  jedem  solchen 
Durchmesser  gehört  eine  Richtung. 

f)  Ist  ABC  das  Asyraptotendreieck  einer  Curve  C®,  I)  oiu  be- 
liebiger Punkt  auf  BC\  und  verlängern  wir  nun  AD  nach  L’,  dass 
AE  = 2AD  wird , so  ist  der  Ort  von  K eine  gerade  Linie.  Ziehen 
wir  ferner  BE  und  CE^  so  schneiden  diese  Linien  die  Seiten  ACund 
AB  in  den  Punkten  x und  y eines  Durchmessers.  Ziehen  wir  näm- 
lich durch  X und  y parallele  Linien  mit  AD,  so  ergiebt  .sich  uns 
sofort,  dass  x und  y die  Schwerpunkte  der  3 Punkto  sind,  in  welchen 
diese  Linien  die  Seiten  des  Asymptotendreiecks  treffen.  Dies  giebt 
uns  den  Satz: 

Die  Durchmesser  einer  Curve  schneiden  die  Seiten  des  Asymp- 
totendreiecks in  projectivischen  Punktreihen,  oder:  Die  Durchmesser 
einer  Curve  umhüllen  einen  Kegelschnitt  der  die  Seiten  des 
Asymptotendreiecks  in  den  Seitenmitten  berührt. 

Analog  finden  wir  für  die  Curve  6'**: 

Die  Durchmesser  einer  Curve  C'"  umhüllen  eine  Curve  der 
(«  — l)ten  Ordnung,  welche  die  Asymptoten  von  berührt. 

g)  Zu  jedem  Punkte  gehören  somit  zwei  Durchmesser  einer 
Cune  C^,  welche  durch  diesen  Punkt  gehen,  nämlich  die  Tangenten, 
welche  sich  von  dem  Punkt  an  den  Kegelschnitt  ziehen  \aswh\. 
Daraus  können  wir  umgekehrt  schliessen,  <lass  durch  jeden  Punkt 
zwei  Linien  gehen,  für  welche  der  Punkt  Schwerpunkt  der  gemein- 
samen Punkte  der  Linie  mit  C’  ist.  Die  Construction  dieser  Linien 
liefert  die  zu  dem  vorigen  Satze  gehörige  l-1gur. 

Dreht  sich  ferner  eine  gerade  Linie  um  einen  fe-^ten  Punkt  1% 
so  bewegt  sich  der  Schwerpunkt  der  .3  Punkte  »lieser  Linie,  welche 
sie  mit  3 geraden  Linien  gemein  hat,  auf  einer  Curve  3ter  t^lrdnung 
Cj*,  welche  in  P einen  Dopp^.Ipunkt  bat.  und  deren  3 Asyniptoteo 
den  Seiten  des  Dreiecke  der  festen  Linien  parallel  sod;  und  zwar  ist 
PAehnlichkeztspnnkt  des  festen  Dreiecks  uijd  des  Asymf4otendreteefci, 
Qud  die  Sehen  des  ätzten  verhalten  sich  zn  * 
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Barans  folgt  sofort  ein  analoger  Satz,  wenn  au  Stelle  von  3 ge> 
raden  Linien  eine  Curve  C*  tritt. 

Liegt  P ausserhalb  JT*,  so  hat  die  Curve  Cj*  einen  eigentlichen 
Doppelpunkt,  liegt  P auf  der  Curve,  so  ist  P Rückkebrpunkt,  und 
liegt  P innerhalb,  so  ist  P ein  isolirter  Punkt  von 

Liegt  P auf  einer  Asymptote,  so  zerßlllt  Cj*  in  die  Asymptote 
und  einen  Kegelschnitt,  fällt  P mit  dem  Schnittpunkt  zweier  Asymp- 
toten zusammen,  so  zerfällt  6,^  in  eine  gerade  Linie  und  die  Asymp- 
toten durch  P, 

Analoge  Sätze  gelten  über  Cnrven  höherer  Ordnung. 


m. 

Ist  eine  der  algebraischen  Curven  ein  Kreis,  so  kann  der  Haupt- 
satz wie  folgt  ausgesprochen  werden,  wenn  wir  bedenken,  dass  Kreise 
mit  demselben  Mittelpunkt  auch  dieselben  (imag.)  Asymptoten  besitzen : 

Die  Lage  des  Schwerpunkts  der  gemeinschaftlichen  Punkte  eines 
Kreises  AT*  und  einer  Curve  C“  ist  nur  abhängig  von  der  Lage  des 
Mittelpunktes  von  und  von  der  Lage  der  Asymptoten  von  C»*, 
Der  erwähnte  Schwerpunkt  bleibt  also  fest  der  Halbmesser  des  Kreises 
und  die  Curven  C*‘  mögen  sich  ändern  wie  sie  wollen,  wenn  nur  der 
Mittelpunkt  von  A*  und  die  Asymptoten  von  C*  fest  bleiben. 

Dieser  Satz  nun  gestattet  einige  interessante  Anwendungen  in 
bezug  auf  die  Kegelschnitte. 

a)  Sei  z.  B.  auf  einer  Axe  eines  Kegelschnitts  irgend  ein  Punkt 
gegeben,  und  ist  verlangt,  man  soll  von  diesem  Punkte  aus  die  zwei 
Normalen  auf  den  Kegelschnitt  fällen,  welche  mit  der  Axe  nicht  zu- 
sammenfallen, so  haben  wir  nur  um  diesen  Punkt  einen  Kreis  zu 
beschreiben,  welcher  den  Kegelschnitt  in  4 Punkten  schneidet,  welche 
wir  stets  als  reell  voraussetzen  können,  falls  die  Aufgabe  überhaupt 
reelle  Lösungen  zulässt,  und  die  Mitten  zweier,  nichtparalleler  Oegen- 
seiten  des  Vierecks  dieser  Punkte  zu  verbinden,  so  durchschneidet 
diese  Verbindungslinie  den  Kegelschnitt  in  den  gesuchten  Fusspunkten. 

b)  — 25y-j-r  = 0 
und 

-f-  — a*i*  ==  0 

seien  ferner  die  Gleichungen  eines  Kreises  und  eines  Kegelschnitts, 
so  erhalten  wir  für  die  Coordinaten  des  Schwerpunkts  der  4 gemein- 
schaftlichen Punkte  der  Curven  die  Werte: 
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a^p 


ri= 


b*q 


a*-b^ 


Ans  diesen  Gleichungen  folgen  sofort  die  Relationen 


* +?-l  nnd  ^ 
p ' q fl 


a*  p 
b^'n 


woraus  sich  mit  Hilfe  conjugirter  Durchmesser  der  Schwerpunkt 
construiren  lässt,  falls  es  keinen  Kreis  giebt,  der  den  Kegelschnitt 
in  4 reellen  Punkten  schneidet. 

c)  Ans  den  in  h)  angegebenen  Werten  für  die  Coordinaten  des 
Schwerpunktes  lässt  sich  eine  einfache  Constmetion  des  Krümmungs- 
niitteipunkts  für  einen  Punkt  A auf  einer  Ellipse  oder  Hyperbel  ab- 
leiten. Zunächst  finden  wir,  dass  wenn  wir  den  Mittelpunkt  M des 
Kreises  sich  auf  einer  geraden  Linie  bewegen  lassen,  dass  alsdann 
der  Schwerpunkt  S der  4 gemeinsamen  Punkto  beider  Curven  sich 
ebenfalls  auf  einer  geraden  Linie  bewegt.  Liegt  also  der  Mittelpunkt 
M des  Kreises  auf  der  Normale  des  Kegelschnitts,  so  ist  der  Ort  von 
S eine  gerade  Linie.  Nun  lässt  sich  jedoch  für  zwei  Punkte  der 
Normale  als  Mittelpunkte  des  Kreises  die  zugehörige  Lage  des  Punk- 
tes S sofort  bestimmen,  nämlich  für  die  Punkte  li  und  C,  in  welchen 
die  Normale  die  Axeu  OB  und  OC  des  Kegelschnitts  durchschncidet. 
Die  Punkte  N,  und  N*,  die  zu  diesen  Punkten  B und  C gehören, 
sind  nämlich  di)  Fusspnnkte  der  Lote  von  A auf  die  xAxen  OB 
und  OC. 


Schneidet  nun  der  Krümmungskreis  in  A den  Kegelschnitt  über- 
dies noch  in  Z),  so  muss  nun  der  Schwerpunkt  S der  vier  gemein- 
schaftlichen Punkte  des  Kreises  jniit  dem  Kegelschnitt  auf  und 
auf  AD  liegen,  und  es  muss  ASiSD  »1:3  sich  verhalten.  Ziehen 
wir  ferner  durch  D eine  Parallele  zu  NjÄj,  so  schneidet  diese  den 
Kegelschnitt  noch  einmal  in  einem  Punkte  E,  der  mit  A und  O auf 
einer  geraden  Linie  liegt,  wie  sich  sofort  ergiebt.  Daraus  ergiebt 
sich  uns  folgende  Constmetion  dc's  Punktes  D. 

Von  A fälle  mau  auf  die  Axen  des  Kegelschnitts  die  Lote  AN, 
und  ASj,  ziehe  durch  A,  AFÜ  NjNa,  verbinde  den  2ten  Schnittpunkt 
F von  AF  mit  dem  Kegelschnitt  mit  dem  Kegelschnittmittelpnnkt  O, 
80  ist  der  2 te  Schnittpunkt  von  OF  mit  dem  Kegelschnitt  der  gesuchte 
Punkt  D. 


d)  Ist  der  Kegelschnitt  eine  Parabel^  sö^ 
Fall  der  Schwerpunkt  der  gemeinsai 
der  Parabel  stets  auf  der  Axe  der 


I wir,  dass  für  diesen 
Kreises  und 
folgt  auf 
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analoge  Weise,  dass  für  diesen  Fall  die  Linie  AD  durch  die  Parabel- 
axe  im  Verhältniss  von  1:3  geteilt  wird. 

e)  Irgend  einer  Parabel  sei  ferner  ein  gleichseitiges  Dreieck 
ABC  einbeschrieben.  Um  den  Mittelpunkt  M desselben  sei  durch 
die  Ecken  ein  Kreis  beschrieben,  welcher  die  Parabel  zum  vierten 
Male  in  D trifft.  Für  die  Coordinateu  des  Schwerpunkts  der  Punkte 
Ay  B,  C und  D ergiebt  sich,  wenn 

= 2px 

X*  -[■  y ^ — 2ax  — 2by  -|-  c «=  0 
die  Gleichungen  der  Parabel  und  des  Kreises  sind: 

^ z=  (a  ~ p)  = 0 

Da  der  Schwerpunkt  der  3 Punkte  A^  /?,  C mit  dem  Mittelpunkt  M 
des  Kreises  zusammcnfällt,  liegt  der  Schwerpunkt  der  4 Punkte 
y|,  /?,  (7,  D auf  MÜ.  Schneidet  also  MD  die  Parabclaxo  in  L*,  so 
muss  also  E der  gesuchte  Schwerpunkt  sein,  d.  h.  es  muss  ED  = ZEM 
sein.  Fällen  wir  nun  von  M und  D die  Lote  MF  und  DG  auf  die 
Parabclaxe,  so  ist,  wenn  S der  Scheitel  der  Parabel  ist; 

SD  — a — \p 

SD  ~j“  4p  = (I  = SF 
und 

DG  1 / 

j\fF  = — z=  -y2p  {a—4p) 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt  aber  sofort,  dass,  bei  veränderlicher 
Lage  des  Punktes  D,  M sich  ebenfalls  auf  einer  Parabel  befindet, 
d.  h.  wir  erhalten  den  Satz: 

Die  Schwerpunkte  aller  gleichseitigen  Dreiecke,  die  sich  einer 
Parabel  einbeschreiben  lassen,  liegen  auf  einer  Parabel. 

f)  Wird  ferner  irgend  einer  gleichseitigen  Hyperbel  ein  gleich- 
seitiges Dreieck  ABC  ciubcschrieben , so  liegt  der  Schwerpunkt  M 
des  Dreiecks  ebenfalls  auf  der  Hyperbel.  Da  nun  die  Coordinaton 
des  Schwerpunkts  der  4 Punkte  eines  Kreises  und  einer  gleichseitigen 

p n 

Hyperbel  nach  b)  die  Werte  ^ = 2 “ 2 sofort, 

dass  ein  Kreis,  der  um  M durch  die  Ecken  des  gleichseitigen  Dreiecks 
beschrieben  wird,  durch  den  andern  Endpunkt  des  durch  M gehenden 
Durchmessers  gehen  muss.  Wir  erhalten  also  den  Satz: 

Beschreibt  man  um  einen  Punkt  einer  gleichseitigen  Hyperbel 
mit  der  Länge  des  zu  diesem  Punkte  gehörigen  Durchmessers  einen 

t *"  w 
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Kreis,  so  bestimmt  dieser  Kreis  anssor  dem  andern  Endpunkte  des 
Dnrehmessers  noch  drei  Punkte  der  Hyperbel,  welche  die  Ecken  eines 
gleichseitigen  Dreiecks  sind. 

Wir  wollen  noch  hinzufügen,  dass  anknüpfend  an  die  Betrach- 
tüDg  in  c)  sich  die  Aufgabe:  Von  einem  Punkt  sollen  die  Normalen 
anf  einen  Kegelschnitt  (mit  Mittelpunkt)  gefällt  werden  — auf  folgende 
zarückführen  lässt: 

Durch  einen  Punkt  soll  eine  Linie  zwischen  die  Axen  eines 
Kegelschnitts  so  hinein  gelegt  werden,  dass  sie  durch  den  Kegelschnitt 
gehälftet  wird,  woraus  sich  sofort  ergiebt,  dass  die  Fusspunkte  der 
Normalen  auf  einer  gleichseitigen  Hyperbel  liegen. 

Znm  Schluss  wollen  wir  noch  bemerken,  dass  sich,  wie  für  den 
Kreis  und  die  Kegelschnitte,  auch  in  bezug  auf  die  gemeinsamen 
Pnnkte  zweier  andern  Curven  Sätze  entwickeln  lassen.  So  erhalten 
wir  z.  B.  für  einen  Kreis  und  eine  NeiPsche  Parabel  den  Satz: 

Der  Schwerpunkt  der  sechs  Punkte  einer  Noirschen  Parabel  und 
eines  Kreises  liegt  auf  einer  festen  geraden  Linie  senkrecht  zur  Axe 
der  Parabel. 

Weingarten  (Würtemberg),  im  Mai  1885. 
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VI. 

Zur  Theorie  der  kubischen  Gleichungen. 


Von 

Emil  Oekinghaus. 


Wir  skizzircu  im  Nachfolgenden  eine  einfache  Methode  der  Auf- 
lösung dieser  Gleichungen,  welche  sich  auf  eine  symmetrische  Wurzel - 
fnnction  gründet  und  im  Allgemeinen  den  Gang  innehält,  welchen 
wir  schon  früher  für  den  4.  Grad  befolgt  haben. 

Die  Gleichung  dritten  Grades 

1)  a;*  — ax^-\-hx  — c = 0 
wollen  wir  vermittelst  der  Substitution 

.n  3 a 

2)  Vy  = y«i  + Va-»+ Va*3 

transformiren.  Wir  werden  diese  Function  auf  die  2.  und  3.  Potenz 
erheben  und  eine  Gleichung  für  y aufstellen,  deren  Wurzeln  mit  der 
1.  Gleichung  in  einfachem,  durch  2)  vermitteltem  Zusammenhang 
stehen. 

Die  2.  Potenz  von  2)  gibt 

3 5 3 

+ 2(  V 4-  V x^x^  -f  y x^x^ ) . 

Die  3.  Potenz  liefert 

V 
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4)  y = + 

+ 3(Vt,  *^2  + * + Va^i  + V JCiX3*+l/ar*^ar3+l/flr^a*)4-6ya;,ar^3 

oder 

y— a-6\/c 


= yx,*(Vy— >^ari)+VV(Vy— Var2)+VV(Vy---V«3) 

= VvCVariS+Varj^+Vars*)— (a-,+*2+*3)- 

3 3 9 

Daher  erhält  man  vermöge  3)  nach  Elimination  von  V 

y 4^  _^c  _ ^ 2y  y{}/x^Xi  + l/xjarj  -f-  ). 


Da  aber 


etc.  ist,  so  folgt  als  vorläufiges  Resultat 


5)  y — a + 3yc  = 3l/cy  — Y 

^Vx,  Vx,  Vxj' 

Demnach  haben  wir  einen  Ausdruck  für  y erhalten,  welcher 
aasser  den  Constanten  noch  die  reciproken  Kubikwurzeln  der  X1X2X3 
enthält.  Ans  diesem  Grunde  ist  non  die  Einführung  der  Relation 


6) 


1 

y®8 


irad  die  Transformation  ihrer  bez.  Gleichung  erforderlich.  Letztere 
besteht  darin,  dass  in  der  Hauptgleichung  für  x die  reciproken  Wur- 
zeln zu  wählen  sind  um  eine  analoge  Gleichung  wie  die  obige  zu 
gewinnen. 


Sie  kann  unmittelbar  niedergeschrieben  werden  und  lautet 


and  ist  das  Correlat  zu 

y — 
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Ans  beiden  folgt 

(y  — a)V<j  — 

Durch  Elimination  von  z aus  den  beiden  letzten  Relationen  er- 
halten wir  die  gesuchte  kubische  Gleichung 

Wenden  wir  auf  diese  dasselbe  Schlussverfahren  an,  wie  dies 
vorher  für  die  Hauptgleichung  geschehen  ist,  setzen  also 

Vy'=  Vyi+Vy»+Vy8» 
so  resultirt  die  einfache  Gleichung 

y'»  — 27  ay'*  +27%'— 27*c  = 0, 

oder 

welche  mit  1)  in  Uebereinstimmung  ist,  wenn 


gesetzt  wird. 

Daher  folgt  auch 

9)  y y+  y y,+  Vys  •=  3y 

Die  Ergebnisse  lassen  sich  wie  folgt  zusammenfassen; 

Mit  jeder  kubischen  Gleichung 

^ — <w:*  + &x  — c =0 

ist  eine  zweite 

y^  — 3(a+6yc)y*+  (a^ — 9i  + 3«yc+9v'c*)y — (a  — 3y<?)*  = 0 
verknüpft,  deren  Wurzeln  durch  die  Belationeu 

Vy  “ >'*i+V*»+v®s 
3V*i  “ Vyi+Vy>+yy» 

verbunden  sind. 

Hat  man  die  Wurzel  der  transformirten  Gleichuug  bestimmt,  so 
ist  auch  eine  Wurzel  der  Hauptgleichung  bekannt 

Verschwindet  das  Absolutglied  der  transformirten,  so  reducirt 
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sich  die  Gleichung  auf  eine  quadratische,  deren  Wurzeln,  in  die  letzte 
Formel  eingesetzt,  die  gesuchte  der  Hauptgleichung  liefern. 

Aus  dieser  Bemerkung  ergibt  sich  die  Auflösung  der  Gleichung 

10)  X^-AX*+BX-  C = 0, 

wenn  wir  sie  mittelst  X=^x^z  variiren  und  die  Reducento  a^  = 27c 
einfQhren. 

Die  variirte  Gleichung  führt  auf 

jgS  — Az^-];- Bz-\- C)  =>  0. 

Die  Reducente  ^ , 

(32  + A)3  = 27(23  -\-Az^+Bz+C) 

aufgelöst,  liefert  die  Unbekannte 

A3  — 27A 

^ — 9(A3— 3i?)’ 
und  die  Gleichung  für  y wird 

9(32  + A)y  + 9(A3  _ 3/?)  „ 0. 

3Va;  = Vyi  + Vy* 

X = JT-|-2 
A3— 276’  > , » 

12)  3 |/JT  •=  Vyi+Vy«- 

Demnach  sind  nur  noch  die  Wurzeln  zu  bestimmen.  Sie  sind 

13) 

3(2A3— 9AB4-2760+9V3(— A3/^^-HA36+27C»+4g3_i8yi/^C 

y 2(A*— 3/#) 

Die  eine  Wurzel  der  Gleichung 

x^ — (u^-\-bx — c = 0 

ist  demnach  durch  folgende  Relation  bestimmt: 


Daher  ist 
oder  wegen 


14) 


1/  a*— 27c  _ 

V * 9{o»— 34) 


2a»  — 9a4+27H-3l  a*4*-|-4a»H-27«*-M4’— lÖoie 

' i8(a*— 34) 


3 

I /2a3— 9oZr4-27c— 1 ^ 

V IWa*— 3i) 
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und  kann  durch  einfache  Umwandlung  auf  die  Form  gebracht  wer- 
den, welche  in  der  Theorie  bekannt  ist. 

Im  Anschluss  an  das  Vorige  wollen  wir  noch  einige  83rmmetri8che 
Gleichungssysteme  für  die  biquadratischen  Gleichungen  aufstellen, 
welche  sich  auf  die  Wurzel  typen  ihrer  Resolventen  beziehen. 

Es  liege  demnach  vor  die  Gleichung 

— cx-^-d  •»=  0. 

Die  Resolvente  für  den  Wurzeltypus 

Z == 

ist  bekanntlich 

3^ — bz^  -}-  (ac  — 4td)z  — • 4ebd  -f-  c*)  = 0. 

Führen  wir  nun  ein 

V«j  + V**+V«8=  Vy» 

so  würde  analog  dom  früheren  die  Gleichung  für  y 

y*  •- 3(Z»-f-6y  (a^d — — ...  — (b — 3y  (a^d — 4bd-f~c^))  = 0 

sein.  Ist  nun  ihr  Absolutglied  = Null,  so  verschwindet  auch  die 
Wurzel  y,  weshalb  für  jede  biquadratische  Gleichung  die  Relation 

8 3 S 

YxiXg-i-XsX^  + “ 0 

besteht,  wenn  die  Constanten  der  Bedingung  genügen 

(Ji)3  « — 4Ärf+c*. 

In  ähnlicher  Art  können  die  übrigen  bekannten  Resolventen  ver- 
wertet werden. 

Ein  anderer  Weg,  symmetrische  Functionen  zu  erhalten,  die  frei 
sind  von  ßedingsgleichungen,  ist  der  nachfolgende: 

In  der  Hauptgleichung  sei  c und  also  eine  Wurzel  a;  = 0. 

Die  transformirte  wird  dann 

y»— 3ay*  + 3(«»-9%— a»  -=  0, 

+ V ys+ Vys  = 9. 

Die  Gleichung  kann  auf  die  Form 

(y  — a)3  = 27iy 
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gebracht  werden.  Setzen  wir 


also 

so  ist  damit 


y — a = z, 

z^  — '2nhz^21ab  = 0, 

3 3 3 

V2j  + a-J-y«j  + rt+V«3  + rt  = 0 


verknüpft,  so  dass,  wenn  letztere  Gleichung  auf  die  bekannte  typische 
Form  gebracht  wird 


and 


— pz  — q *=  0 


a 


P 

<Z 


ist,  allgemein  für  die  Gleichungen  die  Relation 

|/T+^ + 1/ ==» + 1 + K + 1 = 0 

gültig  ist 


Diese  Formeln  wollen  wir  zur  Darstellung  der  oben  erwähnten 
Functionen  benutzen. 


Der  allgemeine  Gang  ist  nun  wie  folgt  vorgezeichnet: 

Man  wähle  für  die  Gleichung  4.  Grades 

X*  — ax^  -|-  bz^  — cx-\-d  = 0 

einen  beliebigen  Wurzeltypus 

Dann  sind  die  z Wurzeln  einer  Kesolvente  vom  3.  Grade 

z^^Az^-\-Bz—C  = 0 

welche  wir  durch  Einführung  von  2 = m zu  einer  rcducirten 

(2  = ü 


□mgcstalten,  und  demnach  auch,  wie  oben  bewiesen,  mit  ihren  Wur- 
zeln durch  die  Relation 


verknüpft  ist.  Da  aber 

Arch.  d.  Math.  n.  Phjs.  2.  B«ihe,  Teil  IlL 
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ist,  SO  geht  eine  allgemeine,  auf  sämtliche  Wurzeln  x der  Haupt- 
gleichung sich  beziehende  Wurzelrelation  von  der  Form 

h(x)t+M+  ^/nx)^+M  = 0 

hervor. 

Da  die  Ableitungen  dieser  Art  leicht  dargestcllt  werden  können, 
wollen  wir  die  in  der  Theorie  der  Gleichungen  eine  besondere  Rolle 
spielenden  Wurzeltypen 

2 =»  arj+rr,— a?3  — 

2 = iriarj-f-arsa?4, 

2 = x^x^  — x^x^^ 

2 = (Ä,+a-2)(iT3  + aJ4) 

auswählen  und  deren  symmetrische  Wurzelrelationen  snmnmrisch 
niederschreiben. 

Sie  sind: 


, ,,  l(3a*-8Z.)3-27(a«-4a&+8c)« 

(«i+ifj  »-3  ®«)  9 16(A»— 

{/  ~ n»-27(o«i^-4Ad+c»j 

*i*s+'3*4  • 9 b^—3ae+lild 


0 


,]/,  ,,,  1 (2ac-Ä«-H«<)»+27(a»rf  -c»)« 

•y  ix,Xt  9-3*4)  + 9(2ac— 3(aV— -2a*irf-f-8acrf— 2ic*)”'  ^ 


vlA  V , ^ 18A»+27(aV-aA9+c») 

^y  (®i+a'3)(ä"3-+^«)  9 i»— 3ac+12rf 

Sie  können  beliebig  fortgesetzt  werden,  da  noch  eine  zahlreiche 
Menge  solcher  Typen  zur  Verfügung  steht. 


N 
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VII. 

Ueber  die  Grösse  der  Periode  des  Decimalbruchs 
gleich  \:p,  für  p gleich  einer  der  ersten 

1500  Primzahlen. 


Von 

F.  Kessler. 


Die  Burckhardt’schen  Factorentafelii  enthalten  als  Anhang 
zum  ersten  Bande*)  eine  Tabelle,  welche  zu  einer  Reihe  von  Prim- 
zahlen p die  Grösse  der  Periode  P des  Decimalbruchs  angiebt,  der 

gleich  ^ ist.  Wird  diese  Tabelle  bisweilen  gebraucht,  so  möchte  cs 

auch  Manchen  erwünscht  sein , dieselbe  erweitert  zu  sehen.  Berich- 
tigt zu  w'crdeu,  verdient  sic  ohnehin. 

Die  B.  Tabelle  führt  nämlich  zunächst  ohne  Unterbrechung  die 
ersten  372  Primzahlen  — bis  2543  — auf  und  reicht  mit  22  weiteren 
oder  im  ganzen  mit  394  Primzahlen  bis  zur  1221  ten,  d.  i.  9901 
Zur  Vollständigkeit  müsste  also  bis  dahin  noch  über  die  doppelte 
Menge  der  behandelten  Zahlen  eingefügt  werden.  Sodann  finden  sich 
folgende  neun  Fehler.  Es  ist  für  die 

Primzahlen  =911,  1213,  1597,  1831,  1951,  1993,  2311,  2437,  3467 

angeblich  P = 450,  1212,  266,  915,  390,  1992,  462,  2436,  3466 

wirklich  P = 455,  2U2,  133,  3u5,  195,  664,  231,  1218,  1733 

Dies  sind  bis  auf  den  ersten  Fehler  keine  Versehen  des  ‘Setzers, 
sondern  des  Berechners.  Denn  die  angegebene  Periode  ist  stets  ein 


^ Tablc  des  diviseors  poar  totxs  les  nombres  da  premier  million  ctc.  par 
J.  Chr.  Burckhardt.  Paris  1817,  S.  114. 
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Vielfaches  der  wahren,  fünfmal  das  Doppelte,  zweimal  das  Dreifache, 
einmal  das  Sechsfache.  Mau  sieht  wie  leicht,  auch  in  welchem  Sinne 
vorzugsweise  bei  solchen  Bestimmungen  geirrt  wird.  Damit  man  nun 
nicht  argwöhne,  dass  der  von  mir  berechnete,  hier  jedoch  nur  aus- 
zugsweise darstellbare  Gang  dieser  Function  in  gleichem  Grade  un- 
genau sei  wie  die  B.  Tabelle,  möchte  ich  die  Methode,  nach  der  die 
Periodzahlen  berechnet  und  die  Resultate  controllirt  wurden,  so  ele- 
mentar dies  auch  ist,  beschreiben. 

Soll  die  einer  bestimmten  Primzahl  p entsprechende  /Triode  P 
gefunden  werden,  so  verzeichnet  man  zunächst  alle  Teiler  von  p — 1 
und  sucht  die  Reste , welche  die  nämlichen  Potenzen  von  10 , durch 
7>  geteilt,  lassen,  bis  man  zum  Rest  Eins  gelangt.  Die  Reste  werden 
bezeichnet  durch  den  eingeklammerteu  Exponenten  der  Potenz  von 
10.,  aus  der  sie  geblieben  sind.  Ist  hiernach  («)  der  Rest  aus  10“, 
{h)  der  Rest  aus  10^,  so  wird,  wie  bekannt  (a+J),  d.  h.  der  Rest 
aus  10“  oder  aus  10®  X lO*'  gleich  dem  Rest  aus  dem  Producte 
(a)  X (^)  sein.  Indem  mau  also  zwei  Reste  mit  einander  multiplicirt 
oder  einen  Rest  potenzirt  und  von  dem  Producte  wieder  den  Rest 
sucht,  findet  man  aus  Resten  niederer  Potenzen  von  10  solche  von 
höheren.  Analog  kann  man  auch  von  höheren  Resten  zu  niederen 
mittelst  Division  herabgehen,  wozu  indessen  meistens  eine  Zusatz- 
rechnung erfordert  wird,  deren  Umständlichkeit  diesen  Weg  nicht 
besonders  empfehlenswert  macht.  Hat  man  zuletzt  den  Rest  Eins 
erreicht,  so  wird  aber  dessen  Nummer  nur  sicher  die  Periodzahl  P 
sein,  wenn  man  unterwegs  keinen  Rest,  dessen  Nummer  ein  Teiler 
jener  ist,  übergangen  hat. 

Die  Rechnungen  kürzen  sich  etwas,  wenn  man  nur  solche  Reste 
unmittelbar  benutzt,  die  kleiner  als  \p  sind,  grössere  aber  von 
substrahirt  und  die  erlangte  DifFeronz,  negativ  genommen,  anstatt 
jener  einsetzt.  Bei  genauer  Beachtung  der  Vorzeichen  bietet  dieses 
Verfahren  noch  einen  besonderen  Vorteil,  wenn  p von  der  Form 
Gu-f-1  i.st,  also  Reihen  von  Teilern  der  Form  a,  2a,  4a,  ...,  3a,  Ga, 
12a,  ...,  niMidestens  zwei  Glieder  jeder  Reihe  vorhanden  sind.  Auch 
wenn  alsdann  P in  der  zweiten  Reihe  liegt,  so  genügt  es  doch,  nur 
die  der  ersten  Reihe  entsprechenden  Reste  zu  berechnen.  Denn  es 
muss  in  diesem  Falle,  wie  sich  leicht  allgemein  zeigen  lässt,  ent- 
weder, unter  (a)  den  ersten  Rest  der  ersten  Reihe  verstanden, 
bei  dem  ersten  Quadriren  (2a)  = — (a)  — 1 werden:  daun  ist/*=3a; 
oder  man  erhält,  unter  (a)  irgend  einen  Rest  der  ersten  Reihe 
verstanden,  einmal  (2a)  =•  (a)  — 1;  demgemäss  P=  Ga.  Dies  möge 
an  der  für  die  B.  Tabelle  unrichtig  berechneten,  der  Zahl  p = 2311 
''ntsprecheuden  Periodzahl  erläutert  werden.  Teiler  von  p— 1 sind 
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2310 

770 

330 

110 

210 

70 

30 

10 

1155 

385 

165 

55 

105 

35 

15 

5 

462 

154 

66 

22 

42 

14 

6 

2 

231 

77 

33 

; 11 

21 

7 

3 

1 

Unter  diesen  dürfen  die  rechts  abgesi)orrtcn  unberücksichtigt 
bleiben,  da  mau  die  entsprechenden  um  Eins  verminderton  Potenzen 
von  10  schon  in  Primfactoreu  zerlegt  hat,  und  keiner  derselben  gleich 
dem  gegebenen  p ist.  Man  tindet  also  (8)  = +717,  (17)  « — 97, 
(35)  = — 661 , (70)  = + 142,  womit  vermöge  des  oben  erwähnten 
Satzes  auch  die  Dreifachen  (105),  (210)  erledigt  sind.  Ferner  führen 
(11)  = +279,  (22)=-  — 733,  (-11) --- + 1137,  (55)  = + 616, 

(110)  = + 452  zum  Ausschluss  der  Colonno  (33)  bis  (330).  Endlich 
gelangt  man  durch  (70)  X (7)  auf  (77)  = — 883,  (151)  = + 882. 
Die  beiden  letzten  Gleichungen  genügen  der  Bedingung  (2^0 
— (a)— 1,  geben  also  P = 3 X 77  = 231.  Zur  Controlle  liefert 
(55)  X (2)  den  Rest  (57)  = + 797,  (115)  =-  — 849,  (231)  = + 1, 
wonach  dieses  Resultat  völlig  gesichert  ist. 

Analog  habe  ich  die  Periodgrössen  berechnet,  welche  den  ersten 
1500  Primzahlen,  also  bis  p =—  12553,  entsprechen,  nachdem  ich  zur 
Abkürzung  der  Ilülfsoperationen  zuvörderst  eine  Tafel  der  Quadrate 
der  Grundzahlen  bis  10000  construirt  hatte , welche  beim  Opcrimi 
mit  Resten  beiderlei  Vorzeichens  direct  auch  weiter  für  alle .:12(H,H)0 
verwendbar  ist.  Da  die  Mitteilung  der  erlangten  Resultate  jedoch 
den  Raum  vorliegender  Zeitschrift  über  Gebühr  in  auspruch  nehmen 
Wörde,  so  beschränke  ich  mich  hier  auf  einige  summarische  An- 
gaben, zunächst  über  die  Verschiedenheit  der  Werte,  welche  der 
Quotient 


innerhalb  des  untersuchten  Bereichs  erlangt.  Bis  zur  15lX)ten  Prim- 
zahl wird 

Q=  1,  3,  5,  7,  9,  11,  13,  15,  17,  19,  21,  23,  25,  27 
in  584,  98,  25,  12,  10,  3,  1,  4,  2,  0,  4,  1,  1,  1 Fällen 

Q=  2,  4,  6,  8,  10,  12,  14,  16,  18,  20,  22,  24,  26,  28 

in  438,  106,  70,  23,  21,  15,  11,  5,  11,  2,  1,  3,  1,  2 Fällen 


*)  Die  Hülsse’sche  Tafel  reicht  nur  bii  1000,  die  Jfthn'ichen  Tufeln 
gehen  freilich  weiter,  sind  aber  sehr  ungenau.  So  fand  hdi  in  den  ersten 
10000  Quadraten  46  fehlerhafte,  in  den  Kubikzahlen  ergab  eine  dl« 

Kuben  der  Zahlen  2660  bis  3009,  also  350  Daten  enthalt^md,  blerron  39 
falsch  mit  im  Ganzen  55  falschen  Ziffern. 
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Ferner  erlangt  Q.  je  dreimal  die  Werte  30,  34,  zweimal  36  und 
jo  einmal  einen  der  folgenden 

32,  33,  40,  42,  44,  46,  47,  54,  55,  56,  64,  67,  68,  70,  72,  76,  78, 

82,  84,  90,  92,  98,  101,  110,  118,  130,  140,  146,  172,  177,  399, 

664,  825,  909. 

Ausserdem  wird  Q unendlich  bei  />  = 2 und  bei  p = b. 

Also  wird  Q ungerade  755  mal,  gerade  743 mal,  unendlich  2 mal. 

I • 

Zerlegt  man  die  Reihe  der  ersten  1500  Primzahlen  in  sechs 
kleinere  Gruppen  I bis  VI  zu  je  250  Zahlen,  so  wird 


Q= 

1, 

2, 

3, 

4, 

3, 

6, 

7, 

8, 

9, 

10,  >10  >10,  (X 
unge-  ge- 
rade, rade. 

in  Grp.  I 

99, 

77, 

15, 

14, 

4, 

12, 

3, 

2, 

3, 

3, 

4, 

12,  2mal 

II 

99, 

69, 

14, 

17, 

5, 

12, 

2, 

6, 

3, 

4, 

6, 

13.  0- 

; . III 

86, 

80, 

21, 

19, 

4, 

12, 

0, 

5, 

0, 

2, 

5, 

16,  0 - 

IV 

102, 

65, 

14, 

20, 

4, 

13, 

5, 

4, 

1, 

4, 

3, 

15,  0- 

V 

88, 

81, 

21, 

17, 

", 

12, 

l, 

0, 

1, 

5, 

4, 

12,  0- 

VI 

110, 

66, 

13, 

19, 

3, 

9, 

1, 

0, 

2, 

3, 

4, 

17,  0- 

m ganzen;  584, 

438, 

98, 

106, 

25, 

70, 

12, 

23, 

10, 

21, 

26 

85,  2mal 

Schliesslich  mögen  diejenigen  Fülle  einzeln  genannt  werden,  in 
denen  die  Periodzahl  relativ  besonders  klein,  sage  P <C,  ist,  zwar 
mit  Fortlassuug  der  Daten,  welche  sich  bereits  in  der  Burkhard t- 
schen  Tabelle  finden. 


P 

P 1 

_?> 

P 

P\ 

P 

P 1 
1 

P 

^’l 

. j’  _i 

P 

2~6^ 

42 

5051 

50 

6763 

161 1 

9689 

346. 

'11311 

377 

3061 

204 

4357 

242 

5171 

110: 

7151  I 

275! 

HJ037 

386! 

11689 

487 

3109 

148 

4483 

249 

5237 

77 , 

7253 ' 

74! 

10271 

79! 

11831 

169 

3121 

156 

4637 

61, 

6163 

79 

.7669 

284 

10837 

63 

11969 

352 

3187 

177 

4663 

222 

;6299 

94 

7841 

56 

11071 

369 

12071 

355 

4003 

87 

4789 

l228 

6397 

78’ 

9161 

229 

11087 

482 

12289 

384 

4013 

34 

4973 

t226 

6481 

2701 

9613 

267 

11161 

310 

12517 

149 

Für  solche,  die  specielles  Interesse  au  dem  vorstehenden  Thema 
nehmen  sollten,  habe  ich  ein  vollständiges  Verzcichniss  der  ersten 
15lX)  p mit  entsprechenden  P und  Q autographisch  vervielfältigen 
lassen  und  erkläre  mich  bereit,  derartige  Exemplare  auf  Verlangen 
gratis  und  franco  zu  versenden. 

Februar  1885.  Dr.  F.  Kessler, 

Wiesbaden,  Rheinstrasse  84. 
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VIII. 

Miscellen. 


1. 


teber  eine  die  Gleiehnngren  zweiten,  dritten  und  rierten  Grades 

umfassende  AnflSsungrsmethode. 


A.  Die  Gleichungen  zweiten  Grades  mit  einer  Un- 
bekannten. 

Eine  gemischte  Gleichung  zweiten  Grades  aufzulösen. 

Die  allgemeinste  Form  einer  rcducirten  quadratischen  Gleichung 
ist: 


as*  -}-  2ax  =•  b. 


Um  die  quadratische  Ergänzung  zu  finden,  vergleiche  man  die 
linke  Seite  der  Gleichung  mit  der  Formel 

Man  sicht,  dass  die  quadratische  Ergänzung  a*  ist.  Man  addire 
in  obiger  Gleichung  auf  beiden  Seiten,  und  man  erhält 

x*-f-2ax-}-a*  oder  (x-f-a)*  =» 

oder,  wenn  man  u statt  x-\-a  setzt: 

tt*  = w.  s.  w. 

B.  Die  Gleichungen  dritten  Grades  mit  einer  Un- 
bekannten. 

Eine  gemischte  Gleichung  dritten  Grades  aufzulösen. 
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Die  allgemeinste  Form  einer  vereinfachten  kubischen  Gleichung 
isti 

-f-  -\~hx  = c. 

Um  die  kubische  Ergänzung  zu  finden,  vergleiche  man  die  linke 
Seite  der  Gleichung  mit  der  Formel 


-=  ar® -|- So«* -{- 3a*a; 


Man  sieht,  dass  die  kubische  Ergänzung  zu  x^-\-3ax^  gleich  3a*x-|-a^ 
ist.  Man  addirc  daher  auf  beiden  Seiten  der  gegebenen  Gleichung  fl**, 
und  addire  und  subtrahire  zugleich  auf  der  linken  Seite  3a*x,  so  ist 


oder 


x^  3^“  "1“  3a^a^  -f-  Äa*  — 3a*x  = 

— 3rt*)a;  = 


rt’ 


+i 


1 


Um  auf  der  linken  Seite  auch  im  zweiten  Gliede  den  Factor 
(«  + «)  zu  erhalten,  addire  man  auf  beiden  Seiten  (b — 3a*)a.  Man 
erhält 

(ar-f*-ö)^+(^^  — 3n*)(a;  + rt)  — ah  — 2a^  + c 


oder,  indem  man  y statt  x-\-n^  f statt  h — ?>a^  und  g statt  ah  — 2o^+c 
setzt: 


y^+fy  = u- 


Man  führe  für  y zwei  neue  willkürliche  Grössen  u und  v ein  und 
setze  y = w+r,  so  ist 

I.  = g. 

Es  ist  auch 

Um  diese  identische  Gleichung  mit  der  vorhergehenden  conform  zu 
machen,  bringe  man  3mü(w+w)  auf  die  linke  Seite,  so  hat  man 

II. 

Man  subtrahire  II.  von  I.,  so  ergiebt  sich 

if-]-Zuv).{u-\-v)  = g — 

Verfügt  man  nun  über  die  Grössen  u und  v noch  so,  dass 

g = 

ist,  SO  resultirt 

(/■+3mv).  (m  + w)  = Ü, 
woraus,  da  u-\-v  nicht  =0  sein  kann,  folgt: 

f-\~Zuv  = 0. 
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C.  Dio  Gleichangcü  vierten  Grades  mit  einer  Un- 
bekannten. 


Eine  gemischte  Gleichnng  vierten  Grades  aufznlösen. 


Die  allgemeinste  Form  einer  vereinfachten  biqnadratischon  Glci- 
chong  ist 

X* -f- 4oa;* -f- Äx* -f-  flX  = rf. 


Um  die  biquadratische  Ergänzung  zu  finden,  vergleiche  man  dio 
linke  Seite  mit  der  Formel 


(x -{-«)*  = x^-|-4ax3-f-6o*x*-|-4o^x-|-a*. 

Man  sieht,  dass  die  biquadratische  Ergänzung  zu  gleich 

6a*x*-t-4a^x+o*  ist.  Man  addire  daher  auf  beiden  Seiten  der  ge- 
gebenen Gleichung  a^,  und  addire  und  subtrahire  zugleich  auf  der 
linken  Seite  6a*x*  und  4a*x,  so  ist: 

X*  -|“  4x*  -f-  6a*x*  -f-  4a*x  -f-  -f"  ***  — 6a*x*  -\-cx  — 4a*x  = a*  -j- 
oder 

(x  -}-  a)^  -[-  (Ä  — 6rt*)x*  (c  — 4o*)x  =*  a*  -|-  <1. 

Um  auf  der  linken  Seite  auch  im  zweiten  Gliede  den  Factor 
(x-f-ö)  zu  erhalten,  addire  man  auf  beiden  Seiten  {b — 6a*)o*,  und 
addire  und  snbstrahire  zugleich  auf  der  linken  Seite  {b — 6a^).2ox, 
so  ist 


(x -j- o)* -j- (i — 6a*) . (x-f-«)*-j-(8o^  — 2aÄ-|-c)x  = a%  — 5a*-}-d. 

Um  endlich  auch  links  im  dritten  Gliede  den  Factor  (x-j-a)  zu 
erhalten,  addire  mau  noch  auf  beiden  Seiten  (So*  — 2aA+c).a,  so 
rcsultirt  die  Gleichnng 

(x-{-a)*-|-(6— 6a*)(x-f-a)*-{-(8a3 — 2aZ»-f-c)(x-j-a)  = 3a* — a*i-|-ac-f-d. 

Man  setze  y statt  x + o»  / statt  6 — 6a*,  g statt  So^  — 2ab-^c  und  h 
statt  3a*  — a*i -|- ac -|- rf,  so  ist 

y*-\-fy^+gy  “ ä. 

Man  führe  für  y drei  neue  willkürliche  Grössen  a,  v und  w ein 
und  setze  y = «-f-ü-f  so  erhält  man 

I.  (u  + »-|-»r)*-|-/(ti  + o-(-»'?)*-l-<7(a-|-ü-|-tff)  *=  h. 

Es  ist  auch 

(tt  -|-  c -|-  ip)*  = ti*  1>*  -j-  w*  2(aw  -f-  uw  -}-  vw) 

oder 

(u-j-ü-j- — (***•{“  ®*“|“  IT*)  =»  2{uV-\-UW-\'VW)^ 


also 
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oder,  indem  man  diese  Gleichung  mit  I.  conform  macht: 

II.  (tt -f- 1>  “I”  — 8ttüi£'(M-|-ü-|“  “■ 


Subtrahirt  man  II.  von  L,  so  ist 

[ /*-}-  2(tt*  4"  4“  "f"  *’  4“  4“  4“  Suvw)  (u  4“  4“^^)  “ 

/i  — [4(tt*ü*4~****^*4“*^**^*) — ^u*4~*^*4“*^*)*1 

Man  verfüge  nun  über  w,  v und  «?  st^  dass 

Ä «=  4(tt*  t>*  4"  ***  4“  **^*)  — (***  4“  4" 

dann  ist 

[/■4-2(tt*4-«*4-’<’*)]  (tt4-«^4-«^)4-i74-  •.  ‘vio  = 0. 

Man  verfüge  weiter  über  w,  v und  «?  so,  dass  auch 
dann  ist 

(/*4-2(m2  4“<^^4-*^’*))  ("4-«^4-»4  = 0, 

woraus  folgt,  dass,  da  tt4"*’4"*^  nicht  *==  0 sein  kann, 

/ 4“  2(m‘^  4~  4“  ^ 

sein  muss. 

Demnach  hat  mau  zur  Bestimmung  von  u,  v und  w das  System: 
4(ii*r*  4“  4“ 


4(tt*  t>*  4“  4~  4"  ^ Hvw(u  4~  ü 4“ 


4(u*  t>*  4“  4~  4“  4“  *^*)*« 


oder 


u.  s.  w. 


Sprottau,  Mai  1885. 


Dr.  H.  am  Ende. 
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2. 

Bemerkung  zar  Bescart^s’sehen  AuflOsnngr  der  biquadratischen 

Oleiehnng. 

Soll  die  linke  Seite  der  Gleichung 

1)  ac* -j- ax*  + Ä« -(- <?  =3  0 
gleich  dem  Producte 

2)  (x*+px  + 7)(ic*— P«  + 7') 

sein,  so  ergeben  sich  für  7,  q\  p folgende  Relationen: 

/ q = 

3)  I 

4)  P**  ■}“  ”1"  («*  — P^  — “ 0. 

Man  erhält  mithin  die  4 Wurzeln  x^,  x,,  X3,  x^  der  Gleichung  1) 
dargcstellt  durch  eine  Wurzel  der  Resolvente  4). 

Bezeichnet  man  die  3 Werte  von  welche  dieser  Resolvente 
genügen,  durch  p^*,  Ps*  »nd  die  zugehörigen  Werte  von  q und 
q'  durch  </, , 52,  5a  und  51',  q^\  53',  so  erhält  man  für  2)  die  3 
Producte 

2a)  + — + 

2b)  (x*  -^PiX  + q^)  (x*  - + 5s') 

2c)  (x*  -\-p^  + 53)  (x*  — pgX  + 53'). 

Dass  nun  jedes  dieser  3 Producte  «lurch  weitere  Zerlegung  dieselben 
4 linearen  Factoreu  und  daher  dieselben  4 Wurzeln  der  vorgelegteu 
Gleichung  1)  ergeben  muss,  so  dass  die  3 Zerlegungen  nur  die  3 
möglichen  Zusammenstellungen  der  4 Wurzeln  zu  2 Paaren 

^1^3^  3T2X4 

darstellcn,  ist  einleuchtend,  da  jedes  der  3 Producte  2a),  2b),  2c) 
gleich  der  linken  Seite  der  Gleichung  1)  sein  muss;  trotzdem  scheint 
mir  die  Bestätigung,  dass  dies  auch  wirklich  statltindet,  aus  jidda^ 
gogischem  Interesse  nützlich  zu  sein,  da  die  Lösung  der  Gleichung 
3ten  Grades  dnreh  die  Cardani*scbe  Formel  den  Anfänger  leicht  zu 
einer  falschen  Aaffassnng  verleiten  kann. 
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Soll  nun  z.  B.  2a)  diesclbcu  4 Wurzeln  ergeben  wie  2b),  so  muss 
jeder  der  beiden  quadratischen  Factoren  von  2a)  mit  jedem  quadra- 
tischen Factor  von  2b)  einen  linearen  Factor  oder  es  müssen  z.  B. 
die  Gleichungen 

+ = 0 
= 0 

eine  Wurzel  gemeinsam  haben.  Es  ist  also  zu  zeigen,  dass  die  Eli- 
minationsresultante 

5)  (PQ2—P2<li)  iPi  —P2)  + (ai  -■  52)^  = 0 

erfüllt  ist  (ihre  Bedeutung  und  Herlcituug  lässt  sich  ja  elementar 
herstellcn). 

Ersetzt  man  in  ihr  nun  qj,  ^2  durch  ihre  Ausdrücke  aus  den 
Gleichungen  3),  so  erhält  man: 

6)  2ffl+p,*+ps»+— 8 = 0- 

Da  diese  Gleichung  nur  die  Quadrate  von  77,,  ;>2  enthält,  so  än- 
dert sie  sich  nicht,  wenn  — 77,  für;?!,  oder  — j)^  für  gesetzt  wird; 
sie  ist  daher  gleichzeitig  die  Bedingung,  dass  jeder  der  beiden  qua- 
dratischen Factoren  von  2a)  mit  jedem  quadratischen  Factor  von  2b) 
einen  linearen  Factor  gemeinsam  haben. 

Nun  bestehen  aber  für  die  3 Wurzeln  7?!^,  ps^  der  Gleichung 
3)  die  Relationen: 

+ = — 2o 

Pi^Pi^Ps^  = 

in  folge  derselben  ist  6)  identisch  erfüllt. 

Berlin,  Mai  85.  C.  W e 1 1 z i e n. 


3. 


Neue  Construction  von  Kegelschiiittsliiilcn  aus  zwei  conjugirten 

Durchmessern. 


Es  seien  AB  *=  2a  und  CD  = 2b  die  Achsen  einer  Ellipse. 
Nimmt  man  diese  als  Coordinatenachsen  an,  so  hat  AC  die  Gleichung 


ay  — bx  “=»  o^,  BC  . . . ay  -j-  6«  = ah. 
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Haben  die  Punkte  M (in  AC)  und  N (in  BC)  dieselbe  Abscisse 
OQ  = w»,  so  müssen  ihre  Ordinaten 

b . b 

Q3f  = - (a-f"W»)  nnd  QiV=-(a  — m) 


sein;  demnach  lautet  die  Gleichung  der  Geraden  BM 


die  der  Geraden  AA 


und  ihr  Schnittpunkt 


y _ &(«  + >») 
a — X a{a  — m)  * 

y ^ b{a  — m) 
a-f-x  a(a-j-m) 

P hat  die  Goordinaten 


2a*m  i(a*  - tn*) 

Diese  Werte  genügen  der  Gleichung 


(die  Gleichung  wird  auch  als  Product  von  BM  und  AN  erhalten)^ 
folglich  liegt  der  Punkt  P auf  der  Ellipse,  welche  AB  und  CD  zu 
Achsen  hat.  Die  Gleichung  der  Ellipsentangento  im  Punkte  C hat 
die  Form 

und  wird  durch  (x  =■  m,  y «=  i)  erfüllt;  die  Tangente  geht  also  durch 
den  Punkt  Z/,  in  welchem  die  Gerade  MN  die  zu  AB  Parallele  durch 
C trifft. 


Wären  AB  und  CD  nicht  Achsen,  sondern  conjugirte  Durch- 
messer der  Ellipse,  so  könnte  man  diese  zu  Coordinaten-Achsen 
wählen , die  Rechnung  so  wie  oben  durchführen  und  würde  dasselbe 
Resultat  erhalten.  Man  kann  deshalb  eine  Ellipse  aus  den  Achsen 
oder  conjugirten  Durchmessern  AB^  CD  construireu,  indem  man  AC', 
BC\  dann  CF\AB  zieht  und  diese  Geraden  durch  beliebige  zu  CD 
Parallele  resp.  in  3/,  N und  L schneidet.  BM  und  AN  treffen  sich 
dann  in  einem  Ellipsenpunkto  i*,  dessen  Tangente  durch  L geht. 

Aehnlich  lässt  sich  folgende  Construction  der  Hyperbel  ans  den 
coujngirten  Durchmessern  AB  und  CD  nachweisen. 

Sind  AB  und  CD  conjugirte  Durchmesser  einer  Hyperbel,  und 
werden  die  Geraden  AD,  BC  und  die  zu  ihnen  parallele  Asymptote 
durch  beliebige  zu  CD  Parallele  resp.  in  3f,  N und  L geschnitten, 
so  treffen  sich  AN  und  BM  in  einem  Hyperbelpunktc  P,  dessen  Tan- 
gente durch  L geht. 
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Miscetten. 


Je  nachdem  AB  und  CD  Achsen  oder  conjugirte  Durchmesser 
der  Hyperbel  sind,  wird  man  ein  recht-  oder  schiefwinkliges  Coor- 
dinatcusystem  aniiehraen  und  erhält  als  Gleichung  für  BC 


für  die  Asymptote  EOG 
für  AD 


ay-\-hx  = ah^ 
ay-\-hx  = 0, 
ay  ~ybx  ==  — ah. 


Ist  X »=  OQ  = w,  SO  hat  man 


h . . . h 

QN  = - {a  — m),  QL  wi,  QM 


a 


n 


und  für  AN  die  Gleichung 

y b{a  — m) 

x-j-a  rt(a-j-m)  * 

für  BM 

y i(rt-|-w) 

x — a n{a  — m) 

Diese  Geraden  schneiden  sich  in  einem  Punkte  P mit  den  Coor- 
dinaten 

6(o*  — m*) 

^ 2m  ’ ^ 2am 

welche  der  Gleichung 

b^x^ — a^y^  = a^b^ 

genügen , weshalb  P auf  der  Hyperbel  mit  den  Achsen  oder  conju- 
girten  Durchmessern  AB  ==  2«,  CD  = 2b  liegen  muss. 

Die  Gleichung  der  Hyperbeltangente  im  Punkte  P 

h{a^-\-m^)x  — a{ar  — m^)y  “=  2a%m 


wird  identisch  für 


b 

X = 7/i,  y — m 


d.  h.  diese  Tangente  geht  durch  den  Punkt  L. 

Es  braucht  wol  kaum  erwähnt  zu  werden , dass  man  hei  beiden 
Constructionen  die  Punkte  A und  sowie  C und  D vertauschen 
kann. 

Pola,  im  Juli  1885. 

Franz  Schiffner 
k.  k.  Prof. 


\ 
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4. 


Regelmässiger  linear  begrenzter  Winkel  Ton  Tier  Dimensionen. 


Nimmt  man  ein  regelmässiges  Polyeder  V zur  Basis  einer  vier- 
dehnigen  Pyramide  von  der  Höbe  deren  Spitze  A auf  dem,  im 
Mittelpnkte  B auf  dem  Raume  von  V errichteten  Lote  liegt,  so  ist 
der  vierdebnige  Winkel  an  der  Spitze  derjenige,  welchen  wir  einen 
regelmässigen  nennen.  Nach  T.  LXVI.  S.  44S.  ist  seine  Grösse 


wo  r den  Radiusvector  des  Elements  d V von  der  Spitze  aus  bezeichnet. 

\ 

Ein  passendes  Coordinatensystem  erhalten  wir.  wenn  wir  aus  B 
ein  Lot  BC  =>  a auf  eine  Seitenfläche  F,'dann  aus  deren  Mittelpunkt 
C’  ein  Lot  CD  = h auf  eine  Kante  K =2c  fällen  und  die  Axen  vom 
Anfangspunkt  A aus  in  den  4 orthogonalen  Richtungen  AB  ^ BC\ 
CD  und  K nehmen.  Dann  sind  /(,  a,  c die  Coordinaten  einer 
Ecke  von  V. 


Ein  regelmässige  Gebilde  contrahiren  heisse:  mit  Erhaltung  des 
Mittelpunkts  ein  ähnliches  in  gleicher  Stellung  construiren.  Con- 
trahirt man  F,  F,  K in  den  Verhältnissen  1 : ar,  1 : y,  1 : z,  so  wird 
der  Endpunkt  von  K ein  beliebiger  Punkt  P im  Raume  P,  welcher 
V erzeugt,  wenn  ar,  y,  z von  0 bis  1 variiren.  Nach  Contraction  sind 
die  Coordinaten  von  P 

h,  oar,  6ary,  cxyz 

Das  Körperelemcnt  ist  ein  Product  ihrer  Differentiale 

oflar,  bxdy,  cxyBz 


and  einer  Constanten,  also 

ö F = 6 Fa:*y  Bx  By  Bz 


Integrirt  man  erst  nach  y,  dann  nach  z,  so  kommt: 
1 


1 

2(A*  + a*  ar*)  [A*  + (a*  + A*)x*  + c*  ar*  z*] 
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Mtscellen, 


Fahrt  mau  dies  ein  und  setzt 

hj/b*  tg*g>  — a*  a ® 1 i “1“  « 

- = aVa^-hi-'  Ä“*«“!  + = 


SO  findet  man: 


W 


C I /b^  — a*  COt*<p\ 


Insbesondere  ist  hiernach  fUr  das 


Tetraeder  ir=  12 0yarctgV2  — cotV 


tg«  = :^;  ^ß-:^2V^  + ih 


Hexaeder  IF  = 24  fdv  arctg 

a 


V‘^. 


8ä* 

— cot*<p 


tga  = l;  tg/3 


K'^+äir* 


/ 

Oktaeder  IV  = 24  / 0qp  arc  tg  V 1 — 2 cot*^ 


tgo  = V2;  tg(3  --  1/2  + ^ 


2A» 

Dodekaeder  H'=60  J Sflparctg^-^^^— _cotV^ 

a 

V5  + 1 „ V5+1  1/~~.’73+V'^ 

, 

Ikosaeder  W—GOj  8a>aretgl/3~y5 

o r 2 2 

34- V5  , „ ä+VöiA  1 TVö  + iV' 

tga  = ; igß  = y 1 + 

WO  Ä in  Einheiten  gleich  der  Kante  gemessen  ist.  Es  ist  zu  be- 
merken, dass  allein  die  obere  Grenze  von  der  einzig  variabelu  Grösse 
h abliängt,  die  IV  also  Werte  einer  Integralfunction  sind. 

R.  Hoppe. 
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IX. 

lieber  die  Curven  vierter  Ordnung 
mit  drei  Intlexionsknoten. 


Von 

P.  H.  Schoute. 


Zweiter  Abschnitt. 


(Quadratische  Transformation,  Zurttckftthrung  der  zu 
betrachtenden  Curven  anf  Kegelschnitte,  W cndesch nitt  und 
Rückkehrschnitt,  Nor  mal  curven  erster  und  zweiter  Gattung). 

15.  „Abgesehen  von  Realitätsunterschieden  giebt  es  zwei  ver- 
schiedeue  Arten  von  involutoriscben  quadratischen  Transformationen, 
welche  ich  als  regelmässige  und  unregelmässige  Art  einander  gegen- 
über stelle.  In  der  regelmässigen  Art  entsprechen  den  drei  Funda- 
mentalpunkten  A,  /I,  C die  Gegenseiten  BC\  CA,  AB  des  von  ihnen 
gebildeten  Dreiecks;  in  der  unregelmässigen  Art  gehen  die  den  Fuu- 
damentalpunkten  A und  B entsprechenden  Geraden  AC  und  BC 
durch  diese  Punkte  selbst,  und  entspricht  nur  dem  dritten  Funda- 
mental punkt  C die  Gegenseite  des  Dreiecks  ABC.  ln  der  regel- 
mässigen Art  entspricht  einem  Strahle  durch  einen  Fundamental- 
pnnkt  immer  wieder  ein  Strahl  durch  den  nändichen  Fundamental- 
punkt  und  bilden  die  einander  entsprechenden  Strahlen  durch  diesen 
Fuudamentalpuukt  eine  quadratische  Strahleuiuvolution;  in  der  un- 
regelmässigen Art  entsprechen  den  Strahlen  durch  A Strahlen  durch 
B,  umgekehrt  den  Strahlen  durch  B Strahlen  durch  A und  die 
Strahlen  durch  0 sich  selbst.  Die  regelmässige  Art  enthält  vier 


Ardu  d.  Math.  «.  Phys.  S. 
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sich  selbst  entsprechende  Punkte  jS,  welche  die  Eckpunkte  sind  eines 
vollkommenen  Vierecks  mit  den  Fundamentalpunkten  der  Trans  j 
formation  zu  Schnittpunkten  der  Gegenseiteiipaarc ; die  unregelmässige  j 
Art  enthält  unendlich  viel  sich  selbst  entsprechende  Punkte,  welche 
einen  Kegelschnitt  erfüllen,  der  AC  in  A und  BC  in  B berührt“.  j 

Bekanntlich  hat  jede  involutorische  quadratische  Transformation')  | 
drei  Fundamentalpunkte  A,  B^  C\  von  welchen  jeder  nicht  einem 
einzigen  Punkte,  sondern  allen  Punkten  einer  Geraden  entspricht. 
Dabei  sind  dann  diese  Fundamentalgeraden  allemal  die  Seiten  des 
Dreiecks  ABC.  Dieses  einander  Entsprechen  von  Eckpunkten  und 
Seiten  des  Dreiecks  ABC  kann  aber  auf  zwei  verschiedene  Weisen 
Statt  finden.  Entweder  es  entspricht  jedem  Eckpunkte  die  gegen- 
überliegende Seite  des  Dreiecks;  oder  aber  es  ereignet  sich  nur  ein- 
mal, dass  einem  Eckpunkte  C die  gegenüberliegende  Seite  AB  des 
Dreiecks  entspricht,  indem  den  anderen  Eckpunkten  A und  B die 
durch  diese  Punkte  gehenden  Seiten  des  Dreiecks  entsprechen.  Denn 
der  involutorische  Charakter  der  Transformation  widersteht  der  sonst 
bei  quadratischen  Transformationen  in  zwei  zusammengefallenen  Ebe- 
nen möglichen  Anordnung,  wobei  den  Punkten  A,  //,  C nach  ein- 
ander die  Seiten  A/?,  i/C,  CA  entsprechen.  Ist  nun  die  bekannte 
Transformation  mittelst  symmetrischer  Strahlentripel  *) , d.  h.  die 
hyperbolisch  gleichseitige  Transformation  *)  ein  einfaches  Beispiel 
der  Transformation  erster  Art,  so  giebt  die  Verwandtschaft  der 
Punkto  r und  P',  welche  auf  Geraden  durch  einen  festen  Punkt  C 
einander  conjugirt  sind  in  Bezug  auf  ciucn  gegebenen  Kegelschnitt  Ä', 
ein  übersichtliches  Beispiel  der  Transformationen  zweiter  Art;  dabei 
treten  dann  die  Berührungspunkte  A und  der  aus  Can  K mög- 
lichen Tangenten  neben  C als  Fuiidamentalpuuktc  auf. 

Durch  die  Anweisung  der  den  Funda  mcntalpunkteu  A,  i/,  C 
entsprechenden  Seiten  des  Dreiecks  A//C  sind  nun  die  oben  im  Satze 


1)  Hierbei  setze  ich  Bekanntheit  mit  der  involutorischen  quadratischen 
Transformation  voraus.  Einige  Andeutungen  zu  einer  clerocntnr-gcoractrischen 
Behandlung  dieser  Theorie  giebt  Rcyc  (I.  Abteilung,  Seite  169,  Aufgabe 
61—71).  Es  ist  hier  aber  nicht  die  Stelle  dieses  bekannte  Material  weiter 
geometrisch  zu  verwerten. 

2)  Man  vergleiche  meine  Notiz  „Dcux  cas  particulicrs  de  In  transforrontion 
birationncllc“  (Bulletin  dos  Sciences  mathdm.  et  astron. , 2*  s^ric,  tome  VI, 
1882,  pngc  152  — 169  et  174—189). 

3)  Man  vergleiche  über  diese  Bczeichnungswcise  „Die  Theorie  der  Kegel- 
schnitte gestützt  auf  projcctivischc  Eigenschaften“  von  Dr.  II.  Schröter,  Seite 

^6  (Jacob  Stcincr’s  „Vorlesungen  über  synthetische  Geometrie“,  zweiter  Band). 
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weiter  angeführten  Eigenschaften  von  selbst  bedingt  Entspricht  er- 
stens jedem  Eckpunkte  die  Gegenseite,  so  wird  einer  Geraden  durch 
irgend  einen  Fnndameutalpunkt  A eine  andere  Gerade  durch  diesen 
Punkt  entsprechen,  da  diese  mit  der  Gegenseite  BC  einen  durch 

C gehenden  Kegelschnitt  bilden  muss.  Also  entsprechen  die 
Strahlen  durch  A einander  iuvolutorisch  und  kann  dies  ebenfalls  von 
den  Strahlen  durch  B und  den  Strahlen  durch  C behauptet  werden. 
Und  nun  schneiden  die  Doppelstrahlen  und  der  Involution  um 
A die  Doppelstrahlen  ä,  und  der  Involution  um  B in  vier  sich 
selbst  entsprechenden  Punkten  5,  welche  ebenfalls  auf  den  zwei  Doppel- 
strablen  der  Involution  um  C liegen  müssen  und  also  die  Eckpunkte 
sind  eines  vollkommenen  Vierecks  mit  A,  /y,  C als  Schnittpunkte 
der  Gegenseitenpaare. 

Entspricht  zweitens  nur  dem  Punkte  C die  Gegenseite  AB  des 
Dreiecks,  indem  A und  B die  durch  diese  Punkte  gehenden  Seiten 
ÄC  und  BC  zu  Fundamental  geraden  haben,  so  entsprechen  wieder 
die  Strahlen  durch  C einander  involutorisch , ist  aber  einer  Geraden 
durch  A eine  Gerade  durch  B zugewiesen  und  umgekehrt.  Ist  dann 
a irgend  eine  Gerade  durch  A,  b die  ihr  entsprechende  Gerade  durch 
B und  P ihr  Schnittpunkt,  so  entspricht  P sich  selbst;  denn  dem 
Schnittpunkte  von  a und  b muss  der  Schnittpunkt  von  b und  a ent- 
sprechen. Da  aber  die  Büschel  a und  b projectivisch  verwandt  sind 
— denn  irgend  einem  Strahle  durch  A entspricht  ein  einziger  und 
bestimmter  Strahl  durch  B und  umgekehrt  — so  ist  der  Ort  der 
Schnittpunkte  der  einander  entsprechende  » Strahlen  dieser  Büschel, 
d.  h.  der  Ort  der  sich  selbst  entsprechenden  Punkte  S ein  durch  C 
und  B gehender  Kegelschnitt;  dieser  Kegelschnitt  berührt  in  A und 
B die  Geraden  AC  und  BC^  da  AC  im  Büschel  um  A und  BC  im 
Büschel  um  B der  Verbindungslinie  AB  der  Scheitel  entspricht. 
Und  es  versteht  sich  , dass  die  Existenz  einer  Curve  von  sich  selbst 
entsprechenden  Punkten  S nun  auch  die  Strahleninvolution  um  C 
als  eine  Strableninvolution  mit  einer  unendlichen  Anzahl  von  Doppcl- 
strahlen  kennzeichnet ; so  dass  wir  den  oben  als  Beispiel  vorgeführten 
Fall  als  die  allgemeinste  Transformation  zweiter  Art  anerkennen 
müssen.  Also  ist  diese  Transformation  die  Verwandtschaft  der  ein- 
auder  in  Bezug  auf  einen  gegebenen  Kegelschnitt  conjugirten  Punkto 
von  den  Geraden  durch  einen  festen  Punkt  C\  denn  es  sind  die 
Schnittpunkte  von  irgend  einer  Geraden  durch  C mit  dem  Kegel- 
schnitte der  Punkte  S die  Doppelpunkte  der  auf  diesen  Geraden 
gelegenen  involutorischen  quadratischen  Punktinvolution. 

Tritt  bei  der  Transformation  zweiter  Art  ein  Kegelschnitt  von 
Punkten  S auf,  so  ist  bekanntlich  die  Transformation  erster  Art  mit 
einem  Kegelschnittbüschel  in  Verbindung  zu  bringen.  Liegen  nam- 
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lieh  zwei  gegebene  Kegelschnitte  und  vor,  so  kann  man  jedem 
Punkto  P ihrer  Ebene  den  Schnittpunkt  P*  der  Polaren  und 
von  P in  Bezug  auf  üT,  und  als  zugeordneten  Punkt  zuweisen, 
wobei  P'  dann  überhaupt  allen  Polaren  p von  P in  Bezug  auf  die 
Kegelschnitte  K des  von  und  Ag  bestimmten  Büschels  gemeinsam 
ist*).  Und  diese  iuvolutorische  Verwandtschaft  der  Punkte  P und 
P'  ist  dann  eine  quadratische  Transformation  erster  Art,  welche  die 
Eckpunkte  und  die  gegenüberliegenden  Seiten  des  den  Kegelschnitten 
A'  des  Büschels  gemeinsamen  Poldreiecks  ABC  zu  Fuudameutal- 
punkten  und  diesen  Punkten  entsprechenden  Fundamcntalgeraden 
und  die  Basispuukte  des  Büschels  zu  sich  selbst  entsprechenden 
Punkten  S hat.  So  dass  mau  von  einer  durch  das  Fundamental- 
dreieck  ABC  und  ein  Paar  einander  entsprechender  Punkte  P und 
P*  bestimmten  Transformation  erster  Art  nur  die  vier  Punkte  S zu 
bestimmen  hat  um  in  diesen  die  Basispunkte  des  die  Transformation 
bestimmenden  Kcgclschnittbüschels  erblicken  zu  können. 

Von  der  Transformation  zweiter  Art  bildet  die  bekannte  Ver- 
wandtschaft der  reciproken  Radien  das  einfachste  Beispiel  Von 
allen  quadratischen  Transformationen  zweiter  Art  wird  nur  sie  hier 
auftreten,  im  Folgenden  unter  quadratischer  Transformation  im  all- 
gemeinen eine  Transformation  erster  Art  zu  verstehen  sein. 

16.  „In  jeder  involutorischen  quadratischen  Transformation, 
deren  Fundamentaldreieck  ABC  ein  Poldreicck  eines  gegebenen 
Kegelschnittes  K ist,  entspricht  diesem  Kegelschnitte  K eine  Curve 

C*  mit  den  drei  doppelten  lutiexionsknoten  B^  C,  Und  umge- 
kehrt entspricht  einer  gegebenen  Curve  C“*  mit  den  drei  Intiexions- 
knoten  J,  B,  C in  jeder  involutorischen  quadratischen  Transformation 
mit  A,  B^  C als  Fundanicutalpunkten  ein  Kegelschnitt,  von  weichem 
ABC  ein  Poldreieck  ist“. 

Bei  beliebiger  Lage  vom  Kegelschnitte  A in  Bezug  auf  das 
Fundamentaldreieck  ABC  (Fig.  17.)  entspricht  dem  Kegelschnitte  A' 
eine  Curve  6'*  vierter  Ordnung  mit  den  Doppelpunkten  A,  J5,  C% 

4)  Es  sind  dies  die  oben  angewiesenen  Andeutungen  zu  einer  elementar 
geometrischen  Behandlung  der  Theorie  der  involutorischen  quadratischen  Trans- 
formationen von  Rcye. 

5)  Mau  vergleiche  Rcye,  a,  a.  O.,  1.  Abteilung,  Seite  170,  Aufgabe  65 
— 79,  und  „Einleitung  in  die  synthetische  Geometrie“  von  C.  F.  Geiser,  Seite 
159-183. 

6)  Eine  ausgezeichnete  Uebersicht  der  Theorie  der  von  Cremona  her- 
rührenden  birationcllen  Verwandtschaft  giebt  Dewulf  in  seinem  „Sur  les  Irans- 
furmations  g<5omdtnques  des  Hgurcs  planes“  (Bulletin  des  Sciences  mathdm.  et 
astron.  1®.  Serie,  tomc  V,  1872,  pagc  206—240). 
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Denn  es  ist  A ein  Doppelpunkt  der  dem  Kegelschnitte  K entsprechen- 
den Cnrve,  da  die  Fundamcntalgerade  BC  von  A diesen  Kegelschnitt 
in  zwei  von  B und  C verschiedenen  Punkten  ^1,  und  A^  schneidet. 
Und  jede  Gerade  a durch  B schneidet  diese  Curvo  ausser  A noch  in 
zwei  andern  Punkten  P/  und  Pg',  da  die  entsprechende  Gerade  a 
durch  A zwei  nicht  auf  BC  liegende  Punkte  J\  und  Pg  mit  A'  ge- 
mein hat.  Aber  in  diesem  Falle  sind  die  Doppelpunkte  A,  P,  C der 
C*  Doppelpunkte  ordentlicher  Art  Denn,  da  die  Verbindungslinien 
AAi  and  AA^  den  Kegelschnitt  noch  in  den  von  A,  und  Ag  ver- 
schiedenen Punkten  Qj  und  Qg  schneiden,  so  trifft  jode  der  beiden 
Doppelpunkttangenten  von  C*  in  A diese  Curve  noch  in  einem  nicht 
mit  A zusammonfallenden  Punkto,  hat  sie  also  wie  eine  gewöhnliche 
Doppelpunkttangente  in  A drei  Punkte  mit  C*  gemein. 

» 

Ist  aber  ABC  ein  Poldreieck  von  K (Fig.  18.),  so  werden  die 
Verbindungslinien  AAj  und  AAg  von  A mit  den  auf  BC  liegenden 
Punkten  von  K zu  Tangenten  von  A'  in  Aj  und  Ag  und  schneidet 
jede  der  beiden  Doppelpunkttangenten  von  C*  in  A diese  Curvo  in 
vier  mit  A zusaramenfallenden  Punkten.  In  diesem  Falle  ist  also  jede 
dieser  Tangenten,  da  sie  in  A mit  dem  sie  nicht  berührenden  Zweige 
von  C*  offenbar  nur  einen  Punkt  gemein  hat,  Wendetangento  für 
den  anderen  Zweig  in  A,  welcher  deshalb  in  diesem  Punkto  einen 
Wendepunkt  hat  Also  ist  die  dem  Kegelschnitte  K entsprechende 

C*  eine  C*  mit  den  Inflexionsknoten  A,  P,  C (bezeichnet  durch  *). 

Dieser  Satz,  dessen  Umkehrbarkeit  nun  sofort  einleucbtct,  rührt 
von  Prof.  K.  Küpper  her "). 

17.  „Die  Wendetangenten  eines  Doppelpunkts  A der  C'*  sind 
von  den  Geraden  AP  und  AC\  welche  diesen  Punkt  mit  den  beiden 
anderen  Doppelpunkten  verbinden,  harmonisch  getrennt“. 

In  einer  quadratischen  Transformation  bilden  die  einander  ent- 
sprechenden Geraden  durch  einen  Fnndamentalpunkt  A,  wie  wir  ge- 
sehen haben,  eine  quadratische  Involution  und  in  dieser  ist  das 
Doppelverhältniss  von  irgend  vier  Strahlen  dem  der  vier  entspre- 
chenden Strahlen  gleich.  Da  nun  die  Tangenten  AAj  und  AAg  aus 
A an  K (Fig.  18.)  von  AB  und  AC  harmonisch  getrennt  sind,  so 
sind  auch  die  Geraden  AA^  und  AAg',  d.  b.  die  Wendetangenton 

von  C*  in  A von  AC  und  AB  harmonisch  getrennt 


7)  „üeber  Ranmearven  vierter  Ordnung  erster  Art  und  eine  specicllo  ebene 
Cnrre  vierter  Ordnung  C"*,“  (Abhandlungen  der  k.  böhm.  Gesellsch.  der  Wis- 
»ciwcb.,  VI,  Folge,  6.  Band,  1873). 
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Schonte:  Die  Curven  vierter  Ordnung 


18.  „In  Bezug  auf  die  RealitÄt  gicbt  es  zwei  verschiedene  Gat- 
tungen von  Curven  C“.  Von  den  Curv'eu  erster  Gattung  sind  die 
drei  Doppelpunkte  sämtlich  reell  und  zwei  von  ihnen  Knotenpunkte, 
indem  der  dritte  ein  conjugirtcr  Punkt  ist.  Von  den  Curven  zweiter 
Gattung  ist  nur  ein  einziger  Doppelpunkt  reell  und  dieser  Punkt 
immer  ein  Knotenpunkt“. 

In  Bezug  auf  die  Realität  verhält  sich  das  Poldreieck  eines 
Kegelschnittes  K auf  zwei  verschiedene  Weisen.  Entweder  sind  alle 
Ecken  und  Seiten  reell,  oder  es  sind  dies  nur  eine  Ecke  und  die  ihr 
gegenüberliegende  Seite.  Und  nun  giebt  die  quadratische  Trans- 
formation von  A'  in  Bezug  auf  das  Poldreieck  als  Fundamental- 
dreieck im  ersten  Falle  eine  Curvo  C*  der  ersten,  im  zweiten  Falle 
eine  der  zweiten  Gattung. 

Im  ersten  Falle  eines  ganz  reellen  Poldrciecks  ABC  schliesst 
K bekanntlich  einen  einzigen  Eckpunkt  dieses  Dreiecks  eiu^).  Ist 
C (Fig.  18.)  der  eingeschlosseno  Eckpunkt,  so  sind  also  die  Tan-  ^ 
genten  aus  A und  B an  K reell,  jene  aus  C an  K aber  imaginär, 
d.  h.  A und  B sind  Knotenpunkte  und  C ist  ein  conjugirter  Punkt  ^ 

von  6**. 

Im  zweiten  Falle  könnte  es  scheinen,  als  gäbe  es  zwei  Unter- 
gattungen von  Cunen  C*;  denn  bei  dem  nur  teilweise  reellen  Pol-  ' 
dreiecke  können  wirklich  zwei  verschiedene  Lagen  eintreten.  Es 
kann  nämlich  der  reelle  Eckpunkt,  welcher  immer  durch  C äuge-  ' 
deutet  werden  mag,  entweder  innerhalb  oder  ausserhalb  K liegen, 
d.  h.  es  können  die  Schnittpunkte  der  reellen  Seite  c des  Dreiecks 

mit  K entweder  conjugirt  - imaginär  oder  reell  sein.  Aber  man  er- 
kennt leicht,  dass  nur  die  zweite  Voraussetzung  zu  einer  reellen  C* 
führt.  Denn,  wenn  die  Fundamentalpunkte  A und  B imaginär  sind, 
so  muss  man  wieder  zwei  Fälle  unterscheiden,  dass  es  entweder  wol  ' 
oder  nicht  möglich  ist  durch  diese  Punkte  einen  nicht  zerfallenden 
reellen  Kegelschnitt  zu  legen.  Im  ersten  Falle  — und  dann  nennt 
man  die  Punkte  A und  B conjugirt  - imaginär  — entsprechen  in 
jeder  quadratischen  Transformation  mit  ABC  als  Fandamentaldreieck 
den  Geraden  der  Ebene  reelle  Kegelschnitte  und  im  allgemeinen  den 
reellen  Curven  wieder  reelle  Curven;  im  zweiten  Falle  sind  die  den 
Geraden  der  Ebene  entsprechenden  Kegelschnitte  und  die  den  reellen 
Curven  entsprechenden  Curven  sämtlich  imaginär.  Nun  können  aber 


^ 8)  R«ye,  a.  a.  0.,  I.  Abteilnng,  Seite  79  and  Seite  83. 
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DIgltized  by  Google 


120 


Schoute:  Die  Curven  vierter  Ordnung 


Ist  von  den  drei  Inflexionsknoten  nur  C reell,  so  denken  wir 
uns  durch  die  conjugirt-imaginären  Doppelpunkte  A und  B einen 
Kegelschnitt  und  projiciren  nun  in  der  von  Poncelet  angegebenen 
Weise  die  Figur  so,  dass  c in’s  Unendliche  verschwindet,  und  der 

Kegelschnitt  einen  Kreis  zur  Projoction  bekommt.  In  diesem  Falle 
wird  nämlich  die  Projection  von  eine  neue  Curve  vierter  Ord- 
nung von  deren  Inflexionsknoten  nur  ein  einziger  Cj  reell  ist, 
und  die  beiden  anderen  mit  den  imaginären  Kreispunkten  zusammen- 
falleu.  Da  jede  Transformation  der  reciproken  Radien,  welche  C, 

zum  Contrum  hat,  diese  in  einen  Kegelschnitt  mit  dem  Mittel- 
punkte Cj  tiberführt,  hat  diese  ~C\^  ebenfalls  zum  Mittelpunkt  und 
zwei  senkrecht  auf  einander  stehende  Geraden  durch  Cj  zu  Sym- 
metrieachsen. Und  offenbar  ist  der  Kegelschnitt,  in  welchen  Cj*  sich 
umbildet,  eine  gleichseitige  Hyperbel,  da  die  unendlich  fernen  Punkte 
dieser  Curve  zweiter  Ordnung  von  den  imaginären  Kreispunkten  har- 
monisch getrennt  werden. 

In  der  oben  angeführten  Arbeit  hat  Herr  Küpper  bewiesen,  dass 
die  vier  Eckpunkte  eines  vollkommenen  Vierecks,  für  welchen  die 

drei  luflexionsknotcn  einer  C*  die  Schnittpunkte  der  drei  Paare  von 
Gegenseiten  sind,  auf  dieser  Curve  liegen,  sobald  dies  mit  einem  der 
vier  Punkte  der  Fall  ist,  was  dann  weiter  die  Grundlage  bildet  von 
einer  ganzen  Reihe  von  Eigenschaften  solcher  Punktquadrupel  auf 

Diese  Eigenschaften  sind  eine  unmittelbare  Folge  der  Möglich- 
keit jede  als  eine  Curve  mit  einem  Mittelpunkte  und  zwei  sich 
senkrecht  in  ihm  schneidende  Symmetrieachsen  zu  projiciren. 

Wir  nennen  diese  letztere  Curve  eine  „Normalcurve  6'*“. 

20.  „Die  Wendepunktstangenten  von  werden  in  ihren  Schnitt- 
punkten mit  den  gegenüberliegenden  Seiten  des  Doppelpunktsdrei- 
ccks  ABC  von  einem  Kegelschnitte  berührt.  Von  diesem  Kegel- 
schnitte, welcher  weiter  als  „Wendeschnitt“  bezeichnet  werden  soll, 
ist  ABC  ein  Poldreieck“. 

In  einer  quadratischen  Transformation  sind  die  drei  quadrati- 
schen Involutionen  der  Strahlen  o,  a'  durch  A,  b'  durch  B und 
f,  c'  durch  C dadurch  an  einander  gebunden,  dass  den  durch  einen 
Punkt  P gehenden  Strahlen  a,  i,  c allemal  drei  ebenfalls  durch  einen 
Punkt  P'  gehende  Strahlen  a',  i',  c entsprechen.  Hieraus  folgt, 


10)  „Traitd  des  propridtds  projectives  des  figures“,  douxi^me  Edition 
tome  I,  page  53,  art.  109. 
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dass  drei  Strahlen  <?, , welche  die  gegenüberliegenden  Seiten 

des  Dreiecks  in  drei  Punkten  einer  Geraden  treffen,  drei  Strahlen 
entsprechen,  welche  ebenfalls  diese  Eigenschaft  zeigen. 
Schneiden  nämlich  die  drei  Strahlen  Zj,  die  gegenüberliegenden 
Seiten  des  Dreiecks  ABC  in  drei  Punkten  einer  Geraden,  so  gehen 
nach  den  Sätzen  von  Menclans  und  de  Ceva  die  drei  Strahlen  «g, 
Cj,  welche  oj,  &j,  von  den  Dreiecksseiten  harmonisch  trennen, 
durch  einen  Punkt  i’;  deshalb  gehen  dann  auch  die  den  Strahlen  «jji 
entsprechenden  Strahlen  durch  den  Punkt  P'  und 

werden  umgekehrt  nach  den  Sätzen  von  de  Ceva  und  Meuclaus  die 
drei  Strahlen,  welche  «g',  Äg',  von  den  Dreiecksseiten  harmonisch 
trennen,  die  gegenüberliegenden  Seiten  wieder  in  drei  Punkten  einer 
Geraden  treffen.  Aber  es  sind  die  Strahlen,  welche  c^'  von 

deu  Dreicckssciten  harmonisch  treffen,  offenbar  die  den  ent- 

sprechenden Strahlen;  also  u.  s.  w. 

Mittelst  dieser  neuen  Form  der  Relation  zwischen  den  drei 
Strahlcniuvolutionen  einer  quadratischen  Transformation  und  des 
Pascarschen  Satzes  zeigt  man  nuu  leicht,  dass  in  jeder  quadratischen 
Transformation  mit  A,  C als  Fundamentalpunktcn  den  sechs  Strah- 
leu,  welche  die  auf  den  Seiten  des  Dreiecks  ABC  liegenden  Punkte 
irgend  eines  Kegelschnittes  K mit  den  gegenüberliegenden  verbinden, 
sechs  Strahlen  entsprechen , welche  die  Dreicckssciten  in  sechs  auf 
einem  neuen  Kegelschnitte  K'  liegenden  Punkten  schneiden.  Sind  näm- 
lich B^B^^  CjC’a  (Fig.  19.)  die  Schnittpunktenpaare  des  Kegel- 

schnittes K mit  den  Seiten  des  Dreiecks  ABC^  und  wird  BC  von 
in  A3,  CA  von  C^A^  in  B-^  und  AB  von  A^B.,  in  C3  geschnit- 
ten, so  sind  dem  Pascal’schen  Satze  nach  A3,  B^^  63  drei  Punkte 
einer  Geraden.  Deuten  nun  A^'A^'A^\  B^'BJB/,  C/C’g'CV  “)  die 
Schnittpunkte  an  von  den  Seiten  des  Dreiecks  mit  den  durch  die 
gegenüberliegenden  Eckpunkte  gehenden  Geraden,^  \velchc  den  Ver- 
biudungsiiuicu  von  Aj,  Ag,  A3  mit  A,  von  B^^  B.^  mit  B^  von 
t’i,  C’2,  C3  mit  Centsprechen,  so  zeigt  die  neue  Form  der  Abhängig- 
keit zwischen  deu  drei  quadratischen  Involutionen  um  A,  B,  C au, 
dass  einerseits  A3',  B^\  Cg'  in  einer  Geraden  liegen  und  dies  ander- 
seits mit  jedem  der  drei  Punkttripel  Z^/Cj'Ag',  C\' Aj B^\  Aj/^j,'Cg' 
der  Fall  ist,  dass  also  dem  Pascal’schen  Satze  zufolge  die  sechs  Punkte 
-‘1i'A2',  C/C3'  Punkte  eines  Kegelschnittes  K'  sind. 


II)  üm  Missverständniss  vorzubeugen,  weise  ich  hier  an,  dass  diese  neuen 
Punkte  A|'  n.  s.  w.  in  der  Transformation  nicht  den  Funkten  Aj  u.  s.  w. 
entsprechen;  ebenso  wenig  wie  die  ein  wenig  mehr  unten  vorgeführte  Curvc  K* 
dem  Kegelschnitte  K entspricht. 
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Schonte:  JOie  Curven  vierter  Ordnung 


Ist  hiermit  nun  im  allgemeinen  geometrisch  nachgewiesen , dass 
die  sechs  Doppelpunkttangenten  irgend  einer  Curvo  vierter  Ordnung 
mit  drei  Doppelpunkten  den  gegenüberliegenden  Seiten  des  Dop- 
pelpunktsdrciecks  in  sechs  Punkten  eines  Kegelschnittes  begegnen  **), 

so  sind  bei  unserer  überdies  die  zwei  Schnittpunkte  einer  Seite  des 
Dreiecks  mit  den  Wendetangenten  des  gegenüberliegenden  Eck- 

I 

Punktes  von  den  auf  dieser  Seite  liegenden  Doppelpunkten  harmo- 
nisch getrennt  Also  ist  ABC  ein  Poldreieck  des  durch  die 
sechs  Punkte  gehenden  Kegelschnittes,  und  wird  diese  Curvo  von  den 
Wendetangenten  auf  den  Seiten  des  Dreiecks  ABC  berührt  **). 

21.  „Die  C^  kann  durch  quadratische  Transformation  in  ihren 
Wendeschnitt  übergeführt  werden“. 

Bekanntlich  ist  eine  involutorischo  quadratische  Transformation 
bestimmt,  sobald  man  ausser  den  drei  Fuudamentalpunkten  A,  C 
ein  Paar  einander  entsprechende  Punkte  I\  B'  kennt.  Also  kann 
man  zur  Bestimmung  der  Transformation  innerhalb  der  von  den 
Fundamcutalgeradeu  erheischten  Einschränkung  zwei  der  drei  von 
den  Strahlen  durch  A,  //,  C gebildeten  quadratischen  Involutionen 
beliebig  aunehmen.  Bestimmt  man  nun  die  Transformation,  welche 

unsere  C*  mit  den  drei  luflcxionsknoten  A,  B,  C in  einen  Kegel- 
schnitt überführen  soll,  dadurch,  dass  die  beiden  durch  A gehenden 
und  ebenso  die  beiden  durch  B gehenden  Wendetangenten  einander 

entsprechen,  so  wird  die  übergehen  in  einen  Kegelschnitt,  der 

den  Wendeschnitt  von  C'*  in  seinen  auf -ÖC  und  CA  liegenden  Punkten 
berührt  und  also  mit  dem  Wendeschnittc  identisch  ist.  Es  entspre- 
chen in  dieser  Transformation  dann  auch  dio  beiden  durch  C gehenden 
Wendetangenten  einander. 


12)  Für  den  nnnlytischcn  Beweis  dieses  bekannten  Sattes  Tcrglciche  man 
Salmon-Fiedler’s  „höhere  ebene  Curven“  Art.  286. 

13)  ln  unserem  Falle  der  Curven  fallt  der  von  den  Doppclpunkts- 
tangenten  der  berührte  Kegelschnitt  zusammen  a)  mit  dem  Kegelschnitte« 
welcher  berührt  wird  von  den  sechs  aus  den  Doppelpnnkten  an  CA  möglichen 
Tangenten , b)  mit  dem  Kegelschnitte  durch  die  Schnittpunkte  der  Doppcl- 
punkttangenten  und  der  gegenüberliegenden  Seiten  des  Doppelpunktdreiecks,  c) 
mit  dem  Kegelschnitte  durch  die  Schnittpunkte  der  aus  den  Doppelpunkten  nn 
ermöglichen  Tangenten  und  der  gegenüberliegenden  Seiten  de«  Doppelpunkts, 
dreiccks. 

14)  Jede  C*  hat  nur  einen  Wendeschnitt;  aber  jeder  Kegelschnitt  hat 
eine  dreifach  unendliche  Anzahl  von  Poldreiecken  und  lässt  also  eine  dreifach 

unendliche  Anzahl  von  Curven  C*  zu,  deren  Wendeschnitt  er  ist. 
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Man  kann  znr  Bestimmung  einer  Transformation,  welche  in 
ihren  Wendeschnitt  umzuhilden  ini  Stande  ist,  allerdings  auch  die 

Weodetangonten  «j  und  (Fig.  20.)  der  in  resp.  die  Weude- 
tangenten  und  in  li  als  die  Doppolstrahlen  der  Involution  um 

resp.  um  B aunehmen ; denn  AB  und  AC  sind  harmonisch  ge- 
trennt von  rtj  und  und  ebenso  BC  und  BA  von  und 
Da  die  Doppelstrahlen  der  Involution  um  dann  aber  die  reellen 
Diagonalen  des  von  den  vier  Wendetangenten  gebildeten  einfachen 
Vierscits  nicht  die  imaginilren  Wendetangenten  in  6’ sind ^ 

und  also  bei  dieser  Transformation  die  Punkto  /l,  B^  C sich  auf  ver- 
schiedene Weisen  verhalten,  so  habo  ich  die  oben  gegebene  vorge- 
zogen. Sie  ist  wirklich  die  einzige,  welche  die  in  ihren  Wende- 
schnitt überführcud  die  Punkto  ^1,  B^  C ganz  gleich  hervortreteu 
lässt,  und  sie  gewährt,  wie  sich  im  folgenden  Abschnitte  zeigen  wird, 
bei  den  fortgesetzten  Untersuchungen  wichtige  Vorteile 

22.  „Wir  uutei-scheiden  zwei  Normalcurven  erster  Gattung  und 

eine  Normalcurve  zweiter  Gattung;  sie  werden  mittelst  ihrer 
Wciidescbnitte  auf  einfache  Weise  construirt“. 

Schon  bei  Artikel  19.  wäre  es  möglich  gewesen,  bei  der  ein- 
fachen Gestalt  der  Curven  erster  Gattung  zwei  verschiedene  For- 
men anzuweisen;  absichtlich  ist  dies  aber  dort  nicht  geschehen,  weil 
erst  an  dieser  Stelle  der  Wendoschnitt  in  die  Betrachtung  aufge- 
nonimcn  werden  kann.  Wenn  nämlich  die  zwei  Doppelpunkte  A und 
B in  senkrecht  auf  einander  stehenden  Richtungen  iu*s  Unendliche 
projicirt  werden  und  der  Doppelpunkt  C also  Mittelpunkt  der  Curve 
wird,  so  kann  dieser  nicht  in’s  Uneudlicho  verschwindende  Doppel- 
punkt entweder  der  einzige  conjugirte  Punkt  oder  aber  einer  der 

beiden  Knotenpunkte  sein.  Im  ersten  Falle  hat  im  Unendlichen 
zwei  Knotenpunkte  und  ist  ihr  Wendeschnitt  eine  Ellipse,  im  zweiten 

Falle  hat  C’*  im  Unendlichen  einen  Knotenpunkt  und  einen  conju- 
girten  Punkt  und  ist  ihr  Wendoschnitt  eine  Hyperbel . Diese  beiden 

Normalcurven  C*  erster  Gattung,  die  wir  als  erste  und  zweite  Nor- 

raalcune  erster  Gattung  andeuten,  und  die  einzige  Normalcurve 
zweiter  Gattung  werden  wir  am  Endo  dieses  Artikels  im  Bilde  vor- 

führen.  Dazu  fassen  wir  aber  erst  die  Transformation,  welche 
in  ihren  Wendoschnitt  überführt,  etwas  näher  iu’s  Auge. 

Ist  E (Fig.  21.)  der  Wendoschnitt  der  ersten  Normalcurve 
erster  Gattung  und  liegen  deshalb  die  unendlich  fernen  Inüexions- 


15)  Man  vergleiche  den  dritten  Abschnitt,  Artikel  35  und  36. 
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punkto  A und  B auf  den  Achsen  der  Ellipse  E,  welche  den  conju- 
girteu  luflcxioiispuukt  C zum  Mittelpunkt  hat,  so  kann  man  von  dem 
beliebig  gewählten  Punkto  P die  Polare  p iu  Bezug  auf  E bestim- 
men, die  von  dieser  Polaren  iu  den  Achsen  bestimmten  Segmente 
C7?j  und  CSi  nach  der  andern  Seite  hin  als  CJP  und  CS'  auf  den 
Achsen  abtrageu  und  auf  diesen  neuen  Segmenten  CR'  und  CS’ 
cm  Rechteck  coustruiren;  der  nicht  auf  den  Achsen  liegende  Eck- 
punkt P'  dieses  Rechtecks  ist  dann  der  entsprechende  Punkt 
von  P.  Sind  R und  S die  Projectionen  von  P auf  BC  und  CA, 
so  findet  mau  nämlich  unmittelbar,  dass  R^  und  Sj  die  Pole  sind 
vou  PR  und  PS,  ^Yoraus  die  Gleichungen  CR.CR^  — CA,*  uud 
CS.CS^  = 67i,*  oder  CR.  CR'  =-  CA^.CA^  und  CS.  CS'  = CB^.CB^’ 
hervorgehen.  Uud  da  in  der  Involution  um  A die  Achse  CA  uud  in  der 
Involution  um  B die  Achse  CB  der  unendlich  fernen  Geraden  entspricht, 
so  zeigen  diese  beiden  Relationen,  dass  PR  und  P’R'  einander  in  der 
Involution  um  A,  PS  uud  P'S'  einander  in  der  Involution  um  B 
entsprechen,  dass  also  P uud  P'  einander  entsprechen  in  der  be- 
trachteten quadratischen  Transformation.  Und  da  diese  Transfor- 
mation von  Hause  aus  eine  involutorischo  ist,  so  findet  mau  umge- 
kehrt P aus  P',  wenn  man  die  Polare  vou  P'  in  Bezug  auf  E 
bestimmt,  die  vou  dieser  Geraden  iu  deu  Achsen  bestimmten  Seg- 
mente 67?j'  und  CiS/  als  CR  und  CS  nach  der  anderen  Seite  auf 
die  Achsen  abträgt  und  auf  CR  und  CS  ein  Rechteck  coustruirt. 

Ist  nun  der  beliebig  gewählte  Punkt  ein  Punkt  Q von  E,  so  lässt 
die  allgemeine  Constructiou  Q'  als  deu  vierten  Eckpunkt  des  Recht- 
ecks kennen,  welches  man  auf  die  von  der  im  diametral  gegenüber 
Q liegenden  Punkte  Q,'  an  E angelegten  Tangente  auf  den  Achsen 

bestimmten  Segmenten  beschreibt.  Und  deshalb  kann  die  C^  mittelst 
ihres  Wendeschnittes  E Punkt  für  Punkt  construirt  werden.  So  er- 
hält man  dann  (Fig.  22.)  eine  aus  vier  Aesteu  bestehende  Curve, 
welche  ich  nach  ihrer  Form  als  „Kreuzeurve“  bezeichnen  will. 

Wenn  zweitens  H (Fig.  23.)  der  Wendeschnitt  der  zweiten  Nor- 

malcurve  C^  erster  Gattung  ist  und  deshalb  eiu  conjugirter  Doppel- 
punkt A auf  der  reellen  und  ein  Knotenpunkt  B auf  der  imaginären 
Achse  der  Hyperbel  //,  welche  den  dritten  Doppelpunkt,  den  Knoten- 
punkt C,  zum  Ceutrum  hat,  unendlich  fern  liegt,  so  führt  ein  ana- 
loger Weg  zu  analogen  Resultaten.  Schneidet  die  Polare  p eines 
beliebig  gewählten  Punktes  P die  Achsen  BC  und  CA  in  72,  und  5,, 
sind  R'  und  S’  die  in  Bezug  auf  C zu  R,  und  symmetrische 
Punkte,  und  ist  P'  der  vierte  Eckpunkt  des  auf  CR'  und  CS'  be- 
schriebenen Rechtecks,  so  entsprechen  auch  hier  die  Punkte  P und 
P'  einander,  und  führt  ein  ganz  gleicher  Weg  von  P'  zu  P zurück 
Der  Beweis  hiervon  kann  dem  Vorhergehenden  ganz  entnommen 
^ Will  man  dabei  aber  die  Betrachtung  der  imaginären  Paukte 
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nod  nmgehen,  so  kann  man  sich  der  Combi  uation  der  Strah- 
leninvolntionen  nm  B und  C bedienen.  Es  ist  dann  erstens  S,  der 
Pol  von  PS  und  also  CS.CS^  -=  oder  CS.  CS'  -=  CD^.CB^^ 

woraus  folgt,  dass  PS  und  l^S'  einander  in  der  Involution  um  B 
entsprechen.  Und  zweitens  geht  die  Strahleninvolution  um  C,  welche 
durch  die  Achsen  von  II  als  ein  Paar  und  die  Asymptoten  von  II 
als  ein  zweites  Paar  bestimmt  ist,  in  die  Involution  der  coujugirten 
Durchmesser  von  H über,  wenn  man  von  jedem  Strahlenpaare  einen 
Strahl  um  die  Achsen  umlegt.  Woraus  dann  weiter  folgen  muss, 
dass  CP  und  CP*  einander  entsprechen  in  der  Involution  um  C. 
Denn  in  dieser  Involution  entspricht  CP  die  Gerade,  welche  nmn 
durch  Umlegung  von  der  Parallele  zu  p durch  C um  die  Achsen 
erhalt. 

Ist  nun  wieder  der  beliebig  gewühlte  Punkt  ein  Punkt  Q von 
//,  so  ist  Q'  der  vierte  Eckpunkt  des  Rechtecks,  welches  man  auf 
den  von  der  im  diametral  gegenüberliegenden  Punkto  Q/  an  II  ange- 
legten Tangente  5,'  auf  den  Achsen  bestimmten  Segmenten  beschroiht. 
So  erhält  man  für  den  geometrischen  Ort  des  Punktes  iV  eine  aus 
zwei  Aesten  bestehende  Curve  (Fig.  24.),  welcher  ich  nach  ihrer  Form 
den  Namen  „Kohlenspitzencurve“  beilegen  will. 

Es  ist  nicht  zu  leugnen,  dass  es  nun  weiter  noch  möglich  \ni 
Kreuzeurve  und  Kohlenspitzencurve  so  zu  projiciren,  dass  der  Wemb' 
schnitt  der  ersten  ein  Kreis,  jene  der  zweiten  eine  gleichseitige  Hy- 
perbel wird.  Mit  dem  Auge  auf  den  bekannten  von 
herrühreuden  Normalenproblemen,  die  schon  im  ersten 
angeführt  sind,  behalte  ich  aber  in  meinem  Aufsätze  die  - 

curven  C*  erster  Gattung  mit  elliptischem  und  uuglcichs<d%  kypet' 
bolischen  Wendeschnitte  bei. 


So  sind  wir  nun  gekommen  an  die  einzige  Norinab-.^r'i^; 
zweiter  Gattung,  welche  die  imaginären  Kreispunkte  ;m 
drei  Inflexionsknoten  hat,  und  deren  Wendeschnitt  eine 
Hyperbel  II  ist  mit  dem  dritten  Infl  xionspunkte  Cals 
trachten  wir  sogleich  die  Strahlcninvolutiou  um  C,  u» 
dass  ihre  Doppelstrahlen  senkrecht  auf  einander  4a 

dcu  imaginären  Kreispunkten  harmonisch  getrennt  twut' 
werden  diese  Doppelstrahlen  den  von  je  zwei  cinauder 
Strahlen  durch  C gebildeten  Winkel  halbiren  und  dbr 

welche  in  ihren  Wendeschuitt  11  überführt,  in 

der  reciproken  Radien  mit  6' als  Ceutrum  üborgei^  oii-i 

je  zwei  einander  entsprechenden  Punkten  den  ^ ^ 

einen  der  beiden  Doppelstrahlen  überspiegelt.  J>>siit 

diese  Aenderung,  dass  zwei  einander  entspre‘i*ei#i#*,  ^ 
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mit,C  in  einer  Geraden  liegen  werden,  und  diese  einander  entspre- 
chenden Punkto  auf  einer  beliebig  gewählten  Geraden  g durch’  C,  also 
eine  Involution  bilden  mit  C als  Centralpnnkt.  Und  zweitens  ent- 
spricht auch  in  der  geänderten  Transformation  einem  Kreise  mit  C 
als  Centrum  nach  den  Gesetzen  der  quadratischen  Verwandtschaft 
wieder  ein  Kreis,  welcher  daun,  da  C Centralpunkt  Ut  von  den  In- 
volutionen auf  den  Geradou  durch  C ebenfalls  C zum  Centrum  hat, 
d.  h.  die  einauder  entsprechenden  Punkte  bilden  auf  den  Geraden 
durch  C Involutionen,  nicht  nur  mit  gemeinschaftlichem  Central- 
punkte,  sondern  auch  mit  gemeinschaftlicher  Potenz. 

Da  nun  die  Asymptoten  der  gleichseitigen  Hyperbel  H (Fig.  25.) 
einander  entsprechende  Strahlen  der  luvolutiou  um  C sind,  sind  die 
Achsen  der  Hyperbel  die  Doppelstrahlen  dieser  Involution,  und  muss 

also  die  ursprüngliche  Transformation,  welche  in  H umbildet,  mit 
ciuer  Umlegung  um  eine  dieser  Achsen  verbunden  werden,  um  in 
eine  Transformation  der  reciproken  Radien  überzugehen.  Und  die 
Polare  dieser  Transformation  ist  mittelst  der  Brennpunkte  F von  H 
zu  bestimmen.  Diese  Punkto  werden  nämlich  als  Schnittpunkte  der 
von  den  imaginären  Kreispunkteu  an  H geführten  Tangenten  un- 
mittelbar als  einander  entsprechende  Punkto  anerkannt.  Deshalb  ist 
der  absolute  Wert  der  Potenz  dem  Quadrate  von  C'F  gleich,  und  ist 
ihr,  wenn  die  Umlegung  um  die  reelle  Achse  der  Hyperbel  geschieht, 
das  negative,  wenn  sie  um  die  imaginäre  Achse  von  7/  stattfindet, 
das  positive  Zeichen  beizulegeu.  Und  da  nun  CF  = ist,  so 

schneidet  die  reelle  Achse  der  Hyperbel  unsere  ausser  C in  zwei 
Punkten  (x,  deren  Entfernung  von  C'durch  CF^'l  =2CD  angedeutet 
wird. 

Nach  den  bekannten  Gesetzen  der  erhaltenen  uingelegten  Trans- 
formation der  reciproken  Radien  findet  man  nun  aus  dem  Punkto  Q 

von  7/  den  entsprechenden  Punkt  U*  von  C”*.  So  erhält  man  dann 
für  C*  eine  geschlossene  sich  selbst  einmal  durchsetzende  Curve,  die 
sich  unmittelbar  als  eine  Lemniskate  oifeubart,  wenn  man  die  Lem- 
uiskato  geometrisch  als  die  erste  Fusspunktencurve  einer  gleich- 
seitigen Hyperbel  in  Bezug  auf  ihren  Mittelpunkt  definirt  Da  näm- 
lich CQ  und  CQ’  (Fig.  26.)  autiparallel  sind  in  Bezug  auf  die  Achsen, 
und  CQ  und  die  Tangente  <2  in  Q an  7/  antiparallel  sind  in  Bezug 
auf  die  Asymptoten  von  77,  steht  nach  Artikel  5.  also  CQ'  senkrecht 
auf  q.  Und  mau  zeigt  ohne  Mühe,  dass  die  auf  dieser  Senkrechten 
CQ'  zu  messende  Entfernung  CQq  des  Centrums  C von  3 halb  so 
gross  ist  als  Q'C.  Denn  ebenso,  wie  in  Artikel  3.  hat  man,  wenn 
Qx  und  Qy  die  Schnittpunkte  von  der  Tangente  3 mit  den  Asymptoten 
C'A'  und  C'F  sind,  nach  einauder  CQ.CQ^  = QQ*.  CQ^  = iCQx-CQy  = 
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was  mVerbindang  mit  der  oben  gefundenen  Relation  CQ 
C'F*  die  Gleichung  Q'C  = 2CQ^  liefert.  Also  ist  die  Normalcurve 
zweiter  Gattung  die  von  C aus  negativ  verdoppelte  erste  Fusspunk- 
tencorve  der  gleichseitigen  Hyperbel  H für  den  Mittelpunkt  und  also 
als  erste  Fusspunktcncurvo  der  von  Caus  negativ  verdoppelten  gleich- 
seitigen Hyperbel  H selbst  eine  Lemuiskate 

Diese  letzte  Betrachtung  führt  uns  nun  zur  selben  Zeit  zu  einer 
anderen  Deutung  der  umgolegten  Transformation  der  reciproken  Ra- 
dien, welche  zu  kennen  uns  im  Folgenden  nützlich  sein  wird.  Ist 
nämlich  P ein  nicht  auf  II  liegender  Punkt  von  CQ,  p seine  Polare 
in  Bezog  auf  H,  P'  der  ihm  auf  CQ'  entsprechende  Punkt,  und  sind 
Pj  und  io  Schnittpunkte  der  Polare  p mit  CQ  und  CQ\  so  ist 
ans  der  Gleichung  CQ^  = CP.  CP^  und  die  Proportion  CQq  : CQ  = 
Cl\ : C’i|,  ebenso  wie  in  Artikel  13.  die  Relation  CQ . CQq  — CP.  67  q 
abzoleiten.  Und  hierdurch  geht  die  Bedingung  CQ.CQ'  ^ CP.  CP' 
über  in  CQ' i CQq  = CP'i  CPq.  Da  nun  aber  Q' C =*  2CQq  ist,  so  ist 
auch  P'C  = 267  Q.  Also  findet  man  ganz  allgemein  den  dem  be- 
liebig gewählten  Punkto  P entsprechenden  Punkt  i'*',  wenn  man  das 


16)  Diese  für  die  gleichseitige  Hyperbel  II  in  Berug  auf  ihren  Mittel- 
punkt C gefundene  Beziehung  zwischen  der  Curvc,  welche  man  durch  die 
Transformation  der  reciproken  Radien  erhält,  und  der  ersten  Fusspunktcncurvo 
erinuert  an  den  bekannten  Satz,  nach  welchem  man  allgemein  die  erste  Fuss- 
ponktencurvo  irgend  einer  Curvc  C«  für  irgend  einen  Punkt  ü/  erhält,  wenn 
innn  auf  der  Polarfigur  von  C»*  in  Bezug  auf  irgend  einen  um  AI  als  Centrum 
beschriebenen  Kreis  die  Transformation  der  reciproken  Radien  anwendet,  welche 
M zum  Centrum  und  das  Quadrat  des  Radius  des  Kreises  zur  Potenz  hat 
(Piequet,  a.  a.  O.,  tomo  1,  pagc  375). 

Da  die  Lemniscute  die  von  C ans  verdoppelte  erste  Fusspunktcncurvo  von 
B für  ihr  Centrum  ist,  ist  sie  auch  der  Ort  der  Spiegelbilder  von  C’  in  Bezug 
auf  die  Tangenten  von  H.  Diese  Betrachtungsweise  schlicsst  sich  als  beson- 
derer Fall  an  eine  allgemeine  Theorie  an,  welche  von  dem  irischen  Mathe- 
laatiker  Dr.  J.  Casey  in  seiner  schönen  Abhandlung  „On  bicircular  quadrics^* 
(Transactions  of  the  royal  irish  Academy  Volume  24,  Science,  Part  12,  1869) 
entwickelt  worden  ist.  Nach  dieser  Theorie,  welche  in  analytischer  Behand- 
lung  gegeben  ist,  ist  die  Einhüllende  eines  veränderlichen  Kreises , welcher 
einen  gegebenen  Kreis  J rechtwinklig  schneidet  und  auf  einem  gegebenen  Kcgel- 
•chnitto  F sein  Centrum  hat,  eine  Curve  vierter  Ordnung,  welche  die  imagi- 
nären Kreispunkte  zu  Doppelpunkten  hat,  und  kann  diese  Curve  auch  be- 
trachtet werden  als  der  Ort  der  Grenzpunkte  der  Krcisbüschcl , welche  von  J 
und  den  Tangenten  von  F bestimmt  werden.  Ist  nun  J ein  Punkt,  der  Punkt 
C,  und  F eine  gleichseitige  Hyperbel  mit  C als  Centrum,  die  Curvc  //,  so  gehl 
letztere  Erzcognngsweisc  von  Casey  in  die  oben  angegebene  über. 
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von  C auf  die  Polare  p von  P in  Bezug  auf  H gefiülte  Lot  CPq 
nach  der  entgegengesetzten  Seite  hin  verdoppelt*^). 

23.  „Weun  man  eine  gegebene  Curve  C“  so  um  irgend  einen 
Punkt  M ihrer  Ebene  dreht  und  zu  gleicher  Zeit  aus  diesem  Punkte 
M multiplicirt , dass  diese  Curve  fortwährend  durch  einen  anderen 
festen  Punkt  P der  Ebene  geht,  so  beschreibt  irgend  ein  Punkt  Q 
dieser  Curve  einen  Ort,  welchen  man  auch  erhält,  wenn  man  die 
Lage  von  C“,  wobei  Q in  P hineinfUllt,  um  MP  umlegt  und  auf 
diese  umgelegte  Lage  die  Transformation  der  reciproken  Radien 
aiiwcudet,  welche  M zum  Centrura  und  das  Quadrat  von  MP  zur 
Potenz  hat“. 

Ist  nämlich  C*”,,  (Fig.  27.)  die  Lage  von  0‘,  wobei  der  bewegende 
Puukt  Q mit  P zusammenfällt,  ist  6’**g  irgend  eine  andere  Lage 
von  6'**,  wobei  dieser  bewegende  Punkt  sich  in  Qg  befindet,  und  ent- 
spricht dem  Punkte  P von  t‘»*2  der  Punkt  P^  von  C»‘i , so  hat  man 
die  Relationen  Wkl.  Wkl.  PMQ^  und  MP^:  MP  ^MPiMQ^. 

Und  da  nun  P,  die  Lage  O'j  von  C”  beschreibt,  wenn  Q,  seinen 
Ort  erzeugt,  so  beweisen  diese  beiden  Relationen  den  Satz. 

Wendet  man  diesen  Satz  auf  den  Fall  einer  gleichseitigen  Hy- 
perbel an , welche  sich  auf  die  angegebene  Weise  um  ihr  Centrura 
dreht,  so  findet  man  mittelst  der  Ergebnisse  des  vorhergehenden  Ar- 
tikels den  Satz  der  23.  Note  des  ersten  Abschnitts  zurück.  In  diesem 
Sinne  ist  der  Satz  dieses  Artikels  eine  Verallgemeinerung  der  dort 
angeführten  Betrachtungsweise  Steiners  *^). 

24.  Die  Nebeneiiianderstellung  der  beiden  betrachteten  Fälle  a) 
des  Mittelpunktskegelschnittes  K mit  seinem  von  den  unendlich  fernen 


17)  Die  Punkte  F werden  die  Duppclpunktc  von  der  Lemniskate  genannt, 
die  beiden  Geraden,  w'clehc  einen  dieser  Punkte  mit  den  imaginären  Kreis- 
punkten  verbinden,  sind  nämlich  Tangenten  der  Curve. 

1 8)  So  findet  man  nun  auch  umgekehrt , dass  der  Ort  der  Scheitel 
der  Reihe  von  Lemniskaten,  welche  einen  nach  GrOssc  und  Lage  gegebenen 
Durchmesser  gemein  haben,  die  gleichseitige  Hyperbel  ist,  welche  diese  Strecke 
nach  Grösse  und  Lage  zur  reellen  Achse  hat,  u.  s.  w’.  Im  allgemeinen  ist 
der  Ort,  welcher  beschrieben  wMrd  von  einem  bestimmten  Punkt  einer  Cissoide, 
einer  Strophoidc  einer  Schneckenlinic,  von  Pascal  oder  irgend  einer  Fuss- 
punktcncurvc  eines  Kegelschnittes,  wenn  diese  Curve  sich  so  um  ihren  Doppel- 
punkt Jd  dreht,  d.ass  sic  sich  selbst  ähnlich  bleibend  durch  einen  festen  Punkt 
geht,  eine  Parabolc  durch  M und  P,  gleichseitige  Hyperbel  durch  M und  P, 
irgenil  ein  Kegelschnitt  durch  P,  welcher  M zum  Brennpunkt  hat  oder  allge- 

^ irgend  ein  Kegelschnitt  durch  P.  (Piequet  a.  a.  0.  tome  I,  page  375). 
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Punkten  A und  B der  Achsen  nnd  dem  Mittelpunkte  C gebildeten 
Poldreiecke,  b),  der  gleichseitigen  Hyperbel  II  mit  ihrem  von  den 
imaginären  Kreispunkten  und  dem  Mittelpunkte  C gebildeten  Pol- 
dreiecke, welche  uns  zu  den  Normalcurven  beider  Gattung  geführt 
haben,  bildet  die  Grundlage  eines  Uebertraguugspriucips^S 

Ist  der  Mittelpunktskegelscbnitt  K der  a)  Sätze  ein  Kreis,  so 
tritt  das  Princip  in  seiner  einfachsten  Gestalt  auf.  Nach  ihm  ent- 
sprechen den  Wahrheiten,  dass  eine  Kreissehne  von  der  Senkrechten 
durch  das  Centrum  halbirt  wird,  dass  die  Kreistangente  senkrecht 
auf  dem  Radius  des  Berührungspunktes  steht,  dass  der  Ort  des  Schei- 
tels eines  rechten  Winkels,  dessen  Schenkel  jo  durch  einen  festen 
Punkt  gehen,  der  über  die  von  diesen  Punkten  begrenzte  Strecke  als 
Durchmesser  zu  beschreibende  Kreis  ist,  als  a)  Sätze  die  Sätze  der 
Artikel  1.,  2.  nnd  4.  als  b)  Sätze.  Hierbei  geht  daun  selbstverständlich 
die  senkrechte  Lage  von  zwei  Geraden  der  a)  Sätze  in  die  anti- 
parallele Lage  in  Bezog  auf  die  Asymptoten  der  gleichseitigen  Hy- 
perbel von  den  b)  Sätzen  über,  indem  die  Kreisinvolution  von  der 
hyperbolisch  gleichseitigen  Involution  dieser  Hyperbel  ersetzt  wird. 

ln  der  allgemeinen  Form  des  Princips  entsprochen  nach  ihm  die 
Sätze  8.  und  9.  und  ebenso  die  beiden  Teile  des  Satzes  11.  einander, 
ln  Verbindung  hiermit,  dass  der  Kegelschnitt  K dann  nicht  durch 
die  den  senkrechten  Stand  bcherrscheudou  imaginären  Kreispunkte 
geht,  geht  die  senkrechte  Lage  zweier  Geraden  der  a)  Sätze  hier  in 
autiparalle  Lage  in  Bezug  auf  irgend  eine  feste  Gerade  über.  Und 
beim  Uebergange  vom  ersten  Teile  des  Satzes  11.  zum  zweiten  muss 
man  noch  den  bekannten  Satz  anwenden,  nach  welchem  die  vier 
Schnittpunkte  zweier  gleichseitigen  Hyperbeln,  die  im  zweiten  Teile 
des  Satzes  11.  angegebene  Lage  haben,  wie  aus  dem  Satze  von  Ar- 
tikel 12.  zu  entnehmen  ist*^). 

Durch  centrale  Projectiou  gehen  die  a)  Sätze  und  b)  Sätze  in 
allgemeinere  Sätze  über,  welche  sich  auf  einen  Kegelschuitt  mit 
irgend  einem  seiner  Poldrciecke  beziehen.  So  folgt  z.  B.  aus  dem 
Satze  des  Artikels  11.  ganz  allgemein,  dass  die  Ersetzung  einer  un- 
geraden Zahl  von  Schnittpunkten  eines  Kegelschnittes  K mit  irgend 
einem  anderen  Kegelschnitte,  welcher  die  zwei  Eckpunkte  A und  B 
irgend  eines  Poldreiecks  ABC  von  K enthält,  durch  die  mit  ihnen 


19)  Da  der  Satz  von  Art.  12.  im  Texte  mittelst  des  Satzes  von  Art.  11. 
bewiesen  worden  ist,  mag  er  beim  Uebergange  vom  ersten  Teile  des  Satzes  11 
tarn  zweiten  nicht  angewendet  werden,  wenn  man  ihn  zur  Umgehung  einer 
Argumentation  im  Kreise  nicht  vorher  ohne  Hilfe  des  Satzes  von  Art.  11.  be- 


wiesen hat.  Hierzn  vergleiche  man  aber  die  18te  Note  d.  ersten 


Axtli.  d.  Math.  a.  Phjs.  2.  Seihe,  Teil  111. 
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auf  Geraden  durch  C liegenden  Punkte  von  K vier  Punkte  liefert, 
welche  mit  resp.  B einen  die  Gerade  AB  in  -4,  resp.  B berüh- 
renden Kegelschnitt  bestimmt. 

Im  folgenden  Abschnitte  werden  wir  noch  einigen  Sätzen  begegnen, 
die  als  a)  Sätze  und  b)  Sätze  nebeneinander  zu  stellende  besondere 
Fälle  eines  allgemeinen  Satzes  sind.  Wir  werden  den  allgemeinen 
Satz  dann  mittelst  centraler  Projection  aus  den  beiden  besonderen 
Fällen  beweisen,  diese  aber  — obgleich  sie  offenbar  Zusammenhän- 
gen — jeden  für  sich  behandeln.  I 

I 

Jetzt  gebe  ich  über  zu  den  dualistisch  entsprechenden  UmbüUen- 

— I 

den  vierter  Classe  mit  drei  Rückkehrdoppeltangenteu.  Dabei 
überlassse  ich  cs  aber  dem  geneigten  Leser  den  ganzen  Entwick- 
lungsgang dieses  Abschnittes  aufs  neue  durch  zu  machen.  Ich  | 

verzichte  hierauf  um  so  eher  als  sich  sogleich  eine  sehr  einfache 

Polarisation  darbieten  wird,  welche  die  gefundenen  Sätze  unmittelbar 
in  die  ihnen  dualistisch  eutspreebendeu  Sätze  überführt. 

25.  „In  jeder  tangcuticllcu  quadratischen  Transformation,  deren 
drei  Fundamental  geraden  ein  Poldreiseit  abc  eines  gegebenen  Kegel- 
schnittes K bilden,  entspricht  dieser  Curve  zweiter  Classe  eine  Cun*e 

vierter  Classe  K*‘  mit  drei  Doppel tangenten  a,  Z*,  c,  wovon  jede  die 
Curve  in  zwei  Rückkehrpuukten  berührt.  Und  umgekehrt  entspricht 

einer  gegebenen  Curve  vierter  Classe  A'i  mit  den  drei  Rückkehr-  | 
doppeltaugenteu  o,  c in  jeder  tangeuticllcu  quadratischen  Trans-  ^ 
formatiou  mit  a,  c als  Fuudameutalgeradcu  ein  Kegelschnitt  A',  I 

von  welchem  abc  ein  Poldreiseit  ist“. 

„Die  Rückkehrpuuktc  einer  Doppeltaugcnte  o der  sind  von 
den  Schnittpunkten  von  a mit  b und  c harmonisch  getrennt“. 

„In  Bezug  auf  die  Realität  giebt  es  zwei  verschiedene  GaUungen 

von  Curven  K^.  Von  den  Curven  erster  Gattung  sind  die  drei-Dop- 
peltangentcu  sämtlich  reell  und  auf  zweien  von  diesen  auch  die  beiden 
Rückkehrpunkte.  Von  den  Curven  zweiter  Gattung  ist  nur  eine  ein- 
zige Doppeltaugente  reell,  und  hat  diese  Tangente  immer  zwei  re- 
elle Berührungspunkte“. 

„Mittelst  centraler  Projection  kann  jede  K*"  in  eine  Curve  A'* 
mit  einem  Mittelpunkte  und  zwei  einander  in  diesen  Punkt  senk- 
recht schneidenden  Symmetrieachsen  umgebildet  werden“. 

„Durch  die  Rückkebrpunkte  von  A*  geht  ein  Kegelschnitt,  wel- 
*^er  in  diesen  Punkten  von  den  nach  den  gegenüberliegenden  Eck- 
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paukten  des  Doppeltangentendreiecks  aic  gehenden  Geraden  berührt 
wird.  Von  diesem  Kegelschnitte,  welchen  ich  weiterhin  ‘als  „Kück- 
kehrschnitt“  bezeichne,  ist  abc  ein  Poldrei  seit“. 

„Die  kann  durch  tangentielle  quadratische  Transformation  in 
ihren  Rückkehrschnitt  übergeführt  werden“. 

Diese  Sätze  werden  den  vorhergehenden  Sätzen  der  Artikel  16., 
17.,  18.,  19.,  20.,  21.  nach  den  Gesetzen  der  Dualität  unmittelbar 
eatnommen. 

26.  „Die  Polarisation  von  C*  in  Bezug  auf  ihren  Wende- 

schnitt  K führt  diese  Curve  in  eine  K*  über,  welche  K zum  Rück- 
kehrschnitte hat.  Dabei  gehen  zwei  einander  entsprechende  Punkte 

TOD  C*  und  K allemal  in  zwei  einander  entsprechende  Tangenten 
von  ä:*  und  K über“. 

Dieser  Satz  ist  eine  unmittelbare  Folge  der  Gesetze  der  Du- 
alität Wir  bemerken,  dass  der  letzte  TcU  nur  dann  wahr  sein  wird, 

wenn  wir  von  den  zwei  tangentiellen  Transformationen,  welche  A'* 
in  ihren  Rückkehrschnitt  über  zu  führen  im  Stande  sind , nun  auch 
wieder  die  regelmässigstc  wählen. 

27.  „Wir  unterscheiden  zwei  Normalcurven  Ä'*  erster  Gattung 

Qod  eine  Normalcurve  K*‘  zweiter  Gattung;  sie  werden  mittelst  ihrer 
Rückkehrschnitte  auf  einfache  Weise  coustruirt“. 


Die  Normalcurven  A*,  d.  h.  die  Curven  erster  und  zweiter 
Oattaog  mit  einem  Mittelpunkte  und  zwei  einander  in  diesem  Punkte 
senkrecht  schneidenden  Symmetrieachsen,  sind  offenbar  die  rcciproken 

Polaren  von  den  Normalcurven  C*  in  Bezug  auf  ihre  Wendeschnitte. 
Wir  finden  also  die  Construction  der  Normalcurven  K*  mittelst  Po- 
larisation der  Normalcurven  C*  in  Bezug  auf  ihre  Wendeschnitto. 


In  Artikel  22.  ist  die  Relation  der  Punkto  r und  P'  angegeben, 
die  einander  entsprechen  in  der  quadratischen  Transformation,  welche 

die  Normalcurve  C*  erster  Gattung  in  ihren  Wendeschnitt  E (Fig, 
21.),  resp.  H (Fig.  23 ) überführt.  Also  entsprechen  einander  auch 
die  Polaren  p und  p'  von  P und  P’  in  Bezug  auf  A’,  resp.  H in  der 
tiDgentiellen  quadratischen  Transformation,  welche  die  in  Bezug  auf 


resp.  //  genommene  reciproke  Polare  von  der  Normalcurve 

erster  Gattung,  d.  h.  die  Normalcurve  erster  Gattung  in  ihren 
mit  A,  resp.  H zusammcnfallenden  Rückkehrschnitt  urabildct.  Des- 
halb erhält  man  die  in  dieser  tangentiellen  quadratischen  Trans- 
formation irgend  einer  gegebenen  Geraden  p entsprechende  Gerade  p 
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wenn  man  zum  Pole  P von  für  resp.  //  den  in  Bezug  auf  C 
symmetrisch  liegenden  Punkt  P/  bestimmt  und  die  senkrechten  Pro- 
jectionen  /?,'  und  5/  dieses  Punktes  auf  die  Achsen  des  Kegel- 
schnittes mit  einander  verbindet  Und  wenn  die  gegebene  Gerade  v 
die  A’ (Fig.  28.),  resp.  H (Fig.  29.)  in  Q berührt,  so  hat  inan  den 
dem  Berührungspunkte  Q diametral  gegenüberliegenden  Punkt  Qi 
auf  die  angedcutete  Weise  zu  projiciren  und  die  Projectionen  zu  ver- 
einen.  Mittelst  dieser  Construction  sind  nun  die  beiden  Normal* 

curven  erster  Gattung  Tangente  für  Tangente  aus  ihren  Rück- 
kehrschnitten abzulciteu. 

Wie  die  vom  Punkte  O!  (Fig.  28.),  resp.  (Fig.  29.)  beschriebene 
Kreuzcur\’e,  resp.  Kohlenspitzencurve  die  Endpunkte  A und  B der 
Achsen  und  das  Centrum  C von  A’,  resp.  H zu  Inflexionsknoten  hat 
und  in  diesen  Punkten  von  den  aus  diesen  Punkten  an  E,  resp.  // 
möglichen  Tangenten  dreipunktig  berührt  wird,  so  hat  auch  ihre 
Polarfigur  in  Bezug  auf  A’,  resp.  H die  erste,  resp.  zweite  Normal- 

curvo  erster  Gattung,  welche  A’,  resp.  H zum  Rückkehrschnitt 
hat,  die  Achsen  von  A',  resp.  11  und  die  unendlich  ferne  Gerade  zu 
Rückkehrdoppeltangeuten , und  sind  die  Schnittpunkte  von  diesen 
Doppcltangcnteu  mit  A’,  resp.  H die  Berühruugsrückkehrpunkte. 

Also  hat  die  erste  Norraalcurvo  erster  Gattung  vier  reelle  Rück- 
kehrpunkte in  den  vier  Scheiteln  von  E und  die  zweite  Normalcurve 

Ä*  erster  Gattung  ebenfalls  vier  reelle  Rückkehrpuukte,  wovon  zwei 
eigentliche  in  den  reellen  Scheiteln  von  ll  uud  zwei  uueigontliche  in 
den  unendlich  fernen  Punkten  von  //. 

Weiter  ist  in  Artikel  22.  die  Verwandtschaft  umgobildet  zwischen 
den  Punkten  P und  P\  welche  einander  entsprechen  in  der  die  Kor- 

malcurve  6’*  zweiter  Gattung  in  ihren  Wendeschnitt  H (Fig.  26.) 
überführenden  (|uadratischeu  Trausformatiou.  Erst  fanden  wir,  dass 
zwischen  diesen  Punkten  eine  um  die  imaginäre  Achse  von  //  um- 
gelegte Transformation  der  reciprokeu  Radien  ob>valtet,  nachher 
haben  wir  P*  aus  P bestimmt  durch  das  aus  0 auf  die  Polare  p 
von  P gefällte  Lot,  nach  der  entgegengesetzten  Seite  hin  zu  ver- 
doppeln. Ist  nun  p'  die  Polare  von  P\  so  entsprechen  einander  p J 
und  p'  in  der  taugentiellen  Transformation , welche  die  rcciprokc 

Polare  A'*  von  der  Normalcurve  C*  zweiter  Gattung  in  Bezug  auf  //,  J 

d.  h.  die  Normalcurve  A*  zweiter  Gattung  in  ihren  mit  H zusammen- 
fallenden Rückkehrschnitt  umbildet.  Wird  aber  der  Schnittpunkt  von 
p'  mit  der  senkrecht  auf  ihr  stehenden  Geraden  CP  durch  Pq'  be- 
zeichnet, so  lässt  die  Substitution  der  Werte  CP  =»  2Pq'C  und 
^PqC  die  Relation  CP.  CP' ^ CF*  übergehen  in  Ci\.CP^'=  \CF*. 
findet  man  die  einer  beliebig  gewählten  Geraden  p entsprechende 
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Gerade  p\  wenn  man  den  Pol  P von  p mit  C verbindet , auf  diese 
Gerade  von  C aus  nach  der  von  P abgewandten  Seite  hin  eine 
Strecke  CPq'  — {PC  abträgt,  und  in  Pq  eine  Senkrechte  auf  CP  er- 
richtet Und  ist  die  gegebene  Gerade  eine  Tangente  q von  II  in 
irgend  einem  Punkte  so  steht  die  entsprechende  Gerade  q in  der 
Mitte  des  Radius- Vectors  C'Q/  des  diametral  gegenüber  Q liegenden 
Punktes  auf  diesem  Radius- Veclor  senkrecht  Mittelst  dieser 
Construction  der  einer  Tangente  q von  //  entsprechenden  Geraden  q' 

ist  die  Normalcur>e  A'*  zweiter  Gattung,  Tangente  für  Tangente  aus 
ihrem  Rückkehrschnitte  abzuleiten.  Sie  ist  uns  aber  schon  bekannt. 

Denn  nach  ihrer  Construction  ist  diese  Curve  die  von  C aus  negativ 
halbirte  erste  negative  Fusspuuktencurve  von  //für  6’,  d.  h.  die  von 
C ans  negativ  halbirte  Anti-Evolute  von  II  in  Bezug  auf  die  Achsen 
von  //,  welche  (Fig.  11.)  schon  im  Bilde  vorgeführt  ist. 

Wie  die  Lemniskate  das  Centrum  C von  II  und  die  imaginären 
Kreispunkte  zu  Inflexionspunkten  hat,  und  in  diesen  Punkten  von  den 
aus  diesen  Punkten  an  H möglichen  Tangenten,  d.  h.  in  C von  den 
AsvTnptoten  von  H und  in  jedem  der  beiden  imaginären  Kreispuukte 
von  durch  die  Brennpunkte  gehenden  Geraden  berührt  wird,  so 

hat  auch  ihre  Polarfigur  in  Bezug  auf  //,  die  Normalcurve  if*  zweiter 
Gattung,  welche  //  zum  Rückkehrschnitt  hat,  die  unendlich  ferne 
Gerade  und  die  von  C nach  den  imaginären  Kreispunkton  führenden 
Geraden  zu  Rückkebrdoppeltaugenteu,  und  sind  die  Schnittpunkto 
dieser  Geraden  mit  II  die  Berührungsrückkehrpuukte.  Also  hat  dio 

Xormalcurve  A'*  zweiter  Gattung  eine  reelle  Doppeltangento , dio  un- 
endlich ferne  Gerade,  und  sind  die  unendlich  fernen  Punkto  von  II 
Hückkehrpunkte  dieser  Curve. 

28.  „Die  Evolute  einer  Ellipse,  resp.  Hyperbel  ist  eine  erste, 
resp.  zweite  Normalcurve  A'*  erster  Gattung“. 

Dio  Evolute  eines  Mittolpunktskegolschnittes  K ist  eine  Curve 
vierter  Classe,  da  bekanntlich  (Artikel  8.)  durch  irgend  einen  Punkt 
i der  Ebene  vier  Normalen  an  K möglich  sind.  Diese  Curve  hat  drei 
I Doppeltangenten,  die  beiden  Achsen  CA  und  CB  von  K und  dio  un- 
I endlich  ferne  Gerade  denn  jede  dieser  Geraden  ist  zweimal  Nor- 
male von  K.  Ausserdem  ist  jede  Achse  von  K Normale  in  zwei 
Scheiteln  von  A,  in  zwei  Punkten,  wo  der  Krümmungskreis  aus 
Svmmetriegründen  vier  ueboncinanderliegende  Punkte  mit  K gemein 
hat,  und  der  Krümmnngsmittelpunkt  also  stationär  ist  in  der  Nor- 
male der  Evolute,  wenn  diese  Normale  die  Evolute  umhüllt,  d.  h. 
jede  Achse  von  K berührt  die  Evolute  in  zwei  Rückkehrpunkton.  Und 
wenn  dies  bei  zwei  der  drei  Doppeltangenten  der  Fall  ist,  so  muss^^ 

I 
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CS  auch  bei  der  dritten  Statt  finden.  Denn,  wenn  zwei  der  drd 
Doppoltangenten  die  Curvc  vierter  Classe  in  Rückkehrpuukten  be- 
rühren, so  fübrt  eine  tangentielle  quadratische  Transformation  mit 
den  drei  Doppeltangenton  als  Fundamcntalgeraden  die  Curve  in  einen 
Kegelschnitt  über,  von  welchem  das  Fundamentaldreiseit  ein  Pol* 
dreiseit  ist,  und  diesem  Kegelschnitte  entspricht  in  der  angewendeten 

Transformation  eine  K^.  Und  ist  die  Evolute  eine  iT*,  dann  ist  sie 
wegen  der  besonderen  Lage  ihres  Doppeltangentendreiseits  eine  Nor* 

malcurvo  A'*  erster  Gattung  , d.  h.  es  ist  die  Evolute  einer  Ellipse, 

rosp.  Hyperbel  eine  erste,  resp.  zweite  Normalcurve  A*  erster  Gat- 
tung. 

29.  „Der  Rückkehrschnitt  A'  der  Evolute  eines  Mittelpunkts- 
kcgelschnittcs  K ist  die  um  die  kleine,  resp.  imaginäre  Achse  von  K 
umgelegte  Polarfigur  von  A in  Bezug  auf  den  durch  die  Brennpunkte 
von  A gehenden  Kreis.  Und  der  Rückkebrschnitt  K"  der  Evolute 
von  K*  ist  concentrisch,  ähnlich,  und  ähnlich  liegend  mit  A". 

Der  Rückkehrschnitt  der  Evolute  eines  Mittelpnnktskegelschnittes 
K wird  aus  Symmetriogründen  als  ein  mit  A concentrischcr  und  ähn- 
lich liegender  Kegelschnitt  A'  erkannt,  der  also  von  den  vier  re- 
ellen Rückkehrpunktcu  der  Evolute  bestimmt  ist.  Die  rcciproke 
Polare  von  A in  Bezug  auf  den  durch  die  Brennpunkte  von  A gehen- 
den Kreis  ist,  wie  sich  ebenso  aus  Symmetriogründen  ergiebt,'"  eben- 
falls ein  mit  A concentricher  und  ähnlich  liegender  Kegelschnitt  A^. 
Also  wird  der  Satz  des  Zusammenfallens  von  K'  und  bewiesen 
sein,  sobald  nur  gezeigt  ist,  dass  der  letztere  Kegelschnitt  A^  durch 
die  vier  reellen  Rückkehrpunkto  von  der  Evolute  von  A geht. 

Ist  der  gegebene  Kegelschnitt  eine  Ellipse  E (Fig.  30.),  so  sind 
nach  Artikel  7.  die  Rückkehrpunkte  und  der  Evolute  durch 

den  Wert  — von  A«,  die  Rückkehrpunkte  A,'  und  A,*  durch  den 
Wert  ^ vonAft  bestimmt.  Ersetzt  man  nun  wie  gewöhnlich  a*  — 4* 

X 2 

durch  c^,  so  findet  man  - für  CAJ  und  r CB.\  und  diese  Werte 

lassen  die  Punkto  A^\  Af  und  Bf  Bf  erkennen  als  die  Pole  der  Schei- 
teltangenten  der  Ellipse  E in  Bezug  auf  den  auf  F^Ff  als  Durch- 
messer beschriebenen  Kreis,  d.  h.  es  fallen  bei  Ellipsen  die  Kegel- 
schnitte K'  und  Ä'j  zusammen. 

Ist  r ein  beliebig  gewählter  Punkt  des  Rückkehrschnittes 
und  entspricht  der  Tangente  p dieses  Rückkehrschnittes  in  diesem 
Punkte  P also  die  Gerade  pj,  so  steht  diese  Gerade  als  Tangente  der 
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Erolotc  ¥on  E io  irgend  einem  Punkte  Q von  E auf  E senkrecht. 
Weiter  berührt  die  Polare  r von  P in  Bezug  auf  den  Kreis  der 
ßrenDpunkte  die  Ellipse  E in  irgend  einem  Punkto  R.  Und  nun 
lässt  sich  zeigen , dass  Q und  R symmetrisch  zu  einander  liegen  in 
Bezug  auf  die  kleine  Achse  von  E;  denn  es  sind  p'  und  PC  anti- 
parallel in  Bezug  auf  die  Achsen  von  E,  weshalb  dies  auch  mit  den 
senkrecht  auf  ihnen  stehenden  Tangenten  in  Q und  R an  E der  Fall 
sein  muss,  diese  Punkto  Q und  R also  symmetrisch  zu  einander  sein 
werden  in  Bezug  auf  eine  der  Achsen  und  dann,  wie  man  ohne  Mühe 
nach  weist,  in  Bezug  auf  die  kleine  Achse.  Also  bilden  die  Verwandt- 
schaften von  E mit  E'  mit  der  Evolute  von  E und  dem  Kreise 
durch  die  Brennpunkte  von  E eine  geschlossene  Kette,  wenn  man 
die  Ellipse  E'  als  die  um  die  kleine  Achse  von  E umgelegte  Polar* 
curve  von  E in  Bezug  auf  den  Kreis  der  Brennpunkte  von  E be- 
trachtet ^ 


Ist  weiter  der  gegebene  Kegelschnitt  eine  Hyperbel  H (Fig.  31.), 
so  sind  die  Hückkehrpunkte  und  der  Evolute  wieder  durch 

den  Wert  - von  Ra  bestimmt  Wenn  hier  nun  wie  gewöhnlich 
a*-[-6*  = c*  gesetzt  wird,  so  findet  man  - für  CA/;  deshalb  sind 


die  Punkte  Aj'  und  A^'  die  Pole  der  reellen  Scheiteltangenten  von 
U io  Bezug  auf  den  auf  Ej  als  Durchmesser  beschricbeuenKreis 
Ferner  ergiebt  sich  ohne  Mühe,  dass  der  Krüinmungsmittelpunkt  des 
dem  unendlich  fernen  Punkto  der  Asymptote  CJf,  resp.  CFvon  // 
immer  nahenden  Punktes  von  H dom  unendlich  fernen  Punkte  der 
in  C auf  CA,  resp.  CY  errichteten  Senkrechten  CX\  resp.  CF' 
immer  näher  rückt;  also  sind  auch  die  unendlich  fernen  Rückkehr* 
punkto  der  Evolute  die  Polo  der  Asymptoten  von  H in  Bezug  auf 
den  Kreis  über  womit  der  Teil  des  Zusamraenfallens  der  Kegel- 
schnitte A"  und  A,  des  Satzes  auch  für  die  Hyperbel  H'  und  //, 
bewiesen  ist  Und  man  findet  hier  ebenso  wie  bei  der  Ellipse  eine 
geschlossene  Kette  von  Verwandtschaften,  wenn  ;man  die  Hyperbel 
H'  als  die  um  die  imaginäre  Achse  von  H umgolegto  Polarcurve 
von  //  in  Bezug  auf  den  Kreis  d3r  Brennpunkte  von  H betrachtet. 


Endlich  folgt  die  Aohnlichkeit  der  Kegelschnitte  K und  A"  bei 
Ellipsen  aus  der  umgekehrten  Proportionalität  der  Achsen  von  A und 
und  bei  Hyperbeln  aus  der  senkrechten  Lage  der  Asymptoten 
von  der  einen  zu  jenen  der  anderen  **) . 


20)  E«  werden  also  die  Punkte  A/  und  A,'  gefunden,  wenn  man  an 
diesen  Kreis  in  seinen  Schnittpunkten  mit  CX  und  CF  die  Tangenten  anlcgt. 

21)  Ist  im  Allgemeinen  Am^-i  der  Rückkehrschnitt  der  Evolute  von  A^, 
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30.  „Jede  erste,  resp.  zweite  Normalcurve  erster  Gattung 
mit  dem  Rückkchrschnitte  K ist  die  Evolute  einer  bestimmten  mit 
K conccntrischen  und  ähnlich  liegenden  Ellipse  E,  resp.  Hyperbel 

Dieser  Satz  ist  eine  unmittelbare  Folge  des  vorhergehenden.  Ist 
nämlich  K'  der  Rückkehrschnitt  von  der  Evolute  von  Ä",  und  K"  der 
Rückkehrschnitt  von  der  Evolute  K\  so  ist  K'*  ähnlich  und  ähnlich 

liegend  mit  K,  Aber  dann  ist  auch  die  Normalcurve  K'*  erster  Gat- 
tung concentrisch,  ähnlich  und  ähnlich  liegend  mit  der  Normalcurve 

erster  Gattung,  deren  Rückkehrschnitt  K"  ist,  d.  h.  mit  der 
Evolute  von  K\  und  ist  die  gegebene  Normalcurve  K'*  erster  Gat- 
tung aus  Aehnlichkeitsgründen , also  die  Evolute  eines  mit  K'  con- 
contrischen,  ähnlichen  und  ähnlich  liegenden  Kegelschnittes. 

Der  Satz  dieses  Artikels  ergänzt  jenen  des  Artikels  28. 

31.  „Die  Anti-Evolute  einer  gleichseitigen  Hyperbel  H in  Bezug 
auf  irgend  einen  Durchmesser  CR  ist  eine  Normalcurve  K*"  zweiter 

Gattung,  und  umgekehrt  ist  die  Normalcurve  A*  zweiter  Gattung  die 
Anti-Evolute  einer  gleichseitigen  Hyperbel  H in  Bezug  auf  CR,  Der 
Rückkehrschnitt  H'  von  der  Anti-Evolute  von  H für  CR  ist  die  um 
C über  180®  gedrehte  Polarfigur  von  H in  Bezug  auf  die  durch  die 
Brennpunkte  gehende  gleichseitige  Hyperbel  //^ , welche  CR  zur 
reellen  Achse  hat.  Und  der  Rückkehrschnitt  H"  der  Anti-Evolute 
von  in  Bezug  auf  CR  ist  wieder  ähnlich  liegend  mit 

Die  Anti-Evolute  von  H für  CR  (Fig.  10.)  ist  nach  Artikel  10. 
die  erste  negative  Fusspunktencurve  von  der  gleichseitigen  Hyperbel, 
welche  durch  das  Symbol  H{2  Wkl  DCi?,  cos  2 Wkl.  DCR)  anzu- 


und  sind  a,  6 und  c die  Halbachsen  und  die  lincäre  Excentricit&t  von  A|,  so 
sind  nach  einander  die  Halbachsen  von  A,,  A,,  A^  . . . angewiesen  durch 

c®  c® 

— , — ; — -5-  ; . . . Also  bilden  die  grossen,  resp.  kleinen 

a b adr  a*o 

Achsen  der  Kegelschnitte  A mit  unpaarem  Index  die  uopaaren,  und  di«  klei- 
nen, resp.  grossen  Achsen  der  Kegelschnitte  A mit  paarem  Index  die  paaren 

c*  h . 

Glieder  von  zwei  geometrischen  Reihen  mit  der  Ratio  — , oder  wenn  - durch 

ab  a 

m angedeutet  wird,  mit  der  Ratio  — — m.  Also  ist  A = A. , wenn  w = 

m 

— 1),  d.  h.  wenn  6 der  grösste  Teil  der  nach  dem  goldenen  Schnitte 
geteilten  Halbachse  a ist. 

22)  Hier  kann  man  unter  die  Brennpunkte  auch  die  imagin&ren  Brenn- 
punkte mitz&hlen. 


Digltized  by  Google 


nut  drei  Inßexionsknoten* 


137 


dcoteo  ist  Nach  Artikel  27.  ist  sie  also  eine  Normalcurve  K* 
zweiter  Gattung  und  wird  der  Rückkehrschnitt  H'  dieser  Curve  mit- 
telst negativer  Verdoppelung  der  vorhergehenden  Hyperbel  erhalten. 
Betrachten  wir  nun  den  Rttckkehrsebnitt  H'  erst  als  ganzes  Gebilde, 
so  können  wir  vorläufig  vom  Zeichen  dieser  Verdoppelung  ab- 
schen  und  deshalb  H'  als  Wkl.  DCR,  2 cos  2 Wkl.  DCR)  be- 
zeichnen. Andererseits  ist  nach  Artikel  13.  die  Polarfigur  von  II  in 
Bezug  auf  H^=  H (a,  m)  durch  »»  ^(2«,  m*)  angewiesen.  Also 
werden  IV  und  coincidiren,  wenn  den  beiden  Bedingungen 
a = Wkl.  DCR  und  m*  — * 2 cos  2 Wkl.  DCR  Genüge  geleistet  wird. 
Non  sagt  die  erste  Bedingung  uus,  dass  die  reelle  Achse  von  //j  mit 
CK  Zusammenfällen  soll.  Und  die  zweite  Bedingung  lehrt  uns , dass 

die  Brennpunktei  von  H enthalten  muss.  Denn  sind  H und 
die  in  Fig.  14.  vorgeführte  Hyperbel  und  CD,  nach  der  ersten  Bc- 

CP 

dingung,  also  die  Gerade  Cif,  so  ist  = m*,  und  diese  Gleichung 

giebt  mittelst  der  zweiten  Bedingung  CP'  = 2C1\  also  in  Verbindung 
mit  CP. CP'  = CQ*  auch  CQ  = CPy2,  d.  h.  der  Punkt  Q von  //, 
ist  Brennpunkt  von  H. 

Da  die  Deutung  der  Polarisation  von  H in  Bezug  auf  ü,  als 
eine  Combination  von  Drehung  und  Multiplication  das  einander  Ent- 
sprechen der  Elemente  nicht  aufhebt,  und  dies  ebenso  wenig  ge- 
schieht, wenn  die  Anti-Evolute  als  eine  erste  negative  Fusspunkteii- 
curve  betrachtet  wird,  so  ist  die  Verwandtschaft  der  Tangenten  von 
H und  H'  rein  bewahrt,  wenn  wir  das  oben  bei  Seite  geschaffte 
Zeichen  der  Verdoppelung  in  die  Betrachtung  aufnehmen,  was  uns 
dann  nötigt  H'  als  die  um  C über  180®  gedrehte  Polarfigur  von  II 
in  Bezug  auf  die  angegebene  gleichseitige  Hyperbel  zu  deuten. 

Das  übrige  des  Satzes  leuchtet  nun  unmittelbar  ein 


23)  Ist  allgemein  /fn-f-l  der  Rftckkehrschnitt  von  der  Anti-Evolute  von 
Hn  fOr  CR,  so  bilden  die  reellen  Achsen  von  D,,  i/,,  ...  eine  geometri- 

sehe  Progression  mit  der  Ratio  2 cos  2 Wkl.  DCR.  Es  wird  also  mit 
xusammcnfallen,  wenn  2cos2  Wkl.  DCR  =:  1,  d.  h.  wenn  Wkl.  DCR  = 30**  ist. 
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X. 

Zur  Transformation  der  Thetafunctionen. 

Von 

Fritz  Rohde. 


§ 1. 

Ini  25  tcn  Bande  der  mathematischen  Annalen  veröffentlicht  Herr 
Prof.  Dr.  Krause  eine  Notiz,  in  welcher  er  das  Problem  stellt: 

„Es  sollen  zwischen  den  transformirten  Thctafanctionen 
und  den  ursprünglichen  die  möglichst  allgemeinen  Bezieh- 
ungen hergcstellt  worden“. 

Wir  nehmen  der  Einfachheit  halber  an,  dass  der  Transformations- 
grad n eine  ungerade  Zahl  sei,  und  beschränken  uns  ferner  auf  die 
bekannten  Repräsentanten. 

Wenn  man  dann  setzt: 

f tx  — 8^ 

V =»  iv^  v'  = — » W|  *==  n, 

so  lautet  die  Transformationsgloichung : 


wo  a die  Werte  1,  2 oder  3 annehmen  kann. 


Durch  Substitution  halber  Perioden  ergeben  sich  hieraus  die  ent- 
sprechenden Formeln  für  die  übrigen  Thetafunctionen. 
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Die  CoDstantcn  xi  kauD  man  anf  doppelte  Weise  darstellen,  er> 

stcns  mit  Hülfe  der  Grössen  zweitens  als  rationale 

Fanctionen  der  ursprünglichen  und  der  transformirten  Thetafnnc- 
tionen  für  die  Nullwerto  der  Argumente. 

Diese  beiden  Methoden  sind  dnrchgefübrt  von: 

Königsberger,  Yorlcsnngen  über  die  Theorie  der  elliptischen 
Fanctionen. 

Krause,  Acta  mathematica  3,  pag.  93. 

Müller,  Zar  Transformation  der  Thetafanctionen.  Granert^s  Ar- 
chiv, Band  1,  2te  Reihe. 

In  der  vorhin  angegebenen  Formel  kann  man  eins  der  Glieder 
unter  dem  Snmmenzeicben  durch  einen  anderen  Repräsentanten 
^'0  ersetzen , so  dass  dann  eine  Gleichung  von  der  Form  be- 
steht: 

:%{v\  t')  - x’)  + rxi 

wobei  die  letzte  Summe  über  genau  dieselbeu  Verbindungen  zu  neh- 
men ist,  wie  vorhin,  mit  Ausnahme  einer  einzigen  und  zwar  belie- 
bigen. Dieses  ist  dadureh  angedentet,  dass  die  Summe  mit  einem* 


Strich  versehen  ist.  Man  erhält 


n+l 

2 


solcher  Gleichungen,  und,  wenn 


mau  um  halbe  Perioden  snbstituirt, 

4 *=»  2(n-f  1)  mit  Unbekannten. 

Die  erste  dieser  4 Gleichungen  bat  die  Form: 

V tJ  “ sn-  («. 

wobei  dann  zu  setzen  ist: 


n *** 

: i 
3 


i = tl' 


— • nO^h)  u”==  ^ 

Vg  V« 

n n 

, l/j  J,  Uf 


f9 

C — 


^3*’  -3 


T)  « Oa,  ^a(v\  t')  = Oa\  “ Oa'\ 

Wir  denken  uns  nun  beide  Seiten  der  Gleichung  nach  Potenzen 
von  u entwickelt.  Dann  sind  die  Coefficienten  der  Potenzen  von  h 
rationale  Fanctionen  der  Grössen  ^a,  Oa  und  O/'. 
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Die  Eutwicklungscocfticicuton  bei  deu  Functionen; 


sehen  wir  dabei  als  unbekannte  Grössen  an. 


und 


Wenn  man  nun  die  Cocfficicnten  gleich  hoher  Potenzen  einander 
gleich  setzt,  so  erhält  mau  eine  beliebig  grosse  Anzahl  von  Bestim- 
muugsgleichungen.  Elimiuirt  man  aus  diesen  die  Unbekannten,  so 
ergiebt  sich  eine  grosse  Mannigfaltigkeit  von  Beziehungen  zwischen 
deu  ursprünglichen  und  den  transformirten  Thetafunctioneu  für  die 
Nullwerte  der  Argumente. 

In  ähnlicher  Weise  kann  man  in  der  eingangs  erwähnten  Trans- 
formatiousgleichuug  2,  3 u.  s.  w.  Producto  durch  die  llepräsoutauteu 
ersetzen.  Wenn  man  alle  Producte  ersetzt,  so  erhält  mau  für  den 
Fall,  dass  n eine  ungerade  Primzahl  ist,  den  bekannten  Satz  von 
Jacobi. 


Führt  mau  so  viele  Repräsentanten  ein,  dass  nur  ein  einziges 
Product  in  der  Summe  stehen  bleibt,  so  ergiebt  sich; 

n -1 
2 

ttO) 

i 

wo  die  Grossen  beliebige  Repräsentanten  der  nteu  Ord- 

nung bedeuten. 

Die  Aufgabe  lautet  dann; 

„Es  sollen  die  Potenzen  und  Producte  « ter  Ordnung  linear  durch 
die  Repräsentanten  ausgedrückt  werden^‘. 

Mau  kann  zwei  Wege  einschlagen,  um  diesen  specielleu  Fall  der 
Transformation  durchzuführeu,  nämlich; 

1)  Man  drückt  die  Coefficicuten  xi  auf  die  vorhin  angegebene 
Art  rational  durch  die  ursprünglichen  und  transformirten  Thctafunc- 
tioueu  aus. 

2)  Man  führt  die  Transformation  der  «ten  Ordnung  mit  Hülfe 
der  Transformation  (/*  — l)tcr  Ordnung  auf  folgende  Weise  durch: 

Es  sei  eine  beliebige  Potenz  der  (n  - 1)  ten  Ordnung  als  lineare 
Function  der  Repräsentanten  («  — l)ter  Ordnung  dargestellt,  z.  B.: 

(v)  = t(0) 

wo  die  Grössen  &a  beliebige  Repräsentanten  (n  • l)ter  Ord- 

nung sind. 
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Mnitiplicirt  man  diese  Formel  mit  x)\  so  ergiebt  sich  die 
Trausformationsgleicbnng  nter  Ordnung: 

» 

Das  Problem  ist  demnach  darauf  reducirt,  die  Producto  von  der 
Form:  linear  durch  dio  Repräsentanten  auszu- 

drücken,  so  dass  man  folgende  Form  erhält: 

welche  eine  Transformationsgleichung  n ter  Ordnung  darstellt.  Genau 
so  findet  man  die  übrigen  Productc. 

Wie  man  leicht  sieht,  enthält  das  Problem  eine  Lücke.  Es 
lassen  sich  nämlich  nur  diejenigen  Producte  durch  die  Repräsentanten 
ausdrOcken,  in  denen  eine  einzige  ungerade  Potenz  als  Factor  ver- 
kommt. Die  Transformation  der  übrigen  Producto  ist  von  Herrn 
Prof.  Klein  (siehe  dessen  Arbeit:  Zur  Theorie  der  elliptischen  Func- 
tionen nter  Stufe)  auf  eine  von  der  unseren  völlig  verschiedene 
Methode  durebgeführt  worden. 

Man  kann  beide  Methoden  benutzen,  um  zwischen  den  ursprüng- 
lichen und  den  transformirten  Thetafuuetioueu  eine  grosso  Anzahl 
von  Relationen  herzustellen. 

Im  Sommersemester  1884  liess  nun  Herr  Prof.  Dr.  Krause  im 
mathematischen  Seminar  nach  beiden  Richtungen  hin  arbeiten,  wobei 
sich  für  den  Fall  n = 3 eine  Anzahl  von  Relationen  ergab,  unter 
anderen  auch  fast  sämtliche  schon  von  Göring  gefundene.  (Göring, 
Mathematische  Annalen,  Band  7). 

Die  hierbei  auftretenden  Producte  t^p(ff)&a(v<e),  r(e^)  Hessen  sich 
durch  mechanisches  Ausmultiplicireu  als  lineare  Functionen  der  Re- 
präsentanten dritter  Ordnung  darstellen.  Für  den  Fall  der  Trans- 
formation fünfter  Ordnung  war  dies  aber  nicht  mehr  möglich,  und  über- 
nahm ich  daher  im  Anfang  des  folgenden  Semesters  die  Durchführung 
. des  schon  von  Hern  Prof.  Schröter  in  seiner  Habilitationsschrift  be- 
gonnenen, aber  nicht  zu  Ende  geführten  Problems,  die  erwähnten 
Producte  durch  die  Repräsentanten  der  rtten  Ordnung  auszudrUcken. 

Aehnliche  Probleme  sind  bereits  von  den  Herren  Krazer  und 
Prym  behandelt  worden,  und  zwar  in  bedeutend  allgemeinerer  Form. 
(Krazer  und  Prym:  lieber  die  Verallgemeinerung  der  Riemanu’schen 
Thetaformel,  Acta  mathematica,  Band  3,  pag.  240)* 

Diese  Betrachtungen  sind  jedoch  sehr  abstract  gehalten,  und  die 
Gewinnung  von  Thetarelationcn  aus  der  Endformel  verursacht  be- 
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dentende  Schwierigkeiten.  Demgegenüber  ist  die  Schroeterische  Methode 
durchaus  elementar,  so  dass  die  Durchführung  derselben  ebenfalls 
von  Interesse  sein  wird. 

Die  Abhandlung  wird,  entsprechend  den  beiden  Methoden,  in  zwei 
Abschnitte  zerfallen.  In  § 2 und  § 3 wird  die  erste  Methode  auf 
die  speciellen  Fälle  n = 3 und  n =■  5 angewandt  werden. 

§ 4.  wird  die  allgemeine  Entwicklung  des  Products  ricD 

bringen,  während  in  den  beiden  letzten  Paragraphen  die  Anwendung 
des  § 4.  auf  die  Transformation  3ter  und  5ter  Ordnung  behandelt 
wird. 

Als  Que’^en  für  die  Arbeit  sind  zu  betrachten: 

Krause:  Sur  la  transformation  des  fonctions  elliptiques.  Acta 
mathematica,  pag.  93. 

Müller:  Zur  Transformation  der  Thetafunctionen.  Gruuert’s  Ar- 
chiv, Band  1,  2te  Reihe. 

Krause:  Zur  Transformation  der  Thetafunctionen  einer  Veränder- 
lichen. Mathematische  Annalen,  Band  25. 

Gering : Die  Te'^werte  der  Jacobi’schen  Thetafunctionen.  Mathe- 
matische Annalen,  Band  7. 

t 

Schröter,  Habilitationsschrift,  Breslau. 

Der  Grundgedanke  des  Thema’s  rührt  nach  beiden  Richtungea 
von  Herrn  Prof.  Dr.  Krause  her.  Ich  will  an  dieser  Stelle  nicht  ver- 
fehlen, ihm  meinen  Dank  abzustatten  für  die  Bereitwilligkeit,  mit 
der  er  mich  bei  der  Lösung  der  verschiedenen  Probleme  unterstützte 
und  auf  die  einschlägige  Litteratur  hinwies. 


Abschnitt  I. 

§ 2. 

Die  Transformation  dritter  Ordnung. 

Für  den  Fall  n = 3 lautet  die  am  Schluss  des  vorigen  Para- 
graphen beschriebene  Transformatiousgleichuug : 

3T)-f  r/a)  *=  »)• 

Mit  Hülfe  der  Substitution  um  halbe  Perioden  findet  man  fol- 
gendes Gleichungssystem ; 
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^o(3r,  3t)+c^»‘>o(»>  */s)  =•  ») 

ds(3r,  3r)  + Co^s(r,  t/j)  = VK  ») 

^>j(3r,  3t)  — <s)=  - ») 

d,(3r,  3t)  + Co^s(«,  t/s)  = <•,  t) 


Dividirt  man  sämtliche  Gleichungen  durch  ^o*(*S  so  orgiobt  sich: 


.^o(3p,3t)  ^0(^1  T/3)  ^ 

da(3p,3T)  ^q(3p,3t) 

V3p,3t)  ‘ ^o(^^/'s)  ^o^v,t)  “ t") 

^,{3ü,3r)  eoiSv.Sx)  _ ^iKl/s)  ^o^U)  ^ 

^>o(3»,3r)'  VK  “»)  ^^o(*^»^/s)  ’ 


Oj(3t,3t)  Oo(3v,3t)  , ^ 9i(v,rU)  »oMi)  __  ^ 
In  diesem  System  setzen  wir : 


^(3^3i) 


= <Po(») 


und 


^o(*^  l^/s) 

V(«» 


und  drücken  die  anderen  Quotienten  durch  elliptische  Func/'onen 
aus.  Dabei  setzen  wir: 


^a(3t;,3T)  = O«,  ^«(r,T/3)  - Oa\  »a{v,t)  ->  f^a 
Es  ist  d'inn: 


^o(P,  T) 


Eingesetzt: 

= «I 


(“’  «?)• 

3t)  _ 
do(3r,  3t)  ' 

r o.« 

0,*;  ’ 

/ rv» 
l“  V’ 

0,'*; 

(-  ‘4> 

^j(3r,  3t) 
/f^3r,3T) 

“5'“' 

o,^\ 

• V) 

^i(**,T  ,) 

0/  1 

/ 0,'* 

" 0»  ' 

i“  V' 

%'V 

l 

»/3r,3») 

f’- 

V-  V/ 

" 0.“ ' 

l v‘ 

</,') ' 

#/r.T\) 

0,'  i 

Vv“< 

l“  V ' 
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j /o  Oo*  , . Oo'  , / Oo'»  0,'*\ 

Os  /o  0,»  Oj*\  , O,'  / O,'»  0,'»\  , , »s’  , ^ »s'\ 

Os  /„  Oj*  o,*\  , ^ , (),'  / O,'*  0J*\  , , «V  J »,*\ 

Oo*^“  V (.“»3*  ’03'v’^‘^'’^~''#„3  v“’#,») 

Wir  entwickeln  nun  sämtliche  Functionen  nach  Potenzen  von  u.  Die 
Entwicklung  der  elliptischen  Functionen  lautet: 


suu  = — 


cnu 


o I • • • 


••  • 


dnu 


1 ^ M»  4- 

^ 2tV 


<Po(*0  = yo  + y2«*+y4“*  + ••  • 

= yo'+y*'«**+y4'w^+  ••• 

Dann  nehmen  die  Gleichungen  folgende  Gestalt  an; 

yo+y2»**+- ••+<^o(yo^+W*^*+ •••)  =■ 

Oq\}  '^^4+- j(yo+ys**  +-)+‘^o^^/(^i  2(^5*  ^3^  ")  ^ 

(yo'+y8'w*+-)  “ 2 7 

2*fo  3^3®  , . , , , 

OaV^tV  Ö*V 

. 2?1(  ^_v+_v  V '4.  ' »4-  :?L,  3_  ^ 

'V  “ ^^c+-j(yo +y*  «^ +•••)— c, ^^3 (m  ,..) 

öoC^  öo~'  ~“*2V"^”’)  ^ 

(yo*+y*^“*+*-)=<^j^^i — 2***’^”*) 

Es  gilt  nun  der  Satz,  dass  in  jeder  identischen  Gleichung  die 
Coefficienten  gleich  hoher  Potenzen  der  Unbekannten  einander  gleich 
sind. 

Wenn  wir  diesen  Satz  auf  unsere  Gleichungen  anwenden  und 
dabei  bis  zur  2nten,  resp.  (2w-|-l)l®“  Potenz  fortscbreiten , so  er- 


i 


i 
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halten  wir  4n  Gleichungen  mit  2(ti+l)  Unbekannten.  Da  wir  nun 
n beliebig  gross  annehmen  können,  so  ist  klar,  dass  uns  beliebig 
Tiele  Bestimmungsgleichungen  zur  Verfügung  stehen . 

Dabei  ist  aber  zu  beachten,  dass,  je  höher  mau  geht,  die  Gloi- 
chongen  desto  complicirter  werden  und  sich  zur  Ableitung  von  Re- 
lationen zwischen  den  verschiedenen  Tbetafunctionen  wenig  eignen. 

In  unserm  speciellen  Falle  wollen  wir  die  Coefficienten  von  u®, 
u\  tt*  und  einander  gleich  setzen.  Dadurch  erhalten  wir  8 Glei- 
chungen mit  6 Unbekannten.  Diese  letzteren  reduciren  sich  jedoch 
auf  4,  da  j/q  und  yo'  bekannt  sind,  denn  es  ist : 

Oo  , , öo' 

yo  “ u 8 yo  “ A 3 

^0  ^0 


Die  Bestimmungsgleichungen  lauten: 


I yo+^yo’  “ 

TT  ^5  ^8'  r 


30,0,  0,'0,'  , f, 

^ ^ 8 yo  ^0  ^ i yo  “ ® 

3 3 

Oo  “ Oo'  ‘ V 

T y,4-«oyj'  = o 

0,  9Vo,‘  , p,'  , , 

'*  Ojä'»  ~ 2»,“Oo  Oo' "iJVOo 


lUo  — 2"' »JO 


VII 


30,0,  , 90,0,‘(d,*+#,‘)  , _ 0,'O,'  , 

y»+  207«  V 


^0  Jo  10  Vo 


vni  O*  ?»'  ' ' _3'iV 


Mit  diesen  Gleichungssystemcn  combiniren  wir  das  folgend^;: 


do  (3r,  3t)  + c,  ^0  (r,  t ^ = 

^3(3r,3T)+c,ir,(r,T;,)  — 
(3r,3r)  — c,^,(r,  T^  — 
(3f,  3t)  + (r,  T j)  = 

ixeli.  der  HAth.  m.  Pky«.  2.  EeiJke,  Teil  IIL 


<:,^,*(r,T>0^(r,T) 

T;d,(r,r) 

(v,t) 
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Dividirt  man  wieder  durch  und  führt  die  elliptischen  Func- 

tionen ein,  so  ergiebt  sich: 

«Po  ('•)  + Ci  <Pl  (»)  = «3  du««  (u,  j j 

's  /„  *^3*  0,*\  , ^ OJ  / 0'‘  Oji\ 

'3  ‘ V V’  Oa*/  - «^8  ®“  (“  V ’ öj^) 

V / #s»\  j/  .^3*\ 

W V“’  v)'"  v“’  #3*) 


0„ 

o 


o 

T) 


'0  ™ (^“  .5  ’ + ‘■3  “ («  !)•  ’ öf^s-) 

'3Ä“‘(“’v)“"(“’  v) 

Wenn  man  nun  nach  Potenzen  van  u entwickelt,  so  bleibt  die 
linke  Seite  genau  so,  wie  beim  vorigen  System,  nur  tritt  c,  an  Stelle 
von  Cft. 

Wir  setzen  sofort  die  Coefficienten  gleich  hoher  Potenzen  ein- 
ander gleich  und  erhalten: 

I y0  + ^2yo'  = «^3  ä 2 

TT  _L  ^3  f 

Öo2'o+^2  Oy'2^0 

IV  ^^yo+«^8^W=0 


^ yt~\~  u 2 a 

O3 


Wg  yiT-g'LPg“  , ^s'  f 1 

' ^ Oo  ~ ^*^07  yo  =-  — ^^^3 

3O2O3  902035(^^4+^^4)  ^ o^'Og'  , 02'03'S(V+V>s^) 

^3«  2^3»®  ,.^^2  ys  ^^10 

(7V+V)V 


^9^0 'S 


Oo  «V>3<  *'<’  +'^3  Ö;,'  ~ 0„'»o^  I'» 


^ 8 

„l_g 
^ 8 
'^3  ''O 
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Dies  ist  wieder  ein  System  von  8 Gleichungen  mit  4 Unbekannten. 
Zusammen  mit  ;dem  vorigen  System  haben  wir  also  10  Gleichungen 
mit  8 Unbekannten.  Diese  reduciren  sich  jedoch  auf  6,  da  in  beiden 
Systemen  die  Unbekannten  y*  und  denselben  Wert  haben. 

Man  gelangt  ausserdem  noch  zu  2 neuen  Systemen,  indem  man 
in  der  Gleichung: 

^o(3w,  3t)  + aro  r/g)  = a-,  t)  &o(v,  r) 
das  eine  Mal  c = 1,  das  andere  Mal  a = 2 setzt.  Es  ergiebt  sich: 


3t)  + C4  Og(v,  T/g)  = C5  x)  Vtg(v,  t) 

^j(3w,3t)— C4^,(r,T/g)  = —Cr^^oHv,t)(r^{v,T) 

0^g(3t7,3T)  T/g)  = C5  t) 

und  als  letztes  System: 

3t)  + c«  &o(v,  t/s)  = c^  t)  &q(v,  t) 

^g(3ü,  3t)  + Cq  Og(v,  T/g)  = Cj  x)  t*>g(v,  T) 

^i(3ü,3t)  — Cg^,(t;,T/8)  = —c^^sHv,x)^^(v,T) 
dj(3r,  3t)  + Cq  &i(v,  T/g)  = — C7  ^o^(v,  t)  &f(v,  t) 

Wenn  man  die  Unbekannten  eliminirt,  so  erhält  man  aus  dem  ersten 

Gleichungssystem  folgende  3 Relationen: 


)v  = ( 

» 

Aus  je  einem  der  3 letzten  Gleichungssysteme  rcsultiren  die 
Beziehungen: 


2. 


O2  OJ 
Oo  Oo 

^ 

02  O2' 

Op__ql 

03  O3' 


-^(SO.Oj+O.'Oj') 

vo 

^s(30„0j+0o'0,') 

O^' O,-) 


ferner  ein  analoges  System: 


10* 
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Or  OJ  ... 

^(3o„o,+  o„'o,') 

und  endlich  die  3 eleganten  Relationen : 

OoO,'— O3O0'  “^8 

0^0^'-  “ ^3 

4 — OjOs  ^0 

OqO,'-  OjjOo'  ^3 

— O^^Qq  ^8 

0^0^'— OM  -^0 

Durch  Combiuation  von  2.  und  4.  erhält  man  das  Gleichungssystem : 

0^(OsO,'~  0,0/)  = 30,0,4-  0/0/ 

“ 30oO,4^o*^5^ 

^t(0„0,'-0,0/)  - 30„0,+  0o'0,' 

Diese  letzten  3 Gleichungen  sind  schon  von  Göring  aufgestellt  wor- 
den. (Göring:  Ueber  die  Teilwerte  der  Jacobi’schen  Thetafunctionen, 
Mathematische  Annalen,  Band  7,  pag.  311.  Formel  22). 

Die  beiden  Gleichungssysteme  4.  und  5.  ergeben  noch  die  Be- 
ziehung: 

^o^(^30a  OfOg  ) O^Oq')  ==  — O^Oq') 

t 

Es  erübrigt  noch,  die  Beziehungen  zwischen  jo  drei  Repräsentanten 
aufzustellen.  Aus  dem  in  § 1.  gesagten  ist  ersichtlich , dass  für  den 
Fall  « = 3 Relationen  von  der  Form: 

r')  + Co^a(v'\  t")  + Cj  &a(v"\  l'")  = 0 

existiren  müssen.  Wir  betrachten  den  speciellen  Fall: 
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Durch  Sabstitntion  halber  Perioden  erhält  man  das  System: 

^/s) + ^0  ^3  » ~^) 

^2(v,xl,)+Co^,(v,  = ^ 


Berechnet  man  cq  und  c^  aus  den  ersten  beiden  Gleichungen,  so 
tindet  man: 


Oq'O.’^'-Os'Oq"'  Oo"<V-^,y,' 

0„"0,«'-0j"0„“  ‘^<  “ Öo"Ö”-0/Oo''’ 


Andrerseits  ist  aber  nach  der  Jacobi’schen  Relation: 


= 0 


Demnach : 


a 


Cj  = 


Durch  Vergleichung  dieser  auf  2 verschiedene  Arten  gefundenen  Coef- 
heienten  findet  man  folgende  Relationen: 


0o'0^''-0y^"=  a*(0o"03'"  - O/Oo'") 
G3'Öo"-Oo'C>3'"=  a*(Oo'0/~  Oy^") 

Ebenso  , wenn  man  cq  und  Cj  ans  je  2 anderen  Gleichungen  be- 
rechnet : 

O*'0o'"-Oo'o,‘"=  a (oy/'-oyo''*) 

Oo'O,"— Oj'Oo"= 

0,'Oo«'-0/0,-'=  a*(Oo'0,"-0/Oo") 

and: 

0/03"-03'o,«'=a  (03"0,'"-0,"03'") 

O3'  0,"— O5'  0,"= 

93'  «*(  O,'  O3") 

Go'(0*'03'-^,*93-)  = „ 

o,r(oyy  a^o>\o-o--.oy-) 
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V^a") 

OAÖo'^3-W')=  «'<V(Öo"Ö3"-^Öo'^3') 

0^\0-0^^-O^^Of)  = a^OfW>Of^>  -0-0’') 

0f{  O^’  0,'-  = «203/(o;'c>^-  „ 0,’  0,') 

Es  ist  klar,  dass  mau  dio  Repräsentanten  noch  auf  3 andere 
Arten  zu  je  dreien  combiniren  kann  und  daraus  ebenfalls  eine  grosse 
Anzahl  von  Relationen  erhalten  kann.  Ich  unterlasse  dies  jedoch  und 
wende  mich  zum  Fall  n ==  5. 


§ 3. 

Die  Transformation  fünfter  Ordnung. 

Für  den  Fall  » = 5 lautet  die  erste  Transformationsgleichnng  : 

^q{v\x)  = 

Bildet  man  nun  durch  Substitution  halber  Perioden  die  entsprechen- 
den Gleichungen  und  setzt  der  Einfachheit  halber: 

V — 5i’,  r'  = 5t,  v'  — ??,  — T/5, 

so  ergiebt  sich  folgendes  System : 

^o(bw,  5t)  = f 5) + 3*2  , t) 

5t)  = t/j)  + a-2 

^i(5v,5t)  = a•l<^,(^>,T/5)-^-ar2^‘^^(v,T)ö■o2(?^T)-f  o:3^i(w,t)VK  ») 

^2(5v,  5t)  = T/5)  +3'2^^2^(v,  t)i‘^3=^(w,  T)  -fa-3i#-2(tJ,  t)^3^(w,  t) 

Dividirt  durch 

^o(5i’.5t)  ^o(^yjU)  I t)  I 

»oHv,  r)  “ r)  ’■»  »,\v,  r)  9,H«,  r) 

'^3(5^»  5t)  i^q(5v,  5t)  ^ V5)  5)  I 

^^o(5v,5t)  ^/f>) 

^^(5w,5t)  a-o(5e,5T)  l ^.4y±^) 

i^oibv,  5t)  t)  Vs) 
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^si ^ ^2('%  ^/s)  ^oO’»  ^/ft)  I t)  t) 

d-o(5p,  5t)  VC».  *)  ^/s)  VC",  t)  V(»,  i)  ^(V,  *) 

t)  t) 

Wir  setzen  nun: 


»o(bv,bt) 

r) 


= g>o(v) 


“"‘1  ^t)- = 


Führt  man  jetzt  die  elliptischen  Functionen  ein,  so  gestalten  sich  die 
Gleichungen  folge ndermassen: 


qPoC«^)  ==*’i9’i(*’)+^2^"2SnM?4,  ‘^fäj  + ^si^snM  :^y) 

3 ' 3 / 3 ' •!  / 

Os  1 Ojä  0,*\  , ^ Os' , / Os'ä  Oj'2\ 

Oo  **“  V “ «V’  OsV’’"^”^  “ V “ #s*  ’ Ös' V 

Q 2\  O ' / Og'2\  -9-,3  / 

Q~2y*Po(*^)  “ Q ()  “f“  ^2  y 

+ »-s?^sn(», 

^ cn  (ö«  ö;I)9>o('>)  = *1  §*'«“  ( “ -^T-  .s)  ViM 

■’  (“>  ff^s)  >1“*  («-  |S) 

, ’W  ( ».'X  , , / 


g*su  (5tt 


Og^  0. 
^3^ 


iK30-„2 


Es  ist  aber  ebenso,  wie  früher: 


<Po(c)  = .Vo  +^2  *^^+^4  “^  + ••• 
«TiW  “ yo'+y2'*^*+i'4'"^+  ••• 


Entwickelt  man  jetzt  die  Functionen  nach  Potenzen  von  u und 
setzt  die  Coefticienten  gleich  hoher  Potenzen  einander  gleich,  so  cr- 
giebt  sich : 

I yo  = ^ Vo 


o 


o 


II  'n  t^iyo  ~\r^2  A 


+ ^3  “orr 


ni 


bOfO^ 

^3*  ^0 


'W  , . 4. 

<).  j ^1  yo  "r  ^ ^3 
3 3 
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O, 


IV  o-(jö  ^8 


/ ^2* 

V ^2  “ «1  yg  + ^ acg 

^8 


0. 


25^2**  ^3^  I 3 

~ "2vöo'^ö+ä;y2-- 


2 3 t I ^3  f 

2^3*^^o'  ' ^o' 


^2*(2V+3V)  ■ ^2^(4^8'4^2*) 


2^8^o' 


a^s  — 


VII  - 


1250/02(V-P2"*) 


* / I ^^2^8 

yoi“  ■2  "y2  = — 


'3  < 

Og'Og' 


^3^^Q2^(V-P2*)  , 

6^0*« 


I '-2  ''3  _ ; I ^2^  _ ^2('3’s*“h^2*)  _ 

+ A 2 «1^2  -f  A3  ^8  eO-  ö 


VIII  — 


250gOs^ 


0 


OJ 


2V^o  ^o' 


2^3^0q'  vq 

^2*(3^3*+2^^2^)  ^2(^sM-4V) 

a?2  r»n  R a^ 


2^0® 


Ebenso  ergicbt  sich  das  2te  Gleichungssystem  nach  Einführung 
der  elliptischen  Functionen: 


0-2  ✓ 0-^2\ 
9>oW  = »4  <Pi(") + *5 +*6  grS  sn*  gfj j 


o,  i Oj*  t»sn  , ^ 


Ö2'2 

Ö3'", 

) <Pl(») 

' ^>2*\  i 

dn-( 

s ö7v  ( 

v) 

0./2' 

■>;■■, 

/ <3Pi(«^) 

0-8v  ft  3 . 

:■■  s 

Qg  / Os*  02“\  0/  / Og'2  0/8\ 

^^0  V ’*  V’  Oq'  \ “ -ö-^  ’ 07* / 

+»5-»^5cn5(«,  »S)+*6--^ciiä(»,  ^,)da»(«,  |s) 

und,  wenn  man  die  Coofticienten  gleicher  Potenzen  einander  gleich 
setzt; 
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yo  “«♦yo'+*5 

Ö3  0^  II.  - _L  "3  « 

^ yo  “ fl  f *4^0  r A 6 *5  I a 6 ^6 
Oq  ^0  ^0  ^0 

50,0, 


V 


»5*  y® 


Q.'o»'  _ , 

a 8 3:4  yo 


»Ä* 


f Il_ « 4_  12  13 


, V 

y,  — «4yf'+  ^*«6 
3 


^ 25  V 03^ 

Oo*'*“  2VO„ 


yo 


VOg'^ 


*4?»'—  25^8^'  ^*»0  V~ 

»,»(2V+3»,«) 
2»aV  ■ 


50*0a  125(V+V)Oj®0,  _ , 

-^ya -ß^iö y«-  V 

- 68^,1«  + V “ 

o,  250a<0,  Oj'  , Oj'Og'«  , &»,> 
öj,  - »«=ZI7®‘2'»  “ 2»3<0«'  *«*'»  2»„® 

V(3V+2»,‘) 

2f>3»V 

Das  dritte  System  lautet,  wenn  man  die  elliptischen  Functionen 
einführt: 

. V 4/  V\ 

V y**’ 


^e, 


öo  (““  %'W)  S' ‘‘"( “ V ■ S") 

+ 4r3^ädn=(«,  ^|)-hr3-|^/-dn(»,  »'j)  «>*(“.  8^) 

Ö3  ®“  (”“  07^  “■  *’  &' '“  ( “ Ö7*) 

+ 3^8'V®“  \ ’ V/  ’ ^3  / 

O,  /.  0.*  Oj»\  , 0/  / 03'=«  ^ ^ 

g-  cn  ^OW  Qi  J tPo(f^)  —^7  Q^"/  cn  ^ U 

+ 3^  ^5  cn^  ^tt,  j +^5,  V V / ' **’  ^^3* / 

and  hieraus  folgt: 
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II 


v/jj  V/g 

TT  ya^  77737^0  -r^  ÄTö+^o  “öTT 


III 


5O2O3  O2'  Oq  / I 

V V 


IV 


-9i'  M V,  W 


V yi=^XTy^' 

,,,  O3  25  V 0.1^  O3'  , VOa'^  , öVg'* 

Oo^^*  2V^^o  V 

_ V(4^3^+ V) 

2»3^o‘ 


vn  •'^^2^»  1 25(^3'*-|“®‘2^K^3^2 

'^j ' y^  6^<(^9 


0/03'  , 

a 3 *7^0 

'^3 


(VW)03'-^*'  , ^3(V+V) 


6V" 


^^7^0  — 


--  3-ü 


VIII 


0, 


2503^2 


O,' 


0/^0,' 


5V 


0„^*  2VÖo  2VOo'‘'’^"  2V’‘“ 


»,(V+4V) 
' 2.\» 


Aus  jedem  dieser  3 Systeme  erhält  man  noch  2 andere,  indem 
man  statt  ^i^(v,t)  und  setzt: 

1)  V0’>^)  und  l>2^(»,  t) 

2)  VK  ^)  und  5-32(v,  t) 

Die  ersten  Gleichungen  des  ersten  Systems  würden  nach  dieser 
Acuderung  lauten: 

'\(5y.  5r)  = a-j  r/5)  + t)^2^(ü,  t)  + 2-3  ^q{v,  r)Ü‘2*(ö,  r) 

und: 

^q(5v,  5t)  = Xi  ^/ö)  + + «3  ^)  V(*^5 

wobei  selbstverständlich  a:,,  a*2  und  arg  in  jeder  Gleichung  andere 
Coustanten  bedeuten. 

I 

Es  existiren  ausserdem  noch  einige  andere  Transforniationsglci- 
chungen,  die  man  erhalten  kann,  indem  man  in  den  ersten  Gleichungen 
des  ersten  und  dritten  Systems  statt  ^iKv,t)  die  Producte: 

‘^)  und  ^i^(t’,T)V(’''S‘*’)  setzt. 
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In  diesem  Falle  gestalten  sich  z.  B.  die  ersten  Gleichungen  des 
ersten  Systems: 

^o(5r, 5t)  =a:i  t /j)-}- r,  t)0-, *(», t)+ars  t)9-j  *(r,  T)^i\v,x) 

ond: 

V5p,OT)==flr,  ^o{v^tU)+Xi 

Wir  haben  also  eine  grosse  Anzahl  von  Bostimmungsgleichungon 
gefunden,  die  wir  zur  Auffindung  von  Thetarelationon  verwerten 
können. 

Aus  den  4 ersten  Gleichungen  des  ersten  Systems  in  Verbindung 
mit  den  dazu  gehörigen  beiden  Systemen  ergeben  sich  die  Gleichungen : 


^0^0*(^fPs  ^8*^3*) — ^0^8(^2^0» — ^0  ^0* — ^0  ^3*) 

1.  -Oo'C3-)=V3(OoO,‘-0,0,')_V8(OA~ 

^0*^2*)  ^2  ^3  (^0^3* — ^fpo)  ^0^3(^2^3*  — ^3^2*) 

Aus  dem  2ten  System  erhält  man: 


2. 


P(50j0,_  0,"V)+  (50„O3-o„'O3') 


^ (50„03— f>a'0/) 
^3 


Ans  1.  ergeben  sich  durch  Combination  der  3 Gleichungen  unter  sich: 


3. 


(50(,03+»„».)(»jO„'+tf„o,')03=(;»„»,4-03'o,')P3f>„+a„f^,)/V 


Durch  andere  Comhination  erhält  man : 


and  endlich: 


Dnrch  Znsammeufassnng  von  .‘i  and  4.  gelangt  man  /,n  fulgenden 
Relationen : 
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(^2^3— 0203)(^3 Of-  -^2 Og— Oj) 0^0^' 

6.  (^0^3'-Oo03)(i^o03—<J>^8^ü‘W=-6‘^O^S— Oy' 03')(^30o -^0^3)0, 0/ 
(^0^»— 0o02)(^20o'— ^o02*),i^3*=(^o^2— Oo'02')(^o0j— ^jOojOgOg* 
und: 


(5i^2^3— O2'  Og')(^2  O3—  i^g  Of)d-Q^=  (5  Og O3  - i^g^^g )(^3  Og'— ^2 O3')  Oo Oo' 
(5^o^3—  Oo'  03*)(,J^3  Oq—&q  (5  O3 Of—&^  Of)  OgOg' 

(5^o’^^2+  Oq  ' Og  • ) (^0  Og+  Oq  ) (5  Og-f-  ) ( dg  Oo'+d-Q  Og')  O3  Og' 


Eine  weitere  Reihe  von  Beziehungen  ergiebt  sich,  wenn  mau  die 
4 letzten  Gleichungen  des  ersten  und  2ten  Systems  hiuzunimmt 
Daraus  entspriiigeu  folgeude  Gleichungen: 


(50g2-0g'»)(50g^*-6V+0g'^)  = 

8.  (50o«-  Oo'2)  (50o*  - 6do*+  Oü'*)  = 

(5  Og^  - (5  Og-^  - 6dg^  + Og'^) 

ausserdem  noch: 


(50,»-0,'*)(50/-4^/+02-*)=2^„=i(503S-0,-»)-2V(50,'-0„‘>) 
(50„2_o„-»)(50(,*  - 4^„2.f  o„'*)=2^/(5032  -Oj'2)  - 2V(50j*— Oj'-) 
(5O3»-  03'*)(50/— 43^324-03  «)=2V(50/-Oj'»)  -2i^o‘(üO„2— O^-») 

Kudlich  führen  wir  die  Beziehungen  zwischen  je  einem  Product 
5ter  Ordnung  und  3 Repräsentanten  an. 

Wir  nehmen  als  Beispiel  einen  speciellen  Fall,  nämlich : 


^«(e,  r)i^i  Hv,  T)»/(v,  T)=!T,tf„(5!.,  5t)4-r,^3(», 

»3(0,  T)»3‘(0,  T)  =3:,  ^^3(5»,  5r)4-Xj#3(o,  t /5)+*3t^3  /», 

-»j(v,  r)»3‘(v,  t)#3»(c,  t)=x,  »,(5v,  T/jj+Xj^,  L 

—»3(0,  t)»3>‘(v,  I)=x,tf3(5c,  5r)+X3^3(c,  r /5)+X3if 


Wenn  wir  nun  « = 0 setzen,  so  ergiobt  sich: 


0 

Oo* 

n " 

Oo 

Oo* 

n " 

= 

0 

03' 

O3" 

• 

• 

O3 

O3* 

O3" 

Og* 

Og" 

Og 

Og' 

0/' 

i 
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Oo 

0 

n " 

Oo 

Oo' 

0 " 

X,  = 

0 

n " 

• 

O3 

0/ 

O3" 

o. 

0, 

0,* 

Os" 

Oo 

Oo' 

0 

Oo 

Oo* 

Oo" 

11 

03 

Os‘ 

0 

• 

• 

O3 

1 

Os* 

O3" 

02 

o,‘ 

0, 

0,* 

0*" 

Ebenso  kann  man  x,  und  Xg  auf  3 andere  Arten  berechnen,  und 
man  findet  durch  Gleicbsetzung  der  Ausdrücke  neue  Relationen. 

Auf  dieselbe  Weise  gelangt  man  zu  den  Beziehungen  zwischen  je 
4 Repräsentanten,  indem  man  z.  B.  setzt: 

Ich  unterlasse  jedoch  die  Lösung  dieses  Problems,  da  die  Methode 
den  bisher  angewandten  vollständig  analog  ist. 

Es  lässt  sich  demnach  auf  die  von  uns  bis  jetzt  behandelte  Weise 
eine  beliebig  grosse  Anzahl  von  Relationen  darstellen.  Man  gelangt 
jedoch  nicht  zu  einer  symetrischeu  Darstellung  der  Potenzen  und 
Producte  nter  Ordnung.  Die  Lösung  dieses  Problems  wird  nun  die 
Aufgabe  des  zweiten  Abschnitts  bilden. 


Zweiter  Abschnitt. 

§ 4. 

Die  Entwicklung  der  Potenzen  und  Producte 
nter  Ordnung  in  Fourier’sche  Reihen. 

Die  Aufgabe  des  zweiten  Abschnittes  ist: 

,-Es  sollen  die  Potenzen  und  Producte  der  nten  Ordnung  durch 
die  Repräsentanten  «ter  Ordnung  ausgedrückt  werden“. 

Dieses  Problem  ist  bereits  von  Herrn  Prof.  Schroeter  behandelt 
(siche  dessen  Habilitationsschrift)  und  für  die  Potenzen  bis  zur  sechsten 
Ordnung  jdurchgefübrt  worden.  Schon  bei  der  fünften  Potenz  aber 
können  die  Coefficienten  nur  mit  Hülfe  quadratischer  Gleichungen 
bestimmt  werden.  Ueberdies  bemerkt  Herr  Schroeter  selbst,  dass 
bei  den  Potenzen,  die  grösser  als  6 sind,  seine  Methode  nicht  zum 
Ziele  zu  führen  scheine. 
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Endlich  hat  Herr  Schroeter  nur  die  Potenzen  der  Thetafunc- 
tioncn,  dagegen  nicht  die  Producte  derselben  behandelt. 

Im  folgenden  soll  nun  gezeigt  werden,  dass,  und  wie  durch  eine 
leichte  Modificatiou  des  Schrocter’schen  Verfahrens  die  Lösung  des 
Problems  bedeutend  weiter  fortgeführt  werden  kann,  wie  denn  ins- 
besondere der  Fall  5 seine  völlige  Erledigung  findet. 

Wir  erhalten  die  Potenzen  und  Producte  der  7iten  Ordnung,  in- 
dem wir  diejenigen  der  (n  — l)ten  Ordnung  mit  einer  beliebigeu  fun- 
damentalen Thetafunctiou  multipliciren.  Dabei  treten  nun  auf  der 
anderen  Seite  der  Gleichung  Producte  auf,  deren  einer  Factor  die 
fundamentale  Thetafunction,  der  andere  ein  Repräsentant  («  — l)ter 
Ordnung  ist.  Das  Problem  ist  demnach  auf  folgendes  zurückgeführt : 

„Es  sollen  die  Producte  der  Repräsentanten  (n  — l)ter  Ordnung 
mit  einer  beliebigen  fundamentalen  Thetafunction  gebildet  werden“. 

Dazu  machen  wir  die  beschränkende  Annahme,  dass  n eine  Prim- 
zahl ist,  und  bezeichnen  diese  letztere  mit  ». 

Dann  haben  die  Repräsentanten  der  pten  Ordnung  die  Form: 


/>t)  und  — ~ — j» 

wo  Q die  Werte  von  0 bis  — 1 annehmen  kann. 

y — j-  _ 2/^0  ^ 

Wir  haben  die  Form  — - statt  der  sonst  üblichen  

P P 

gewählt,  weil  sie  bei  späteren  Rechnungen  einige  Erleichterungen 
gewährt. 

Von  den  Repräsentanten  der  (p--l)ten  Ordnung  beschränken 
wir  uns  auf  die  bekannten  von  der  Form: 

(p  — IK  ( P — l)r)  und  • 

wo  I alle  Werte  von  0 bis  — 2 annimmt. 


Es  sind  demnach  die  beiden  Producte  zu  bestimmen: 


l)af,(p  — 1)t)  und  t)^a 

Dazu  gehen  wir  auf  das  schon  von  Schroeter  behandelte  Problem 
zurück. 
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Man  soll  das  Product  bilden: 

^./x,aT)^,Ky,/3T) 

Es  ist  nnn: 

^3(x,ox).‘>3(y,i3^)  = -2:2:e'*»'l'«’“»+»*V^+2i.ijc+2Mjri  („,  UJI^J  „ von  — xbls«) 
Wir  setzen : 

n •=•  m -f  - 

ond  erhalten: 

^3(x,  ar)^3(y,  ^r)  = + +AV»  1 I 

(/*  von  — X bis  QO ) 

Setzen  wir  nun:  (a+j3)r  statt  t,  so  bokomrnon  wir: 

^3(z,a(a+/3)T)^3(y,/S(a+/5)T)=:2:2:c^'l(*"(a|^^)  | /iA^f +/.*a/J»  I a»»(»  f V)  I 'ih\ 

Jetzt  führen  wir  ein: 

wo  n von  — X bis  +x  und  von  0 bis  a-\-ß—\  zu  nehmen  ist. 

a{a+ß)r)»siyf  ß(a+ß)T) 

= ^P)•^ K(a+/J)f»»i+^*»)  I f2wi(j  f;/)  f f 2fiy\ 

H—Qm  n 

»a— ßn  für  m eingeführt: 


+2*<H-yH-2«(ojr— ^H-2^y 


Setzt  man  jetzt:  r statt  so  gestaltet  sich  das  Product: 


HT,ax)a^,ßt) 

tt^-i 

0 


also: 


L 


Kach  genas 
m mufett  tm 


äf^hamieüt  wtr  <fie  tihrvgew 
wo,  i iSieh'Jmngea: 


Digltizeü  by  Google 


I 


IßO  Roh  de:  Zur  Transformation  der  Theta functionen. 


I. 


^ä(x,ctr)S-s(y,ßt) 

= 2^e^*Ti“V^+2uyl^^(aj -j  y-f /nj5r,  («+/5)r)d^g(ay — ßx-^uaßx.  aß{a-^ß)x) 

ß 

^a(a:,  a x)^^{y^  ßx) 

" aß(o+ß)t) 


^ü(ar,«T)^o(y»^^) 

=^e^‘^V»+2/i{j^-i>J^3(a;-f-y+f4/3T,  {a-\rß)t)d^si°y—ß^ Ti~ 

ß ^ 

aß(a+ß)  X 


^3(x,ax)&o(y,ßx) 


ß ' ^ 


Setzt  man  jetzt: 


x-f-ay  statt  X und 

— »+/^y  y» 


so  gestalten  sich  die  Gleichungen: 

II. 

^3  (aH-«y>  «*^)'^3(— «+/^y>  ß^) 

aß(cc+ß)x) 

^s(®+“y»  «+/?y,  ß^) 

==£e^*iiMH)*ßr+2{u+i){-^^ß¥)]  ^^{(a+ß)y+ifi+i)ßxy  (a+ß)x) 

^s( — f^ßi^-hß)“^) 

^o(«+«y»  öi^)’i^o(--H-iSyj  ß'f) 

=^6^‘C.«V»+2/*(-»+i^y-*i)]  &M^+ß)y-\-tißr,  («+/3)t) 

^s(— ^«+/S)x—  ^^-\-fittßx,  0/3(0  +ß)x) 

^s(«+«y»  txx)ifQ(—x+ßy.  ßx) 

=Zc^»I/‘V'+2/i(-*+i^y-i)J^o((o+/3}y+ft/3T,(o+/3)T) 

ß 

^3(— ^+/*«/5t,o/5(o+/3)t) 


In  den  3 ersten  Gleichungen  dieses  Systems  (die  4te  gebrauchen 
wir  später),  sotzen  wir: 
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r = a = 2>  — 1,  |3  = 1 

und  nehmen  an,  dass  p eine  ungerade  Primzahl  ist. 

Wir  erhalten; 

lila. 

/i=0 

fi 

^oi(  p—  Vy,  ( 2^—W^o(y^ 

=Ze^  ‘I“ * * I 'V - PKV-gt  7>^+/i T,  ;>r ju ( 7) — 1 ) t) , 7>( ;) — 1 ) t) 
u 

Ferner  suhstituiren  wir  in  der  ersten,  2ten  und  4tcn  Gleichung  des 
Systems  II.  folgende  Werte: 

y = 0,  a=7)— 1 |3  = 1. 

T-j-§ 

und  führen  ^ ^ alle  Werte  von  0 bis  {p — 2)  an- 

nehmen kann.  Wir  erhalten: 


III 1). 


ni  \ 
==2:e  I 

fl 


— i-‘Vi 


»j(j,  I+S )^s  (l,  “ j 
u 


X 


^iri) 

r o . • ' 

=rrt  t p— 1 . 


/ ^ fc 

Arch.  dfct  MaIIl  s.  ?!"•  ^ : 
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Diese  6 Gleichungen  bringen  wir  in  eine  andere  Form. 

Die  erste  Gleichung  des  Systems  III.  kann  man  auch  schreiben : 

+ 2?y+|ltT,^3T)^3(|U(  p— 1)t, ;?(/>— -1)t) 

n-\ 

Da  nun  ungerade  ist,  so  muss  die  Zahl  der  Summanden  unter  dem 
Summenzeichen  stets  eine  gerade  sein. 

Wir  wollen  nun  die  Summe  zweier  beliebigen  Glieder  bilden,  die 
gleich  weit  vom  Ende  abstehen,  also  die  Summe  des  fiten  und  des 
(;)— fl) ten  Gliedes.  Dieselbe  wird  lauten: 

iJ^3(p;y+fir,77T)i^3(fl(  79— — 1)t) 

Das  letzte  Glied  der  Summe  wollen  wir  etwas  umformen: 

ß7r»[(|>--//)*r42(p— Pt)^q(p(p — l)r — fi(;j — 1)t, 

2){p  -l)r) 

=e^*I(p  f 2(p-/').y]e-7/*TpiI  2py  -2u*]^ 


=«7ii[i4»r-2,«yl  py—(ir,pr)&^{pip—  1 - 1)t) 


Die  Summe  der  beiden  Glieder  ist  also: 

ß7ii,u*i  l)T)je^^*^i^3(;jy+fiT,/)r)-f-c“-^V'y  X 

und  die  Gleichung  lautet,  wenn  man  zugleich  x statt  y eiuführt : 
^s((p— t)  = ^y^3(0, />(;?— l)r)i:^3(i)a:,<2T) 


/tr=i 


— l)r, jj(;> — 1)t(  {c2-vi;ix^^^(  'px-\-px^pt)-\-e 

^3(;?x— fir,^)T)} 


Auf  ähnliche  Weise  kann  man  alle  übrigen  Formeln  des  Systems 
III.  umgcstalteii,  so  dass  man  erhält: 


IV. 


^3((l>— ^ 


/i=l 

Oa{px—pt,px)] 
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1G3 


p—3 

^o((j^~ 1)«'^  = M0,p{p—l)r)&^{px,2n) 

— l)z,p(p — 1)t)  \er^*^^^^-*)if^{2)x-\-px.^px) 

,u=l 

— px^px)\ 


^*=■ 


p-l 


p-3 

^="T 


T+  ^ 


+fio  ''-'^»((M+i)J±|-i>ji|)x 

_j_C-2;n(,«+4U  ^^{px-  (fl+i)(T+9»;>(^-H))l 


p— 1)" 

= ^0  (o,?> 

p-i 

<*-  2 

nt  fi*  1 

+£e  P-l 

)U=1 

' 1^  + 1 
/7.-I’ 

{g27riu(z+4)^g(^a;_J-^(t-f-t),2)(T4-|)) 

_^e-2;r/«(x  1 4)  fi(T+|),  7)(t+D)  j 


In  diesen  Gleichungen  kommen  nicht  die  Repräsentanten  der 
pten  Ordnung  selbst,  sondern  die  Teilwerte  derselben  vor.  Wir  ver- 
suchen demnach,  diese  Teilwerte  in  die  Form  von  Repräsentanten 
zu  bringen. 


!!♦ 
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Dazu  gehen  wir  von  Betrachtungen  aus,  die  schon  von  Schroeter 
in  seiner  Habilitationsschrift  angestellt  und  teilweise  durchgeführt 
>vordon  sind. 


Es  ist: 

h 

Wir  führen  nun  ein: 

h ==  pn  + (i, 

wo  p eine  ungerade  Primzahl  ist,  und  n alle  Werte  von  — oo  bis 
+ 00,  fl  dagegen  die  Werte  von  0 bis  (;>— 1)  durchläuft. 

Dann  erhalten  wir: 


^3(0-,  t)  = £ 

H=0  n 

-=  T+2pnx+2i'x] 

fu  n 

= 1 2,ux]  &^{px-\-pfATfP“T) 


,u 

Statt  T setze  ich  jetzt: 


z-\-2p^ 
P ’ 

P 


erhalte  also: 


1 2rp|[*,pT -I- 2>'/>p  j 


£e 


T 2 


Es  ist  aber  nach  dem  zahlentheoretischen  Satz  von  Fermat: 

ßp-'^  = 1 mod;? 

wo  ß kleiner  als  p,  und  zu  p relativ  prim  ist.  In  unserem  Falle 
ist  also: 

2r-i  — 1 = Oraod;?. 

Wir  nehmen  jetzt  a als  eine  ;?te  Einheitswurzel  an. 

Es  ist  demnach: 

Oinod/>  p~l  p—1 

aP  <===  a = «2  -1^  ct{2  -Dq.u*  „ 1 


p 1 p 1 

Wir  dürfen  also  durch  a(^  dividiren,  ohne  seinen 

Wert  zu  ändern. 
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Wir  haben  also: 


nt 


Jetzt  multiplicircn  wir  beide  Seiten  der  Gleichung  mit  a e."** 
und  suramiren  nach  q von  0 bis  (p — 1).  Dann  orgicbt  sich: 


F— 1 

o 


T-[-2Pp\ 

p ) 


p-1  p-1 

o ' o 


ni 


X 


WO  f»i  der  Reihe  nach  = 0,  1,  2 ...  (p  -1)  zu  nehmen  ist. 

Führt  man  nun  die  Summation  nach  q durch,  so  treten  bei  con- 
cantem  p,  sämtliche  p ten  Einheitswurzcln  anf,  und  die  Summe  dieser 
ist  bekanntlich  ■=  0.  Dabei  ist  aber  die  Bedingung  zu  erfüllen,  dass 
ein  Nichtrest  modp  ist.  Es  werden  also  diejenigen  Glie- 
der, für  welche  p(ft* — Pi*)  = Omodp  ist,  sich  nicht  forthebeu,  son- 
dern mit  dem  Factor  p auftreten. 

Da  wir  p als  ungerade  Primzahl  angenommen  haben,  so  ist  q 
stets  ein  Nichtrest  modp.  Wir  haben  also  zu  untersuchen,  in  wel- 
chen Fällen  fi* — |Uj*=Omodp  ist. 

Dies  ist  im  allgemeinen  2 mal  der  Fall,  denn  es  ist  dann: 

— = 0 modp. 

Diese  Bedingung  wird  erfüllt,  wenn  f*— = 0 und  wenn 
= P,  also,  wenn  fi  = Pi  oder  = p—f^i  ist. 

Dabei  bildet  jedoch  der  Fall  Pj  ■=  0 eine  Ausnahme.  Es  kann 
hier  nie  p-[-pi  = p sein,  da  p nur  von  0 bis  p— 1 fortschreitet.  Es 
wird  also  nur  diejenige  Summe  mit  dem  FaCtor  p auftreten,  in 
welcher  p = pi  = 0 ist 


Die  Formel  lautet  demnach  im  allgemeinen: 

(x,  "Ä) 


— po 
pa 


(P  -#*j)^+2(p 


J^3(pa;-(p--pi)T,pr) 
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oder,  wenn  wir  an  Stelle  von  jHj  setzen: 


-+2(ax 


(p— X 

^3iP^Mp—p)'^,P^)  ~V~) 

Hieraus  folgt  unmittelbar  die  gesuchte  Formel; 


2I 


ntfi 


= - '’uo ^3  (*, 

Po  ’ p / 


WO  fl  die  Werte  1,  2,  3 ...  (p — 1)  annehmen  kann. 

In  der  Schroctcr’schcn  Arbeit  lautet  diese  Formel  anders,  und 
daran  liegt  es  auch,  dass  Herr  Professor  Schroeter  die  Transfor- 
mation öter  Ordnung  nicht  vollständig  durchgeführt  hat. 


Auf  analoge  Weise  gelaugt  man  zu  2 ähnlichen  Formeln. 
Ich  Stolle  hier  alle  3 zusammen: 


A. 

7ttfl^~ 

e P — |aT,pT)| 


1 P-i 

P u ^ 


(x, 


T+^\ 

P I 


1 P\c^ni{u  ♦ 


li»-i  p-3  / 

- 2:.«  -2  e(2‘^+i)2^  ( a:, 

Po  \ 


nip^- 

e P{c2''*‘X-'-«'^Q(/}x+5*r,/>r)-j-c~2n»>i(*— I)  — fiz^j)x)\ 


1 , / 

- 2a-Qt^  ^o(a;, 
Po  ' 


t+2^P\ 
P / 


Diese  3 Gleichungen  können  wir  nun ' benutzen , um  die  Aus- 
drücke auf  der  rechten  Seite  der  Gleichungen  in  dem  System  IV.  iu 
die  Form  von  Repräsentanten  zu  bringen.  ' 

Die  erste  Formel  des  Systems  A.  lautet: 
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ni^'^~ 

1 P-^  . / 


^+2Pg\ 
P / 


Führt  man  (;> — 1)t  an  Stelle  von  r ein  und  setzt  gleichzeitig  a;  = 0, 
so  erhält  man: 


1)t 


1 , / 


{p—\)x-\-2PQ 


p 


) 


Wenn  man  diese  beiden  Gleichungen  mit  einander  multiplicirt,  so 
tiudet  man: 


— 1 )r,/>( p “ 1) r)  px  \ fir, pr)  i^,^(px ~ px^pi) 

- ^ {“■  (' . '^) 

Der  Ausdruck  links  findet  sich  ebenfalls  in  der  ersten  Gleichung 
des  Systems  IV.  vor.  Benutzen  wir  also  die  soeben  gefundene  For- 
mel, um  die  genannte  Gleichung  umzuformen,  so  ergiebt  sich: 

’^s((p— l)i>^J 

+27»  f /f (o. 

Aehnlich  lassen  sich  alle  Formeln  des  Systems  IV.  umgestalten,  so 
dass  man  erhält: 


^3((p—lM/>— l)r)^3(x,T)=^3(0,p(/)--l)r)^3(;jx,pT) 

^Lirl 

X 2 V 7‘  Ic  (p-i)^+a^g\  7*  ..  ( t+2i-e\ 

^ ‘Y  7“  f '■“  /'  ) if'  V’  p / 

^3((P— IK  (p-l)T)^*(af,  ^)=^i(0,p(p—l)r)^i{px,px) 

1 2.  P~^  / . (p  -l)T-f-2Pp^ 

2pO-2'“V.“+l)’  »,  (l, 


1 2 p-i  p-z  ( 

+ fo, 

^P  0 0 V 


V 
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V. 


p—1 


»•(«.•+!)»,(«,  J±|)  - ».  ,-)) 

p—1 


2p^  7, 


+ X«--"  "cP.“  11)*^.  (o,  ^+i±-l£r-il£'\ 

“ " V pip—i)  ) 


p-\  ;j-3 

O 


p-1 


In  den  letzten  3 Gleichungen  setzen  wir  statt 


1)  2i  und  2)  2^4-1* 


Daun  zerfällt  die  4te  Formel  des  Systems  V.  iu  folgeudc  beiden 
Gleichungen ; 


p-1 


<) 


— I 
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.• 

J_  1 I "f*  /„  r4-2;+l+2/Y;>-l)p\ 

+ 2;,5  f-fc“  ; 


/)(;?— *1) 
>-l 


/>— 1 / 

( * , 

O \ 


i+2£4-l+2i>p 


P 


) 


Wir  formen  beide  Cxloichuugcu  etwas  um: 


p 


r+2/'p+2^'|— ‘2(2/'-i— 1)5) 


) 


also  unter  Berücksichtigung  des  Fermat’schen  Satzes: 


t4-2j^2?'|^ 
P 


("’  p j 


Wenn  man  in  der  letzten  Summe:  p — ^ statt  p setzt,  so  nimmt  die- 


selbe folgende  Gestalt  aii: 


In  der  vorletzten  Summe  setzen  wir  p+^  statt  p und  erhalten; 


'i  (o.  WP) 

0 \ P\p—^}  / 

V P~^  / x-^'2?(t) — l)p-4-2»i  2/^*”*— 1\ 

) 

0^  V FP—^i  V / 


2P-1—1 

Es  ist  nun  nach  dem  I^brsatz  von  Fermat eine  ganze, 

V 

Op— i — 1 

aUo  2^  • eine  gerade  Zab’-  Man  kann  al>er  bei  den  Fübc^/u^ 

P 

ücu  «Vjfjr,  r)  und  if/j’.z  den  M*,  lu*.  am  eine  gerade  Zahl  vennehren. 
oder  vermiudem,  ehue  die  F*:'.  .'tion  zu  ariden». 
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Folglich  lautet  die  Summe; 


(.=0  H ’ p(p  -1)  y 


und  es  ist  daun: 


1 2 p-i 


^7’,u=i(.=o  \ p{p—\)  /^,-Q  ^\  ’ p ) 

Ebenso  können  wir  die  2te  Gleichung  umforraeu: 


t+2f+i+2/-e\ 

p 


(x,  !±£L+khpi?'eJ 


^ ( *^+2''l+2>'(?^) +2I-P 

° \ ’ p 


) 


> p~\~^ 

p— 5 ^ statt  Q gesetzt: 


«4-1  \ P J 


V P 


(>=0  \ p } 

In  der  vorletzten  Summe  der  2ten  Gleichung  setzen  wir 


t»+|+ statt  q: 


ji+r 


f r+2J+l+20(p-l)(j-H+'-^ 

= 0 


„-(’+  2 / r+2PQ,-l)e+2p|+2P->(p-l)+n 

(.=0  "\  ’ p(p-l)  ) 


also: 
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P-^ 

1 2 p-i 
— ZZa- 

2p%=rj=o 


+ :£,^2;„:cp^^3(o,  l+i!l/>-rlk+?p5+^ 


P(P  - 1) 
;.-l 


J 


) 


Auf  diese  Weise  erhält  man  das  Gleichungssystem: 

VI. 

+ '^“V’  P(P-I)  f=o  -'V’  P 

+ ^.f  r-»-  («■ 

f--».(-.  ^') 

nip^ 

Jt4’)  “O  ^ 


.(2P-»-l)|/>-3 

— 2®  2 
— ^ 2:i:«-2'’~V2«+')* 

2p*  u=o  e 

r+(2n'p— l)+2)l+2^(p— l)g\  V. 


+ 5:,3 


/ r+(2n>-l)+2)l+2^(p-ljg\  *+ 

p(p-l)  /p  ‘V  1 

2;+l 


2p^ 


£zu-^^ 

/u=0  (» 


yj-2r(  p— 1 ®— 1 )-f 1 p-hl ) f- 1 \ 

■ p{p— l;  / 

Z<r-2'"V2“+>.’i^,  (*,  -"y 
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2a 

e 


p J 


p-^ 
1 2_ 


^p  fx=\Q  \ p(i>— 1)  / 


Za-9^^ 
Q 


y+2?g\ 

P ) 


Dio  Glcichuügcu  der  Systeme  V.  und  VI.  wollen  wir  in  eine  ele- 
gantere Form  bringen. 

Die  erste  Gleichung  des  Systems  V.  ist: 

Auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  führen  wir  statt  a~“*  den 
Ausdruck 

a-ii«4«p  = a~ff, 

wo  g eine  positive  Zahl  und  kleiner  als  p ist. 


Factor  ^ abschen  und  der  Einfachheit  wogen : ^3  (O^p  {p—l)r)  mit  g, 

jp 

^3  ( P^iP“’^)  Diit  Q,  ^3  ^0,  — — — ^ mit  qQ  und  ^3  ^ x. 


Dann  lautet  die  Summe  rechts,  wenn  wir  von  dem  constanten 

i 

2p^ 

tW^\ 

P I 

mit  Q^o  bezeichnen: 

y— 1 

2 p—i  /j— 1 

2 2a-Q!fqQ  2a-QoSf 
m=i  Q=o  e«=o 

Das  bedeutet  nun,  die  Summe  soll  genommen  werden  über  alle  Grös- 
sen <7,  die  ein  quadratischer  Rest  mod  p sind,  also  der  Gleichimg 
genügen : 


. . V" 
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~ g modp 

Wir  bezeichnen  diese  Werte  von  g mit  Don  Fall  0 schlios- 
sen  wir  zunächst  aus. 

Die  Summe  nimmt  hiernach  die  Form  an: 


p-i  p-i 

giQ=0  Qo=0 


und  der  Coefficient  von  Q^o  ist  also: 

p— 1 

S Za“(f+eo)Vi  qg  = Cn„ 
ffte=o 

Weiter  existiren  die  schon  im  § 1.  angedeuteten,  von  Jacobi  aufge- 
stellten  linearen  Relationen  zwischen  den  Repräsentanten  vom  Grade  p. 

p-i 

1)  £ = 0 

p,  (>=0 


wenn  g^  ein  quadratischer  Nichtrest  mod  p ist,  und: 


2) 

WO  ^0  = 0 ist. 


££  0”te+f  qg p , 5 «a—  0 

p.  e=o 


In  diesen  3 Summen  durchlaufen  nun  die  Zahlen  g^,  g^  und  g^ 
die  quadratischen  Reste  und  Nichtreste  modp,  d.  h.  alle  Zahlen  von 
0 bis  (p  — 1). 

Die  Summe  dieser  3 Ausdrücke  wird  also  die  Form  annehmen: 


p-ip-i 

£ — p.q  =■  Cpo 

p=0p=0 


Setzen  wir  nun  g constant  und  lassen  g variiren,  so  lautet  der 
Factor  von  goi 

p-i 

f=0 

Diese  Summe  wird  nun  =0,  wenn  p + fo  ci^  Nichtrest  modp,  da- 
gegen =»  p,  wenn  p + Po  = ^ ™<>d p ist. 

Der  letztere  Fall  tritt  einmal  und  nur  einmal  ein,  wenn  wir  p 
die  Werte  von  0 bis  p— 1 durchlaufen  lassen.  Es  werden  demnach 
alle  Summen  verschwinden,  mit  Ausnahme  desjenigen  F'alles,  wo 
9 =>  np— Po,  also  auch  *=  ist 
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In  diesem  Falle  lautet  die  Gleichung: 

p-i 

Lg  a-^Q-\:Qo)9  =r  p , q„p-Qo 
9=0 

also:  <?(»„=  und  da  weiter:  qvp-Qo  = (Z-e**  ^ 

erhalten  wir  als  Ausdruck  für  den  Coefficieiiten: 


^(>o=piü-Qo—a) 

Die  Ausgaugsgleichung  war: 

7^—1 

^i’V=l('=0  fn=0 

also  nach  den  eben  gemachten  Berechnungen: 

1 p-i 

-l)iT,(;>— l)t)-y3(ar,T)  = 5Q+  ^p(q-(}i—q)QQo 

^P  Qo-O 

Nun  ist  nach  dem  Jacobi’schen  Satz: 


2 Cfp.,  = pQ^  also  : .5-  L — qQ^,^^  = — JryQ 
Q»  ' ^P  Co 


und  es  folgt  die  Gleichung: 


iK(i>— ^q-duQfo 

^P  Qo 


oder,  eingesetzt: 

ip—l)r—2PQ^ 
Q 


Genau  so  kann  man  die  übrigen  Gleichungen  der  Systeme  V. 
und  VI.  umformen.  Man  erhält  dann  das  folgende  System: 


VII. 


^3((t^— 1)3^/;»— 1)^)‘‘^3(^S^)  = i^3(0,7?(;J— l)T)i^3(y)x,;)r) 
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^3  P^t}  ‘ i ^3  (o,P 

i^o(a-,r)^3^a;,  ^0,p 


—313(2'’-*— l)i 

/ r-2P(p-l)e+(2i’(p-l)+2)n^  / T+2i’g\ 

V ’ ;>(p— 1)  / *V  ’ p ) 

»o(x,  r)^,  (*,  ^+-1+-)  = (o,p  ^-^Py,(p^,pT) 


2p 

2p 


£9, 


— ni 


+ 


2p 


^ T-2P(p-l)g+(2P(p-l)+2)^-i-2P-Hp-l)(p+V+l\ 

* \ ’ p(7>— 1)  / 


) 


93(x,t)Oo(x, 

\ir,r)9,(x,  ^+PP)  = J»„(0,;,Ä+-i)s*«(p*,/3.) 

Die  übrigen  Formeln  findet  man  durch  Substitution  halber  Pe- 
rioden, Mit  Hülfe  dieser  Formeln  kann  man  nun  einen  jeden  bclic- 
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bigon  Transformationsgrad  behandeln,  vorausgesetzt,  dass  p eine 
Primzahl,  und  die  Transformation  {p  — l)ter  Ordnung  bekannt  ist. 

Es  soll  nun  in  den  folgenden  beiden  Paragraphen  die  Transfor- 
mation Ster  und  5tcr  Ordnung  durchgeführt  werden.  Dazu  wird 
teilweise  das  System  V.  und  VL,  und  teilweise  das  System  VII.  be- 
nutzt werden.  Mit  Hülfe  dieser  Formeln  werden  wir  ausserdem  eine 
grosse  Anzahl  von  Thctarelationeu  zwischen,  den  verschiedene u Ilt‘- 
präsentanten  und  den  ursprünglichen  Thetafunctionen  fiuden. 


e» 

1 


§ 5. 

» 

Die  Transformation  dritter  Orduung: 

Wir  werden  zur  Durchführung  der  Transformation  3ter  Ordnung 
von  3 verschiedenen  Methoden  Gebrauch  machen,  also  auch  3 faelie 
Resultate  erhalten. 

Setzt  man  in  dem  System  V.  des  vorigen  Paragraphen  p ==  3,  so 
gewinnt  man  daraus: 

^s(2a:,2T)l>3(a-,t)  = 3-3(0, 6r){>3(3z',3r) 

+ ^2c-(!y,(o,  0,1,2) 

- ^^,(0,6T)»,(3r,  3t)+  (o, 

Wir  bringen  die  beiden  Summen  in  den  Klammern  in  eiuo  aiuit  ro 
Form,  indem  wir  wieder  den  Jacobi’schcn  Satz  auwenden. 

dazu  addirt: 


a;  = 0 und  2r  statt  t gesetzt: 
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..  (o,  SläS) 


Es  folgt: 


= -3(dj(0,6T)-«3^0, 


^,(2*, 2T)^5(ar,  t)=>^s(0,  6t)^8(3«,  3t) 

=*(3^>(0,6t)  ^)#s(ar,3t)-i(ff3(0,6T)-<^j(o,  y)).‘>a(v/a) 


Ebenso  findst  man  alle  übrigen  Prodncte,  so  dass  man  folgendes 
System  erhält: 

I. 

^8(ar,2t)^3(j-,T)  -i(3f^3(0,6t)-^5^0, 

— ^3^0,  ^ ^3(3^» 'p/ 3) 

^,(2z,  2t)^,(ar,  t)  -=1^3^s(0, 6t)  - 0,  y ^^^s(3ar,  3r) 

i^^2(^j3t) — ^3(3^,  t/3) 

^o(2a;,  2t)^o(x,  t)  =i^3^o(0, 6t)  ^^^3(33?,  3t) 

t)^3(af, t/j)  =^3‘^s^O,  ~2^ — ^s(^»^/6)^^s(33^» 3t) 

—^(^3(0,  y)— ^3(0,T/6))^s(a?,t/g) 

O3(*,t)0,(ar,t/,)  =-i^3^,(o,  ^t(0,T/e)^^,(3x,3t) 

-4(^2  (0,  f)-^,(0,t/6))^(a:,t/3) 
^j(*,  t)^o(*»  <2)  “ 4(3^o(o,  y)-^o(0,  T/s))^>3(3;r,  3t) 

^o(^i ‘^;6)^^s(^j‘^  s) 

Arck.  d«r  Math,  b.  Pkji.  1.  Snk«,  TeU  m. 
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I. 


0„(x,t)>>3  (jr,  ^ j ^3^0)  g 

-j(»3  (o,3^^)-»3(o, 


37t« 

T 


»„(X,  r)»3  (=r,  ^‘)=  I (3»,(o,3^^)-»*(o,  ^:^^))»3(3x,3t) 


Stiz 

T“ 


;s) 


-I  (•.(o.ä’4-‘)-‘>.(»' 

fro(x,T)f>o  ^a",  -^)'=j(3®^o(o,3-i^— »o^Oi  #o(3*»3t) 

Man  kann  die  Coefficienten  symmetrischer  gestalten,  wenn  man 
alle  Repräsentanten  einftihrt. 

^3(2ai,  2r)^3(«,  t)  =^3(0,61)^3(30:,  3t) 

+ k(’>  (»■  %)+■'•>■{<>■  -?)+"•{»• 

i^s(2ic,  2t)&s(x,  t)^Co^s(3x,  3t)-f«?i^3(a:,T/3) 

+03»s(x, 

-'>3(0,  ¥)+«*<0,  '4-'-®)=18o. 

»3(0,  l)+“«s(o,  ^-)=0, 

^3(0,  |-)+  <^,(0,  ^)f  #3(0,  ?^-)-3ft.(0,6t)=0 

».  (0,  ¥)+■■<«■  0'  ^'0 


) 


«* 
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<0,  |o+....(;o,  =0 


Addirt: 


Ebenso  ist: 


Also: 


f (*.  C». 


»,(2z,  2i)  rr,(a,  T)=tf j(0, 6i)#s(3*,  3t) 

+l».C«.^>.C-’40 

+ (o>  ^)®s(*s)*/s)  - 1^3(0,61)  X 

|d,(x,T/,)+odj^*,  I 

demnach  nnter  Zaholfenabme  der  Relation  von  Jacobi: 
#,(2*,2t)^,(x,t)=#,(0,6t)»j(3*,3t) 

+^.C».  VO».<-'.>+^.C<>'  '4-0 

Auf  dieselbe  Weise  findet  man  die  übrigen  Beziebnngen,  nnd  das 
System  lautet: 

IL 

ir,(2ar,  2r)^j(:r,  t)  = ^,(0, 6T)^j(3ar,  3r) 

^,(2ar,  2T)d,(x,  t)  = 0^0, 6r>a,(3x,  3r) 

12* 
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II. 

x%(2ar,  2T)'»o(^t  ==  '%(0j  6r)^s(3jr,  3t) 


&s(x,t)0^(x,t/^)  = ^3^0,  ^^-^3(30;, 3t) 

+6-W«.’-^)».C-=^0 

+|V».Co.  =^^3».c- 

i 

t)^3  = ^s(^0,3^^^^o(3a^>3r) 

+ !|,«..(;o,  i+i«|±?r) !±«f) 

» 

^o(®j  ‘^)^i  ^ ^ ~~2~ 


ÖTlt 


x9o(x,t)^o(^^,  ” ^o(^0,3^-^^ifo(3«i3r) 

Auf  eine  dritte  Art  stellt  man  endlich  das  System  dar,  indem 
man  das  System  VII.  in  § 4.  zu  Hülfe  nimmt.  Man  braucht  in  die- 
sem nur  p « 3 zu  setzen  und  erhält: 

m. 

^^(2x,2t)&s(x,t)  = i^^8(0,6T)^3(3«,3T) 


i 

• ir 
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III. 

6r)»,(3®,  3t) 
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&Q{2x,2t)&Q{x,r)  -=  J^o(0,6r)i^3(3x,3T) 

12  _ /^  2t—Sq\ 


^3(^1  ^/*)  “ ^3  -^^i^3(3x,  3t) 

t)  Va?»  V*)  — y)^3(3a^,3r) 

«,(*,  t)»o(®,  t/*)  = i»o(o=  ^*)»3(3x,3t) 

Srci 

^)=  J»,(o,3^i-)»,(3*,3t) 

V»,  t)  »0  (*,  = i*o  (0, 3 »o(3x,  3t) 

, IL..  L *-16e+33\ , f t+8p\ 

+6f‘’^«r’  — 6 — -3-) 

Mit  Hülfe  der  Sabstitntion  nm  halbe  Perioden  erhält  man  allo 
übrigen  Formeln. 

Zur  vollständigen  Durchführung  der  Transformation  dritter  Ord- 
nung bedürfen  wir  die  der  2ten  Ordnung.  Die  Formeln  derselben  sind; 
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= ^3(0,2T)^s(2x,2T)+^,(0,2T)^2(2ar,2r) 
= .^3(0,2t)^^2(2^,2t)4^2(0,2t).^3(2x,2t) 
^i\ac,x)  = ^3(0,2t)^3(2j-,2t)— ^8(0,2T)^rj(2ir,2T) 
—^^\x,x)  = ^3(0,2T)^3(2a;,2T)— ^3(0,2t)^3(2aj,2r) 

(f^Kx.x)  = i^^3(0,T/2)^3(a:,T/3)+Jfro(0>V2(^o(^>fi^/2) 

= i^3(0,T/2)^o(«,T/,)+i'^o(Oit/s)^3(a^,t/g) 

^i^(x,x)  = i^s(0,  x/3)^3(a;,  T/2)— i^o(0»  1^/2) 

= i^3(0,r/2)-i>o(a^,f^3)— J'^o(0,t/2)^3(»,t/,) 


V(-.^)  = i»3(o,  4^)+i»o(o,  4^)»b(*,  4^) 

v(-,-)=i*>.(o,  4^)+i»o(o,  4^)»«(*.  4^) 

.•v(*.T) = 4^)-f«(o, 

eff,^(x,T)  = ^»3(0,  ^--)-i»o(o,  ^)»3  (*, 


^3(iC,T)^2(a^l^) 
^2(2:,  t) 


T/2) 

i^2(0,T/2)^^l(«,r/2) 
^q(0,  2T)0-Q(2a:,  2t) 
^o(0,2t)^Vi(2o:,2t) 


JT2 


2«  ^ »*(*,  T)  »„(X,  T)  = »3  (0,  »3  (x,  j 


TTt 


2c 


.‘>i(a-,r)^3(a;,T)  = ^2^0, 


Mit  Hülfe  dieser  Relationen  kann  man  die  Potenzen  und  Pro- 
ducte  der  dritten  Ordnung  berechnen. 

Es  ist: 

t)  = ^3(0, 2r)i>ü(x,  t)0^3(2x,  2t)—  ^2(0, 2T)^Vo(a*,  r)^2(2ar,  2t) 
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—»o(x,r)»ti^,2x)  = j/39s(0, 6t)-»s(o,  yjj3u(3x,3t) 

— J ^#8(0,  6t)  -»4^0,  1/3) 

»»’(*,T)=  i(«3(0,2T)(3»3(0,6r)-»3(o,  |^)) 

+#,(0,  2t)  (^3»j  (0,  6t)-»8(^0,  ■»0(3».  3t) 

-i  |»3(o,2t)(^#3{o,6t)-«3([o,  ~fyy 

+&j(0,2t)(^»8(0,6t)-9s(^0, 

Man  kann  d^Q^(x^x)  noch  auf  2 andere  Arten  berechnen: 

»qHx, r)  ==  J^o(0,  t/j)^3(ar,  T)+i{>3(0,  t T,2)^o(a-,  t) 

X)  = i Q»o  (o,  r/„))»o{3*,  3t)  ■ 

— i *0  (^0,  —\{0,  t/6))*o(*j  xia) 

»o(*,t/s)»o(*.*)  =i(3»,(^0,  ^)-»3(0,t',)])»„(3*,3t) 

— i ^ ^3  ^0,  "2^  ^/s) 

»„Hx,X)  = *|<^3(0,Ty(^3»3(o,  ^)-»s(0,t/6)) 

+»o(0,  T,  8){3fro(0,  -J)-  '‘^o(0,  t/,))|  »,,(3x,  3t) 

i 1^3(0,  t/j)^#3  ^0. 

+ »o(Q,  t/.)(#„(0,y)- »«(<>,  T/„))|  ^(x,T/„) 


Endlich  ist: 
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+i^o(o, 

)^o(«j»)^o(«2  2 ) 

^0  ( 

2 ) 

= i(3»j(o,3-'±i)-tf,(c 

'■  T) 

y,(3x,3f) 

-i(#s(o,3^)-^( 

= i(3<>o(o,3-‘Ü)_<>,(( 

'•T) 

|)^o(3ac,3T) 

-:i 

^(»oCo,3-'±i)-#o(o, 

9q\x,x)  «= 

— 

+»ofo,  ?„(0,  -■^)),Uo(3*,3t) 


-i{.aO-tOC^3Co,3^t^)-<0,l^)) 
+-0C0.  -^))ho(«.va) 


Ebenso  werden  die  Producte  von  der  Form;  ^a^{x^x)^^{x^x)  gefnnden 

(>o*(ap,T)0'3(a;,T)  = ^o(0,2t)^o(®>^)^o(2«,2t) 


t)»„(2x,  2t)  = j(^3S-o(0,  6t)-»„  (o,  |))»5(3*.  3t) 

-i(»o(0,6t)  -»,(0,  ^))»s(»,*/s) 

= i»o(0,2T)(^3»„(0,6T)-»„([o,  ^))»s(3x,3t) 

- i»o(0,  2t)  (»,(0,  6t)-»o(o,  t/j) 

Auf  dieselbe  Weise  erhält  man; 


T)»j(x,T)  - i»*(0,T/,)(3»,(o,  ^)-*,(0,T/s)^d3(3l,3T) 

-i^2(0,t/j)(^#,  (0,  ^)-».(0,t/,)])»,(x,t/j) 

~ *v.  I 


Digltlzed  by  Google 


Roh  de:  Zur  Traneformation  der  Thetafunctionen. 


185 


nt 


v(*, *)».(*,*)  ” 


*^+i‘ 


nt 


4 


Um  nun  die  Coefficieates  so  umzuformen,  dass  in  ibneu  nur 
Ausdrücke  von  der  Form: 


^«(0,3t)  und  (0,1/3) 

Torkommen,  gcbranchen  wir  eine  Anzahl  von  Relationen,  die  alle  ans 
der  Transformation  zweiter  Ordnung  bervorgeben. 

Dieselben  lauten: 


V(0,T/,)  = V + ^2* 
V(0,t/,)  = V- V 

»f*(o,T/,)  = 2»,», 

2V(0,2t)  = V + V 
2V(0,2i)  = V-V 

V(0,2t)  = 


v( 

’-f] 

1 = V+*^i 

v( 

1 

04 

11 

ni 

v( 

) = 2«^#,#. 

I 
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Hieraus  folgt,  wenn  man  die  Bezciclmuugen  einführt: 


^„(ü,3t)  = 0„,  ^«(0,t/s)  = Oa'; 


= Os^'+Oi,« 

V(o,t/6)  = o,'»+o,'» 

vC».  1) 

= 03^  - O3* 

»oHO,Tie)  = 

V(0, 1) 

= 20j(?3 

= 20/O3'  ! 

20s’(0,6t)  = 

0/+ 

2*3*(o. 

= 03'»+  Oo'> 

2»^H0,6t)  = 

0,*  -0,’‘ 

2<0.  10 

1 

=3  n 'i  /)  'i  ; 

d/(0,6T)  = 

^o<0, 

1 

= Go'Oa' 

= Gq2  - 

V C». 

) = 0„'«  - .0,'» 

<"•  T, 

) = 

‘6ni 

Stci 

T 

= 2c  Oq  O3 

vc».  ’4®: 

\ ~4~  1 

f -=  2c  Oo'o;  1 

Wenn  mau  nun  in  diesen  Formeln  die  Quadratwurzeln  zieht, 
so  treten  sämtliche  Grössen  rechts  mit  dem  positiven  Zeichen  auf. 
Eine  Ausnahme  bildet  nur  die  letzte  Gleichung. 

Dieselbe  lautet  daun: 

llni 

(^0,  •=  « ® V^Oo'Oi' 

Setzt  man  diese  Werte  ein,  so  lauten  die  Gleichungen  für  die  Po-  I 
tenzen  und  Producte  der  dritten  Ordnung:  | 

= <^o^3(3a^,3r)  + <?i^3(a:,T/3) 

Cox‘>j(3a?,  3t)  — t^) 

= <?o^j(3a;,  3t)  + c^d-^ix,  T/3) 
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i{V^3*+»„»(3yo,»+0<,»-V03'*+Oo'») 

+ ys-8*— *o*(3Vö7~  ö/-yö7^o''‘)i 

+ y»3*  -»o*(yos*-ö?-vo3'*-<^o'“‘)i 

Co-  ijy«7TV(3Vö;^ö/-yo7^"^^ 

-f  y5^*^7(3yö7=^^*-vo3'»-o7)! 

c,=-  i ly  V (V  <V+öP-Vö7h-W'^ 

(Vos^-ö/-Vo/‘-  0,'*)| 

tiy*o^+^‘(3VOo‘  - .0,‘-yOo'»-i(V*) 

<., iiy  &7=RV  (Voo»-.'«3»-V<V^o7) 

+ (VöoH^-ö?-y  Oo'H*t^‘)l 

»0*(x,t)»3(ar,»)  = c„8-3(3*,3t)  + c,»3(x,t/3) 

3-3*(x,  t)  V^,  t)  = Co»o(3*,3T)  + C,ö-3(*,t/3) 
—»,»(x,r)»s(z,T)  = Co’%(3*,3T)  + c,{Vs(x,t:/3) 
V(x,t)»,(x,t)  = c„»,(3i,3T)  — c,»,(x,r  3) 

Co  - jy»Ä(3yö;^s-  y^TöT') 

c,  = - ^y  vyyö^A ' yöT^) 

^J*(x,  r)»3(i,  t)  = Cb^s(3x,  3t)  + c,!>3(x,  t j) 
»,’(x,t)»o(x,t)  = Co*«(3x.3t)  + c,»o(x,t/3) 

t)^,(r,  i)  = Co&j(3x,3t)-|-Ci<^j(x,  tj) 

— »„»(x,t)»,(x,t)  = c,.»,(3x,3t)-c,»,(x,t/,) 

= iv  v.(3yo7<>s-  V^VO,-) 
c,  = — iy  vyy  ^-'Ä—  y^77') 

— S,*(i,  t)«^,(x,  t)  = Co^J<3x,  3t)-l-c,^,^x,t  j) 

Tj'ljCi,  r)  — «o9^,(3x,3t)  — c,^,<z,r,) 

»,»(x,  t)Vx.  t!  = W-iXi3t)  + c,»jfx,T  *) 

^,*(x,r)&o(x.  t)  = <v/Vf3x,3T;-j-c,£>o'x,r;,) 

Co  = V»(3vö;t>,+v'ö7^7; 

ci  - -{y-^(y^.+yv^.') 

Wie  ans  dem  toriiergelieBden  enicLtlicb.  besteht  hier  eiae  I«8cke. 
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Es  ist  nämlich  nicht  möglich,  die  Prodacte  von  der  Form: 

^a(ar,  t)  t) 

durch  die  Repräsentanten  auszudrücken.  Statt  derselben  treten  Func- 
tionen auf,  die  durch  Differenzen  von  Teilwerten  der  ThetafunctioDeQ 
gebildet  werden,  während  die  Repräsentanten,  wie  in  § 4.  ausgeführt 
ist,  sich  durch  die  Summe  dieser  Teilwerte  ausdrücken  lassen.  Diese 
Classo  von  Functionen  ist  von  Herrn  Professor  Klein  genauer  be- 
handelt worden.  (Siche  dessen  Arbeit:  Zur  Theorie  der  elliptiscben 
Functionen  ntcr  Stufe.  Ferner: 

Klein,  Mathematische  Annalen,  17,  pag.  568. 

Kiepert,  Crellc’s  Journal  87,  pag.  213). 

Aus  den  soeben  aufgestellten  Gleichungen  fliessen  nun  äusserst 
mannigfaltige  Beziehungen  für  die  Nullwerte  der  Argumente.  Die- 
selben sind  schon  zum  grossen  Teil  von  Göring  (siehe  dessen  Ab- 
handlung im  7 teu  Bande  der  mathematischen  Annalen)  angegeben 
worden.  Ich  werde  im  folgenden  die  mit  den  Göring’schen  identi- 
schen Relationen  mit  römischen  Ziffern  bezeichnen. 

Man  erhält  direct,  indem  man  in  den  Transformationsgleichungen 
X = 0 setzt: 


(yo„o,-yo„'o,')(o,-o/)  = 2Vv»s-2yo,>o„ 

« 

1.  {Vo^3-  vö^ö^)(Ot  - Ot')  = 2 yv^— 2yo*»oj 

(Vo^  + yoo'Os')  ( o„-  o„') = 2 y^— 2 y'oTöi 

(yöT^— yoo'Oj')(Oo-oo')  =2y»i^-2yö;?^ 

2.  (y^7-  yoj'o/KOs-Oj')  - 2 y»jä8-;-2y o, 

(Vöqö^+  yo„'Oj')(o,-oj') — 2y^-2  yo,*oo 

SyÖ^^-yOp'Oa'  O,' 

yopo,  -yop'o,'  “ 0, 

^ 3y^-yo,'o»‘  _ 2l 

yöjOj— yoj'Oj'  Op 

syö^+ypp'o,'  qi 

yö^+yö7«v 
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(30,0,0,+0,'  O,'  OjOCVÖ^Ö^-VOo'O,') 

2(»,*>'V^-t-30o0.03Vö;A’) 

4.  (30,O,Oj+O,'O,'O,‘)(yo,Os— V^7) 

2(Vy^+30oO,OjVc^03) 

(30,0,0,+Oo'0,'0,')(VÖ^+VOoO,') 

2(»3y»„»,+3  0„  O,  O3  V Ö„  O,) 

Mao  kann  dem  Gleichungssyscm  3.  auch  folgende  Form  geben: 

VOq  Oj  _ Os-Oj 

VOo'O,'  ” 3O3— O3' 

^0  ^3  ^8 — 

V0o  03^  ~ 3Ö,— rV 

V Qf  Op — ^0* 

VOj'Os^  * 30o— O3' 

Durch  andere  Znsammenfassnng  dieser  Systeme  ergclicn  sich 
folgende  Belationen: 

(3y^-y^^')(o,-o,')  ■ 2»,y^,-2o.VöT^ 

6.  (SVÖ^t-VÖ^'KOt- Ot)  = 2»jVö^f-20,’Vö^t 

{sVv^YöTöi'ao^-o^  = 2»,y#»F,-2o,'y^ 

(sy^j-yöyöyx  o/)  “ 2»,y&j»,-2o,'y 

7.  (sy^ö^l  O,')  - 2»,V»^,-20,V 0,0^ 

2*,y»>,  -20,y  O^rjl 


2<>,V^3 + 0^-0/ 0/1/7^//^ 

8L  (3ö* Vvr^'  V ' 3V 

* *“2f  ^j’^V  j "t"  ^3  "V 

<3«!i'Wr^  'ij  V'3>>)"'>,— 
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(VOoOj— yOo'Oj'XOj— Oj')  =— 20jyo„03 
9.  (V  ÖÄ-y^W)(Oo-0„')  = -20oy^3 
{Vö^o,+yo,%'){  O3-  O3')  = -203yö„ö; 

I 

(syb^ö^— y 0(,'0s')(0s-  Oj')  = -20, Yö^ 
10.  (syb, ö;_yb7b7)(o„-oo')  = -2o„Y(^ 
(3yö^+yö7ö7)(03-o,')  = -20,'Vö^o, 


Mau  findet  durch  Division  2 er  entsprechenden  Formeln  in  1.  und  2; 


_ 1/ ^0^3 

— Üj')  r Ö0O3 

C>3^>2  _ 1/^ 

^o(Oo-Oo')  r 0,03 

DjOoj— 1/  ^0^2 
“ r O0O, 

Durch  Division  dieser  Formeln  erhält  man  mit  Hülfe  von  IV  in  § 2.: 


Oq—Oq'  _ 1 Ao^2 

^2-  O,'  " V 

10  ^3—^3'  _ 1/^* 

0,-03'  ■“  ^ ^t,03 

Qq  -Öq'  _ 1/^8 

Os-o^'  “ r ^go; 

und  durch  Combination  dieser  Formeln  mit  5,: 


13. 


30j-0»'  • 

IA3Ö,' 

30,-0,'  1 

V ^,0g' 

3O3  Og'  1 

IAjOo' 

3O3-OO'  ~ 1 

y 

30q  Oq'  1 

lAoOj' 

30,-0,'  1 

Ebenso  gelangt  mau  durch  Division  der  Formeln  in  9.  und  10.  mit 
ZuhUlfcnahmc  von  12.  und  13.  zu  folgenden  Beziehungen; 
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VOpOt-VOo-O»'  _ _ 0,y»e 

y^ö^— VojOp-  o,y^ 

14  y^-yo^Oj- o^yg 

yö«ö,+yoo'dj-  “ o,V»o 

yö^+yop-o»*  _ <^y^ 

y Op  Oj— y Op-  öj-  “ o,y 

und: 

SyOpOa-yOp-O,- O„Y»0 

ayojöp-y^^  OpY^» 

3y<^-yop-Op-  _ _ OjYji^p 
3yopo,+yop-o,’  “ o,Ydp 

sVö^-j-Vop-o,-  _ OpY»« 
syö;;^-yo„-Os'  o/y». 

Wir  setzen  nun: 


Vo, 


o,Op'—  OpO,‘  - Op(3o,— o,')  - oysOp  - o„-) 

yop  Oj 


^^,(o.o„--OpO.0  ^ 


’ yopOp'(3o,-o,‘) 


y0i0,-(30p-  Op') 

Vo,-  o,- 


Wenden  wir  jetzt  5.  an,  so  ergiebt  sich: 

Q 

^(0,0,‘-0p0,-)  - (0,-0,')y0p0,'-(0p-0p')y0,0,' 

= o,yöjö^‘+opyö^‘—opy'ofi~'—o,'yupOp' 


"^~Q 

^ (yo,Op'+yö;ö,-)  (yo,o,'-yöi^ 

- (Vö;ö^vö^-)  (Vö^'-vö;/V) 

Vö,C}/o,Op'+yOpOy)  = Vöp  (Vop0^yöpüj~') 

Durch  Umfommng  erhält  man  noch  2 ähnliche  Gleicbangeo,  also: 

yö,Yo,Op'+yd,d,)=ycv(yö;,<^yö7o7) 

16.  Vö,(v Opoy-yö~Op)=yöy (y öp7i;-y o,/ o,'> 

yö,(y  0,0,'— yö7^'  > = y 07  (y  d;  0,  - y o,-  o/> 
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Die  erste  dieser  Formeln  findet  sich  bei  Göring  angegeben 
Man  kann  sie  auch  umformen; 

I „ VO(|0,+Vo,  o,- 

V o,‘  \Vo/  Vö„7  “ Vö^' 

XII. 

, Vö^  _ yop  o,  _ 

y o,'  03'  y o„‘  Oj'  y o»' 07 

Ebenso  findet  man: 


, Voq‘o>  _ VopOt 
Vo^OiVo^o,  yö7^ 

oder: 


17. 


1/^  4. 1/®*'  _ 1/070703' 

r o„  r Oj  r b,  ■"  r O3  o,  o. 


Daraus  folgt: 


Bei  Anwendung  von  5.  ergiebt  sich: 
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— ^ 1 2? 1 ?.0_  „ Q 

O»-  O,-  ^ o,— O,'^  o„—o„-  " 


*^3  ’'3  ^'2 — ''i 

Os' 


21. 


_r5„  , _£s'  , _?ol_  _ _ ,, 

Os-  Oj,'  Oj  - ö,'  0„  - 0„' 


^3  1 2? J ^0 1 

30s  - Og'  30g— Oi'  30.—  6f  “ ^ 


03' 


Og' 


Oo' 


— I I T!» _ n 

30g  - Og'^  30g-0/  ^ 30o~0„'  ^ 


Nach  17.  ist: 


_ (\/^^'  1/^-  l/^'i 

Vr  o„  ^ r Og  K Og  j F ö,  Og  ög+  öoOTo; 


0 


|/?oV  _ l/^V§7  , \/olof  _ 
r Oo  O3  K Oj  6»3  + r c>3  03 


Addirt ; 
1 


l/o"'  O3'  l/Os'O.'  , l/Oj^O,'  _ l/Os^O»' 

r O3  O3  r Oj  O3  r ö,  o.  r o„  o, 

I S'  |/Ö7^  _ 0/  1 /(V'07  , Oq'Os'Os'  ^ 
■’■  O3  r 03  ö„  Y 03  Ö3  o„  «3  o„ 


I^OoOj+yOo'Oj')  (VOjOa-VOj  CV)  (VO„'  3 -y’0„'03')=-2030,0,. 
Ebenso : 

22. 

(3V  o„  c»,+ V 07  ’o7)  (3  Vöjö^— V 0/  (V  )(3  V 07Ö3— V o„  ■ o~- ) 

203YVO3'. 

Wenn  mau  die  erste  Gleichung  mit  Hülfe  vo  14.  umformt,  so  ent- 
steht: 

OoV^  01^  if.  , / 

- ■ tvt 

OsV^oa^ö  = (v7v'^+Vö7o»' ) 


Arch.  d«r  Math,  u,  Pbrs.  2.  Kaihe,  Teil  III. 
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Durch  Anwendung  von  3.  und  14.  ergeben  sich  alle  übrigen 
Gleichungen  des  Systems: 

XIIL 

-oY^-=  V^-V  Oü'  0/  > 

23. 

-OoY57ä;  = -)^3V^^-V'Oj'Oj') 

yöiA  -y<7W> 

Erhebt  man  die  erste  Gleichuug  in’s  Quadrat,  multiplicirt  mit  3 
und  zieht  davon  das  Quadrat  der  2ten  Gleichung  ab,  so  bekommt 
mau: 

XIV. 

303*-G3'*  -30o0, 

2 “V  2 ' J ^0^3 

fii  30o^  — Oq  * Z^’^o'^2^3^1  Gjj  O3  3O2G3 

24. J — 

30i«-0,'»  _ Qo'Qa'— 3Q,Qa 

2 ""  V 2 J ^0^3 

Aus  23.  gewinnt  man  noch  weitere  Relationen,  indem  man  die 
erste  Gleichung  mit  3 multiplicirt  und  die  zweite  davon  abzieht: 

XV. 
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25. 


Durch  Combination  von  25.  mit  11.  folgen  die  eleganten  Relationen : 

0„0/-  0,0/=  2», 

26.  0,0,'-  0,0,'=  2^„ 

0(,0s'  - OsO«'=  2». 

und  durch  Multiplication  aller  3 erhält  man: 

27.  (OoO/-0,Oo')(030s'-0,OsO(Oo08'~OA')  *= 

Combinirt  man  das  System  26.  mit  dem  System  V.  in  § 2,  so 
gelangt  man  zu  den  Gleichungen: 


28. 


30o08+Oo'0,'  = 


30o08+Oo'08'.= 


Aus  23.  fli(8sen  mit  Hülfe  von  16.  folgende  Beziehungen: 


XVII. 


yo,o/y»„#,  = (”-"-^*-^+(yo„o,'+yo/j/) 

29.  yo,o/  y», »,  = ^2*  -yöTö;') 

yö/ö/  yä/#;  = -yö/i/) 
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Durch  Addition  und  Subtraction  erhält  man  aus  23.  und  29.: 

XVIII. 

vör#:^(>/Ö3+i/(V)  = 

y'w;(y(;;_yo/)  (yö„_yö7)(yö;_yö7) 

y^7/i^„#7yro;+y  «7  = (yäö7+y  «7>(y3<^4-Vö7^ 

-yö7^>7(y37;;-y^)=(^^>*?i>y  (V36i;;_y^)(y3^  _ yo^)- 

-y«öay»;  (yo„+y?v)  = (yö^+yö7)(i/ö;_y  07) 

-yc^;si(ycr„_yö7)  = (^M^y 

30. 

-y  ö7^^7y3‘ö;+yi^„'^)=('^??Q^  (y3ö^+ys7)(y3c^_  yv^- , 

yö7^y;(y3ö;;-ycv)=("''^^»-?i!y(y3(^-yö3^^ 

yö;^ä(y«.+y  07)  = 

-yOä.'>„.‘f3(yÖj— yöj')  = ^f»^^Qi(y'Ö'_y'Ö7)(y'('^_|.yÖ7) 

y^o^(y3ö;+y-(v) =f  (yso^+ycv^cya^+y  07) 

- yö7»„»7y303_yö7j  ==  (y^-y  o7>(y3ö;-y' -77) 

Durch  Multiplication  crgicbt  sich; 

XIX. 

-- 2l/DyOjjOjj  ==  ^ 

- 2y öiofii  - (y?>;  -y «7)(y o;+y d7)(y(73yy 07) 

o 1 . 

-2yö7ö77  = (y3(^+y^)(y^„_yt»7){y3^3_yo,-) 

2yö7c)7o7  = (y3y,-y<v)(yäö;+y3ö;o(y3Ö3+y7^ 

und  durch  Multiplication  hieraus: 
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. XVI. 

(303-03')(30,-0,')(30,-OoO  = - 
(^3  - Oo')  = 40o0,0, 

£s  ist  uach  23.: 

v»«‘030,'-<^,»vo„o„'=  {(3o„o.+-tVö„ö7c>;(V 

+o„'  0i')#„-(30jO3  -4V  Oä  Os'  o7o7+y  (vö7^-’J 

* 

2ft,^V030,'-2V<>3*ö«Oo'=  f {(20o03'+2«30„' 

+4V O,  0„'  OTV^^o— (2030j'+20j0/  - 4yo,0,'03  0j')#3| 
Subtrahirt : 

WO,0,'-VVO„Oo'=  j(20„0,'+20j0<,'-30o0, 

- Oq'OsO^^o— (2030,'+20^/-30j0,— Oj'C»3')»3  W» 
Da  nun  nach  IV.  in  § 2.: 

^3(^3  Ö3O  — ^^0) 

so  18t: 

Wop^'-W%o^'-  {-2ffA03'-2i^3«3O/ 

+s;^30,*+;^,Oü'*)  ^^3 

^O*0303'-i^3*0„t'o'=  2’’0^  {3O3*— 

Es  ist  aber  nach  25.: 

30,*_40,03'+03'»  = (Z0^-0^’)(O^-O^') 

==  _L.yo  (Pöö^ 

üüd  demnach: 

^0^3^^3'-^3*O„O»'  =.  2^3  (^^«^-»4.^iyö„03'ö7>,' 

Dann  erhält  man  das  System: 
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XXIII. 

33.  2^0  (^-)Vo,0,'0,  O,“ 

#3»o„Oo'+^„*o,o*'-=  2^,  (^M«j?Qiyo„Oo'o,  o,“ 


und  durch  Anwendung  von  26.: 


, a/ 2>^^- _ » Af2oOl 

V OM  - K O3O3' 


O^Oq — 


= OgOo'-OoO/ 


Die  Zahl  der  auf  diese  Methode  zu  gewinnenden  Relationen  ist 
hiermit  selbstverständlich  noch  nicht  erschöpft.  Ich  sehe  indes  von 
weiteren  Beziehungen  ab,  unterlasse  es  auch,  die  Transformation  Ster 
Ordnung  für  die  Systeme  II.  und  III.  dieses  Paragraphen  vollständig 
durchzufUhren , indem  ich  glanbe  gezeigt  zu  haben,  wie  frachtbar 
unsere  Methode  nach  dieser  Richtung  hin  ist. 


§ 6- 

Die  Transformation  fünfter  Ordnung. 

Man  erhält  sämtliche  Producte  der  Transformation  5 ter  Ordnung 
wenn  man  in  dem  System  VII.,  § 4.  ;?  = 5 setzt. 

I. 

= 4^3(0, 20T)^3(5flr,5x) 

I ^ Tn  -32p-A  r I+32P-V 

^3(0:,  t)^j(4a;,  4r)  = 4^j(0, 20r)^3(5a?,  5t) 

+ G’  D 


T)t^o(4a;,  4t)  = 20r)^8(5a;,  5t) 

4t — 329*^  Q.  C ^ T+32p‘ 

y 


+ r.«.C».^~0’-C-.''*r0 
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I. 

»»(«,  t/i)  - 5t) 

»j{x,r)9,(x,TU)  = ~)^,(5x,5t) 

- i»,(o,5*-=^)»j(5x,5T) 

d,(x,T)#„  (x,  = i»^^o,5^t^j»,(5x,5T) 

-l-ix<>  /'n  ^~128p+130\  / t+32p\ 

+ iö-S;»o(^0, ^ 

^s(*>  t)^>  “ 2 ^T  (®>  ^ 5t) 

+ /o«.(o.  -i?) 

+ fo^^s(o, 

+ ,T>T».(o,  -i»^-^),.(.. 

hni 

^^2  ^0, 5 -^^^j(5a;,  5t) 

f*  • 
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,(o,  !=!?|=?5),.(^  !±ä?f) 
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I. 


+ro--3(o,  ^+|?o 

(jr,  = ii^„(o,5^y„(5*,5r) 


4-  ^ X»  /'n  *-128e-125 

+ iö^»o[0,  


7jrt 


t)^^8  (»,  = i«  ^ ^j(o,5^^^3^j(5a:,5r) 


7;ri 

+ B*  ' "> 


(o.  ^i=55)».{.,  ’±|S£) 


(q  von  0 bis  4) 


Es  kommen  in  der  Transformation  4ter  Ordnung  ferner  Re- 
präsentanten von  der  Form;  &a{2x.,T)  vor.  Um  nun  die  Producte 
dieser  Repräsentanten  mit  den  fundamentalen  Thetafunctionen  zu.  er- 
halten, geht  man  von  folgenden  Gleichungen  aus; 


^g(2a:,4T)-|-^2(2a;,4T)  = ^3(0;,  r) 
^3(2x,  4t)  — d'2(2x,  4t)  = &q(x,  t). 

a-  '^3(42;,  4t) + 4t)  = ^a(2x,  t) 

b . ^s(4x,  4t)  — ^g(4x,  4t)  =:  &q(2x^  t) 

Aus  den  vorigen  Gleichungen  folgt  noch; 


^g(2x,4T)  = p-afx,T)  ’-ii)-o{x,T) 
T/4  statt  T gesetzt 

c.  ^g(2r,  t)  = i^3(x,T/4)  - id-o{«^,rU) 

Diese  3 Rnlationen  wenden  wir  au ; 


^3(z,t)^3(4x,4t)  = ^^^3(0,  20t)^3(5x,5t) 
»,(.x,z)»^(ix,4r)  = ps(0,20r)tf^3{5i,5T) 


Addirt  und  subtrahirt; 
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= i^^3(0,5t)^3(5x,5T) 


= J^o(0,5t)^3(5x,5t) 

+ l^Vo(o, 

Weiter  ist: 

O'S-jC®.  t/«)  = i^s(o>  ^ys(5*,5t) 

+ iÖ'^''^»V’  '2Ö  ' f»  / 

»i(x,T)Mx,zU)  = Ji^o(o,  ^)f>s(5x,5T) 

Snbtrahirt : 

^j(a?,  t)^j(2x,t)  = ^2(0,5T)^s(5x,5r) 

Durch  Substitution  halber  Perioden  erhält  man; 

/ T-j-32p\ 

^3(x,  t)^3(2x,  t)  *=  CQ&^ibx^  5t)4--2?Ci^3^^x,  ^ j 

r.  / t4-32p\ 

5r)+i;ql>o  ^ 

/ t-{-32()\ 

»j(®,  t)^j(2x,  t)  = C(,Oj(5x,  5r)+Xci»s  ~ ) 

^i(a:,t)^3(2x,T)=  Co^1i(5x,5t)+2’ci^1i  (^x,  — J 

<^o  = ^%(0,5r) 

5 y 

, / t+32{)\ 

^)'\(2x,  t)  = C(,1>3(5x,5t)+2:ci'%^^x,  ~ J 

\{x,x)\{2x,x)  = Co^o(5x,5t)+Zci^>o(^» 


A. 


. = ’-±» 


B, 
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B. 


C. 


= Co»,(5x,5tr)+Ä,»,^x, 

-»i(»,i)«^o(2x,t)  - c,»,(6x,5t)+Zc,»,^«, 

Co  =■  i»„(0,ÖT) 

„ i » To  »+32p^ 

10^»  l.®’  ~l~J 

»^a(a-,T)»j(2x,r)  = «oVß*,  5») +^cA(^x, 

-9^o(a'.t)^j(2x,r)  = (•<,»„(5x,5t)4-^c,»o(^x, 

9^,(«,t){I-,(2x,t)  — C|,^j(5x, 

-»,{x,  t)a^j(2x,  T)  = Cu»,(5x,5t)+Z:c,»,(^*, 

^0  “ i^2(0,5r) 


Um  nun  die  Potenzen  und  Prodncte  fünfter  Ordnung  zu 
mnss  man  zunächst  diejenigen  der  4ten  Ordnung  berechnen. 

Es  ist: 

= i»s’*3(2ir,»)+i-‘i'o’»o(2x,T)-t-  i#,3tf,(2x,T) 

= i«'s’»3(2x,t)  + iü„3.'^„(2x,T)-iüj»»j(2j-,T) 
V(',  r)  = i»9»»3(2*,  T)  - ia-oä»o(2x,  Tj + i»,».»j(2x,  t) 
^i*(*)*)  = iV^s(2a:,t)  — 19^i)’3-o(2x,t)  — i#,s<t,(2x,t) 

#33(x,t)»j(x,i)  =.  c„»,(x,t/3)4-«,3-,  ^x, 
t^o^(x,r)üj(x, r)  •=  Coüj(x, 

V(*,  r)»s(x,  T)  = C3.»,(x,  xU)  - c,  8-,  ^x, 
^i’(«.r)^o(®.»)  = Co^,(x,t/^)  -c,»,  ^x, 


bilden, 
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*4') 

t)^3  (ar,  t)  =-  4t)+c^^2  ^2a;,  j 

4t)  — c, ^2Xf  — ^ ^ 

z)  = Co^4(4x,4t)  (^x,  — t ^ 

/ 2t4-1\ 

^s’(^,t)^,(ar,T)  = Co^^i(4aP,4r)-Ci^,  [2x,  ) 


eo  = V(0,4t) 

^■) 


- ^v(o, 


(••  t-‘) 

■r) 

(■■  ’4^) 

;;»,»(z,t)#j(*,t)  = co^i( 

r T+i> 

’ 4 ; 

t+3\ 

-4-) 

i*’  4 J 

|— 

t+3\ 
" 4 / 

<Jb 


T-‘) 


16«  4 


4^) 


16«  4 


^o*(a;,  r)^3(x,  z)&f(x,  z)  =-  ^/4>+‘^i^*  ^ ) 

&3*(x,  z)&q(x,  z)&j(x,  t)  = «o^ifr,  r/4)+«,i^,  ' j 

/ t-|-2  \ 

— ^,«(z,  t)»,(z,  r}»/r,  r)  = c,#^z,  t '4)—  «i^«  l *.  ' 4 J 

/ t-4"2  V 

— ^,*(x,  T>^,(x,  ^/4>— «r^i  l "4  ■/ 
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(O,  ^±?) 


16e4 


16c  4 


»)'^ü(®, »)  --  c«i^o(4*,  4r)+c,  ^,^2®,  — 
x)»,{x,  X)  = c^»^{ix,  4t)-c, 3^,(2®, 
^sV.  x)»^{x,  x)»^(x,  t)  = c„i2,(4®,  4r)^-(,j;^|^2®, 
^„*(®,  t)^i(®,  t)3-,(®,  r)  = e*,i^,(4®,  4t)— ^2®, 

"0  “ -i^o(0,4r)»,»(o,  ?~p) 

2«  4 

-I  =“-^.V(0,4t)^(o,^^) 

2c  A 


C'i 


r+l> 

4 > 

(-  ’■?) 

(-  =?) 

-c,»,  ( 

’-?) 

’+‘) 

— «i^j  ( 

..  !?) 

)v(c 

’f) 

1 

S».(».  1 
8,V(o,  i>)..(o,!+S) 


»■A^,x)!y,‘(x,t)  = iV.*»3(2®,T)  + J»/.%&j(2®,t) 
»o"(^.r)ft,V,T)  = FÄ»8-„(2®,t)-  J»,2V*(2r,T) 


Rohdex  Zur  Transformation  der  Thetafunctionen. 


20Ö 


= i^o^3*®'o(2ir,  t)  + i>\*#3*’3(2i,  t) 
»tV,T)»,*(x,r)  = i»,»s»»„(2x,T) V3(2i,t) 

»oV,T)<tj*(x,T)  = lV^0^'’s(2*,T)  + i<>,»»„.%(2x,t) 
^3*(*,t)»l*(ä^,*)  = lVo*»3(2*,t)-i»j».'>o»o(2*,t) 

^3(x, =»  i^0^3'^S^l(23!iT) 

Mit  Hülfe  dieser  BeziehuDgen  können  wir  die  Transformation 
üter  Ordnung  durchführen.  Wir  erhalten: 


=1  »3’WO,  hx)»,{br,  5t)  + J i/,  (x, 

+i.V(ffa(0,5T)»3(5x,5T)+12ptf„^0,^5-^^)fr3  (x, 

+i»3»(*,(0,5T)ff3(5x,5T)+iV3(o, 

=i(-V'»s(0, 5i)  + V»o(0, 5t) + V>‘^(0, 5t))ff3(5i,  5t) 

+ ^-0+ V^(o, 

+ V9s(o.  »3  (»> 


r4-32p\ 

■“5“/ 


V(^,r)  = c,^,{bx,bx)  —f^) 

r)  = Co<tj(5x, 5t)  + 2:c,ü, 

= Co^^,(5ar,5T)  + 2:c,i>-, 

+ V^o(0,OT)  + ^,»l>,fO,5T)) 

C.  = |i(V»3(o,  + ».*»0(0, 

+v»j(o, 

»)*»(*.*)  = •2^«!*»  (*i 
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= Co^i(5a:,5T)  + -£c,^,  ^a*, 

= Co^s(5a:,  5t)  + ^a;, 

^,^(ar,T)^^o(a?,T)  = Co^^y(5x,5r) -f 

I 

^0  = i(V'‘^3(0i5T)  — V^o(0,5t)  + ^,3^j(0,5t)) 

-Si(v».(o,  ’-±p«)-».«>.(o.  it«') 

+*.■».  (o,  liS')) 

= c^i&Q{bx,bx)  + Zci&Q^x,  — ) 

ot) -|- Xcjt^3  ^ar, 

x^iHx,r)»^{x,T)  = Co^i(5x,5f)  + £c^i>^  (x,  — 
^i^(a:,T)if8(a;,T)  = Co^2(5x,5r)  + ^x,  — 

^0  = iWJ^s(0,5T)  + V^o(0,5r)- ^.3^,(0,  5t)) 

= *fo(^33.3  (O, 

t) ^i(x, t)  = Co^i (5x,  5t)  + 2:^1^,  ^x, 

~ <?0^2(5x,5t) -|- 2^<?j^g  ^x, 

^J^(x,  t)^o(x,  t)  = Co ^o(5a?,  5t)  + 2ci % ^x, 


5 

= Co03(5x,5t)  + 2:c,^3(x, 

^0  = i(V^3(0,5T)  - V^o(0,5t)- V^g(0,5T)) 

. (»■  ’-±?)  - ’.•<«■  ■*?) 

(o,! 


J 
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V(*,T)^3*(x,t)  =c„»,(5x,5t)+2’c,»j(x, 

»,»(x,T);^o>(x,  t)  = c„#,(5x,5t)  + 

',  = — J— )+^»»*(o,  — 5^)) 

V(*. »)»»*(*, T)»o(<f, t)  = C3Ä^o(5x,5t)+ 

h-{^,x)»X{x,  t)9,(x,  t)  = C(,3^s(5x,5t)+  (t,  — ) 

i^i‘ix,r)9,x(x,x)»t(x,z)  = c„a,(5x,5T)  + Xc,tf,  (x, 

»iHx,  t)^3»(x,  i)^,(x,  t)  = Oo#,(5x,  5t)  + £c,9,  (x,  ~ 

«0  = i^J«^j(V3(0,5T)-»3#,(0,5T)) 

V(*,T)»0*(*,t)  “ 0„i^,(5x,5T)  + Ä,#3C*,  “6“) 

V(*,  x)(t,\x,  t)  = «o»„(5x,  5t)  + £c,9„  ^x, 

-^,3{x,t)»,*(x,t)  •=  c„»,(5x,  5t) + £<,,»,  (x, 

-»i»(x,t)3-3»(x,t)  = Co«>,(5x,5t)  + Zc,#, 

Cq  ==  J^o^3(^o^a(Ö,  5r)-|- ^30o(U,5r)) 

‘i  = ^if^)+»,Oo(o,  - f^)) 
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T)0-y»(a-,  x)^^{Xy  t)  = >o^3(-’>^»  5^)  + } 

^o^Ca*,T)^)-32(ir^T)t'>i(ir,T)  = £?üO-i(5ar,5r)  + -^q^j^a*, 
r),^3(:r,  t)  » c^^4J:ix,hx)  + 

~0-,V,i^)^3^(af,T)t‘^ü(^iT^)  = Co^ü(5i^^5T)+ 

^0  ~ \ '^(»^^3('^o^s(0)5t)  — i&3^q(0, 5r)) 

=aVA(öo^»(o,  "Ä)) 

>V(^,  *’)^iV,t)  = C(|^3(''>^i''>^)+-^«'l^3^*t 

-i^,»(3-,T)V(*,T)  = c„^,(5x,r,r)+£c,9,(x, 

— ^j*(x,t).V(x,t)  = c„»o(5*,öt)+2c,»,^x, 

^0  = — ^ü»^2(0,5r)) 


■^oV,»^)V(x,T)!>3(x,t)  = Coa-,,(5x,5T)-|-.rc,a3  ^X, 

^3“(*iT)»,‘*(z,t)»i,(x,t)  = C(,^„(5x,0t)4-£c,*o  (^x,  — 

■»,^{x,t)0,^x,z)tt^(,x,r)  = c„»^(bx,br)+Sc,»,  {x, 

■9A^,T)»^Hx,r)»,(x,r)  = coa^,(5x,5T)+£x,tf,  (x, 

«•■o  = J^o^3(33^o(0,5T)  + 5-„i^j(0,5r)) 

= ,4^0^3(^3»«(o,  !±|?-^)+V.(o,  ^±1^’)) 
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« 

Wie  beim  Fall  p = 3,  so  besteht  auch  hier  eine  Lücke.  Es  können 
Dämlich  die  Producte  von  der  Form:  iu{x^r)ifß{x^x)ify{xjr)y>^(x,,x) 
wo  S beliebig  ist,  «,  ß und  y aber  verschieden  von  einander  sind, 
nicht  durch  die  Repräsentanten  ausgedrückt  werden,  sondern  man 
ranss  wieder  die  Klein'schen  Functionen  einführen. 

Ich  versuche  jetzt  die  Transformation  5ter  Ordnung  für  3 Re- 
präsentanten durchzuführen.  Dazu  bediene  ich  mich  einer  Formel, 
die  leicht  aus  V.  in  § 4.  folgt.  Dieselbe  lautet; 


^s(a-,t).‘>3(2ar,r)  -=  5t)^^3(5x,  5r) 

Nau  kann  man  mit  Hülfe  der  Jacobi’schen  Relationen : 

/ t+32\  . / t+2.32\ 

^3(a^,T/5)  + a*^a(^a-,  j + (^ar, ^ j 

, _/  t+3.32\  , t+4.32\ 

4-o*93(^x,  j — j + o»»3(^x, g j =0 

A,  > . . / »+32\  , „ / r+2.32\ 

*s(*,»/5)+  — 5 ) 

, „ I t+3.32\  , ^ / t-|-4.32\  , 

[j  y JT)  0 


Dud  der  entsprechenden  Relationen  für  die  Null  werte  der  Argumente 
aus  der  obigen  Gleichung  3 Repräsentanten  climiniren.  Wenn  wir 
n X . t+2.32\  , r4-3.32i 

z.  B.  &g(x,x/ß)^  ~5 — J 5 — J 

sprechenden  Repräsentanten  für  die  Nullwerte  climiniren,  so  erhalten 
wir; 

1 


0^s(‘2a:,  x)  = 5t)  ^3(6^:,  5r)  — ^ 

(»3(0, 

^3(^1  )+(l  -«‘)i^3(-'>*,  5^^)) 


Arch.  der  Math.  u.  Phy».  2.  Reihe,  Teil  III. 


14 


/ 


210  Rohde:  Zur  Tramtormation  der  Theta/unctionen. 


Ebenso  kann  man  alle  analogen  Formeln  aufstellen  und  daraus 
die  Potenzen  und  Producte  der  5ten  Ordnung  gewinnen,  wobei  die 
Coofticienteu  der  Repräsentanten  rationale  Functionen  für  die  Null- 
werte  der  Argumente  sind. 

Durch  Vergleichung  dieser  Coefheieuten  mit  den  in  § 3.  berech- 
neten findet  mau  eine  Anzahl  von  Beziehungen  zwischen  den  ur- 
sprünglichen Functionen  und  3 Repräsentanten  der  5ten  Ordnung. 

Ich  unterlasse  es  jedoch,  dieselben  aufzustelleu,  da  einerseits  die 
Relationen  sehr  complicirto  Gestalten  annehmeu,  und  andererseits 
das  Princip  klar  ist,  nach  dem  sie  gefunden  werden  können. 

Aus  den  in  diesem  Paragraphen  aufgestellten  Transformations- 
gleichungen ttiesseu  für  die  Nullwerte  der  Argumente  eine  grosse 
Anzahl  meistens  unbekannter  Formeln. 

Wir  führen  dazu  die  schon  teilweise  von  Göring  angewandten 
Bezeichnungen  ein,  da  dieselben  für  diesen  besonderen  Fall  den  bisher 
angewandten  vorzuziehen  sind. 

Wir  setzen: 
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&o(0,t)  = 9 »„(0,5t)  = Q »„  (o,  - Qe 

Dann  erhält  man  folgende  Systeme: 

5(päp+9>Q+r»7?)P+Z:(p’P„+2»Q(,+r»Ä(,)f^„  “ 2C(p» 

1.  5(p3p+9SQ+r»Ä)Q4-i(p’P„-Hr>«e-H-’-Re)Qe  = 2O9“ 

5(p’P+g>Q-fr’Ä)7i+2:(p>Pp4-9»Qj+r»Ä„)Äp  = 20r!- 

5(  p»P-g»Q-l-r’Ä)fi+  £(  p»Pp— g’Q(,+räP(,)P(,  = 20pV 
5(y»P-g»Q-r»P)P+2(p3p,,_  g3Q„— rSP(,)Pp  =;20gV 
5(p^P-}-g®Q — r*P)Q+'^(p’7’(,-t-g*Qp — r’Ä^)(3(,  = 20p*g 
2.  5(p’P— g3Q-r3p)Q-|-X((p3Pp-g3Q^  -rSP(,)Q„  - 20r*g 
5(p’P+g’Q— r’P)P+2(p’Pe+g’«„-r>P„)P„  - 20g*p 
5(p=>P-g»Q-l-r»P)P+2:(j)äp„— g3Qp-|-r3P„)Pp  = 20rV 

5(p’P-g»Q-r»P)P+^(p’Pe  - g’Qf— r’P(,)Pp  = 0 
3.  5(p»P-g3Q+r»P)ö+Z(;)»P(,-g»Qp+r’P„)Qf  = 0 
5(p’P+g»Q— r’Ä)P+2(päp,,+g»Q(,-r3Pp)Pp  - 0 

4. 

25(p»p— gSQ+r3P)PCiP4-2:(päPy-g3Q„-t-r871(,)y>„«„Pj  - 20gV 

25(p^P+^Q-T^J{)PQ:i+i:(p<>/’f+r/Qf.—r^Jtf)J’(()fKf  - 20rV3 

25(p3p_g3Q  -r3p)PQfi+Z(;)3p^— g3Qp_r3Äp)/'(,Q„P„  - 20pV 

5(rP+pP)P+2:(r/’(,-l-pP(,)Pf  = 20pV 

5(gP-h>Q)P-|-^(gP,,+pQe)7’(.  ■=  20p»g 
^(9r-}-pQ)Q-i-I!(gPf-i-pQf)(J(  = 2fJg*p 
6.  5(rQ — gP)Q+Z(rQ„ — 'iP()Q^  = 2tjg*r 
t>(TP-\-pR)R+S(rP^-\-pRf)K^—  2i}r*i> 

5(rQ — qR)R-jS(rQf — g7Jp)P|,=-  — 2tlr*g 

5(rQ — gP)P4-i(rQ^ — gß(,)P^  ■>»  0 

5(rP-pR)P-{-2:(rPf—pRf)Pf  = 0 

5(gP— y(J)P+X{gP(r-pQ^)P„  — 0 

7.  5(gP — pQ)Q~j~£(f/P ^ — 0 
5(»'Cl+gÄ)<y+^/rt^+g//^j(V^  — 0 
*(97’-fpC()7J-)-'^(gP„-|-|><y^;/y^  — 0 
5(rP-pR,R-f-£(rP^—p/!^)R^  = 0 
^(^Q~i~^RjR~j-^(rQfrf-^Rf,)R^  s 0 

14* 


l 
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2b(rF-\^R)PQn-\-^{rP^.+j>nf)I\Q^R^  = 0 
8.  M<lR-\-pQ)l'Qn-\-E(<lP^.-\^UQ)P(,QfR^  =.  0 

•2ä(rQ-qR)PQR-\-£(rQ^-qRQ)PfQfR^  = 0 

b(r  P-pR)Q-\- 2^(rPf, — pRij)Q(,  = iOpqr 
9.  b{qP-pQ)R+2:(qPf  -pQ(f)Rf  = 20pqr 
i>(rQ+qR)P+S(rQ^,+qR^)P^,  = 20pqr 

2t,^rP—pR)PQR-^-S^rP^,-pR^)P^,Q^R^,  = 20p  V* 

10.  2rAqP-pQ)PQR+£(qPf-pCl^)P^Q^Rl>  = 20p*«V 
•2b(rQ+qR)PQR+2{rQ^,-^qR^,)P^Q^R^  ■=  — 20p«»r» 

Kiiic  Auzalil  äusserst  eleganter  und  einfacher  Beziehungen  Buden 
wir  noch,  wenn  wir  in  den  Formeln  far  die  Producte  von  der  Form: 

a-„(x,  T)it^(2x,  t) 

a-  — Ü setzen.  Wir  gelangen  dann  zn  folgenden  Relationen: 

y-j,s  = lOpS 

e=o 

11.  5Q“+  £ Q/  =.  lOj* 

5ä>'+  £ 7f,,»  = lOi-* 

Die  erste  Gleichung  dieses  Systems  ist  schon  in  einer  von  Jacubi 
aufgcstellten  Formel  enthalten.  Diese  letztere  lantet: 

jU“-f-f,(25üe2(l— c«)— 26)Af‘>+llitf^— 12A/»+7Af*-2A/4-i  = 0. 

Weitere  Gleichungssysteme  sind: 

t>PQ+£P^(Jf  = 10p5 

12.  6PJ{+£PfR(,  ■=  lOpr 

öQR+£(i(,Rf,  lürp- 

und: 

2öP‘(2R+  £P/Qf,Rf,  = 10p  V 

13.  2ölWi>+  £P^Q/R^  = — 10p3*r 
2öP(iU‘+  £PfQgRf^  = - lOlpgr* 

Aus  dem  System  11.  ergehen  sich  noch  folgende  Beziehungen : 

14.  5(p2/>*— </a»  — r’‘R»)+Z(p»y>e>i— </«(>*  — =0. 

5(p*y«+r/«*+r»ii*)+i’(p“re>'+2*öe*+r‘yfe»)  = 20ip* 

\b.  b(p*P*-\-qHV-r^R^)+£(p*Pv^-\-q^Q«*-rVlv-)  = tiOq* 

b(p’‘P^—q‘(i‘‘+rW)-\-£(p*Pg^—q^Qg^+r'‘Rg^)  = 20r‘ 
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16.  5(r*P*-p»Ä*)+-2:(r*P(»*-/>*i2p*)  = 0 

Endlich  gewinnt  man  ans  12.  die  Relationen: 

17.  = 0 

nnd  znletzt: 

la  b{r^m+^PIi-p^QR)^S{r^l\QQ-\-q^l\,Rg^p^(l^R^)  = 20;j  V 

b{i^PQ—efPR^j)^Q,R)+E{r^PffQQ  — = - 20ry  V 
b{r^PQ,~-q^PR—p^aR)+Z{r^PQQ^—<f>P^RQ—jiHlfiRQ)  = 20r^7. 

Sämtliche  auf  diese  Weise  gefnndenen  Relationen  zeichnen  sich 
durch  Ucbersichtlichkeit  und  Symmetrie,  einzelne  anch  durch  Ein- 
fachheit ans.  Ich  will  jetzt  abbrcchen,  da  ja  die  Methode  gegeben 
ist,  für  eine  jede  nugerade  Primzahl  Beziehungen  zwischen  den  Re- 
präsentanten aufzustellen. 
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1. 


lieber  complementftre  Punkte. 
Sind  in  Bezug  auf  das  Axendreieck  ABC 


pa  Pb  Pc 

die  trimetrischen  Punktcoordinaten  (proportional  den  Seitenabstäu- 
den)  des  Punktes  P;  so  wollen  wir  den  Punkt  mit  den  Coordinaten: 

Ph^pc  Pc-^-pa  pa~^pb 

den  zu  P complemcntären  Punkt  nennen. 

Die  Construction  des  Punktes  pb-{-pe  ist  folgende; 

P = pa  sei  ein  beliebiger  Punkt  in  der  Ebene  des  Dreiecks 
ABC,  J das  Inkreiscentrum  desselben.  Die  Harmonikale  (gerade 
Polare)  von  J treflfe  AP  in  H.  AJ  schneide  BC  in  Ja-  Die  8*/« 
begegnen  sich  im  Punkte  Pi=2J6-f-pc. 

Es  ist  nämlich  «7=1,  1,  1.  Dieselbe  Form  hat  die  Harmoni- 
kale von  J.  Ferner  ist: 


AP  =0  Pc 

8 = P6+;Jc  — Pb 
Ja^O  1 

%Ja  = Pb— Pc  pb  + pc 


—pb 
— pc 
1 

— (Pft  + Pc)- 


Die  ^Ja  treffen  sich  im  Punkte  P,  =pb-\-pc- 


DIgltlzed  by  Google 


Miscellen. 


215 


Construircn  wir  zu  den  complementärcn  Punkt  so  ist 

P2  = 2po  ~\'Ph-\-pc 

P3  sei  complementär  zu  P,,  P4  zu  ...  P„+i  zu  P„.  Sei  nun 

^ = 9>M;?rt+p6  + Pc> 

daun  erhalten  wir: 

P «4-1  = ^nph-\-pc  ~\~Pa-\-  (pnpc’\-pa~\-pb 
= 2t>o  + (1  + <Pn)  ( p6  +/>c) 

=(n^.)p“+p*+p' 

Also  ist: 

2 

I ^ 

l“r  9« 

Demzufolge  ist  epo  (pj  = 0 und  für  die  folgenden  Werte 
von  <p  erhalten  wir  die  Reihe: 

2 26^22^86m* 

1*  3*  5’  11*  21’  43'  85’  171’  “ 

Die  Reihe  der  Nenner  nr  der  Brüche  9r  ist  definirt  durch  die 
Gleichung 

«r  = 2n.._i  + (— ir-1 


Aus  derselben  folgt: 

nr  = 2*'-2wj  -|_  2»-8  — 2»—* 

= 2»— 2 -|_  2»— 3 — 2*— ‘ -f- 

= 2»—^  — 2»--2  2r-S  _ 

...  +(-!)■-> 
...  +(-!)--> 
...  +( — !)'■“* 

2*  — (— l)»- 
” 3 

Allgemein  ist: 

2[2«-i-(— l)*-i] 
fo—  2«  _(_!)» 

Kpn  nähert  sich  bei  wachsenden  n der  Einheit.  Der  Punkt  Pqd  wird 
also  der  Punkt  pa-\-pb-{-j>c  = 1.  Jo  öfter  also  die  angegebene  Con- 
struction  wiederholt  wird,  desto  näher  gelangt  man  zum  Inkreis- 
ceutrura.  Da  die  angegebene  Construction  durch  Projection  sich  nur 
insofern  verändert  als  der  Punkt  J ein  beliebiger  Punkt  Q des  Drei- 
ecks ABC  wird,  können  wir  folgenden  Satz  aussprechen: 

Es  seien  P,  Q zwei  beliebige  Punkte  in  der  Ebene  des  Drei- 
ecks ABC.  Trifft  AQ  die  BC  in  die  Ilarraonikalo  von  Q die 
AP  in  W;  so  schneiden  sich  dio  §lQa  in  einem  Punkte  P,.  Wird 
dieselbe  Construction  statt  mit  P nun  mit  Pj  wiederholt,  so  erhält 
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man  einen  Punkt  P^.  Wird  ebenso  mit  P,  wie  mit  P,  construirt 
und  dieses  Verfahren  fortgesetzt,  so  nähert  sich  immer  mehr  der 
Punkt  Pr  dem  Punkte  Q. 

Die  Verbindüngsgerade  eines  beliebigen  Punktes  P = p«  mit 
seinem  complementüren  Punkte  Pj  = pi,  +;?c  ist  die  Gerade  ph  —pc. 
Diese  geht  aber  auch  durch  das  Inkreiscentrum  J\  also: 

Ein  beliebiger  Punkt,  der  complemeutäre  desselben  und  das  ln* 

kreiscentrum  liegen  in  einer  Geraden. 

< 

Jeder  Punkt  der  Geraden  PJ  hat  die  Form 

fpVa+Pb+pc 

und  ihm  entspricht  complementär  der  Punkt 

Die  Parameter  der  Doppelpunkte  der  beiden  Punktreihen: 

2 

1 +(p 

ergeben  sich  aus: 

2 

und  sind:  -f-1,  —2.  Die  Doppelpunkte  haben  also  die  Formen: 

-^Pa-\‘Ph'\-pc 

Da  ausserdem 
haben  wir  den  Satz: 

Auf  jeder  durch  das  Inkreiscentrum  eines  Dreiecks  gehenden 
Geraden  gibt  es  ausser  dem  Inkreiscentrum  noch  einen  Punkt,  der 
mit  seinem  complementärcn  zusammenfällt;  derselbe  liegt  zugleich 
auf  der  Ilarmonikalen  des  Inkreiscentrums. 

Die  Punkte  P = pa*  Q = pt,pc  heissen  reciproke  Punkte.  Der 
complementäre  Punkt  Q,  von  Q = pipc  hat  die  Form : 

PcPa-\-paph  = paipb-^-pe) 

Derselbe  kann  direct  durch  folgende  Construction  erhalten  wer- 
den : 

P^Pa  sei  ein  beliebiger  Punkt  in  der  Ebene  des  Dreiedn 
ABC\  J das  Inkreiscentrum  desselben.  AJ  treffe  BC  in  Ja,  AP  die 
JhJe  in  A'.  Die  A\Ta  schneiden  sich  im  Punkto 

Qi=pa{pb+pc). 
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Die  A*Ja  treffen  sich  im  Punkte  Q,  = pa{v^-\~pc). 


Schliesslich  sei  noch  auf  einen  Zusammenhang  der  complcmoii- 
tären  und  reciproken  Punkte  hingowiescn.  Trifft  AP{P  = pa)  die 
BC  in  Pa  und  sind  Pa  die  complemontären  Punkte  der  /a,  so  schnei- 
den sich  die  APa  in  Q = pbpe- 

Es  ist  nämlich: 


o 

III 

Pb 

Pc 

Pa  = pb -j-pe 

Pc 

Pb 

APa'  = 0 

Pb 

— pc 

Die  APa  treffen  sich  in  Q=pbpc> 

Es  kann  also  der  zu  einem  gegebenen  Punkte  reciproke  Punkt 
auf  folgende  Weise  construirt  werden : 

P = pa  sei  ein  beliebiger  Punkt  in  der  Ebene  dos  Dreiecks 
ABC,  y dessen  Inkreiscentrum.  AJ  treffe  BC  in  Ja,  die  Harmoni- 
kale  von  J die  AP  in  VI.  Die  Verbindungsgeraden  der  Schnitt- 
pankte  (Vl^a,  JbJc)  mit  den  Gegenecken  gehen  durch  den  Punkt 

Q = pbpe. 

Wien,  October  1885. 

Emil  Hain. 


2. 

Einige  Sätze,  die  sich  auf  reguläre  Polygone  beziehen,  und  daraus 
sich  ergebende  trigonometrische  Relationen. 

I I. 

Bevor  wir  auf  unser  Thema  näher  eingehen,  sei  es  uns  gestattet, 
einige  Bemerkungen  über  die  Symmotrieaxen  einer  algebraischen 
Cunc  zu  machen. 

I Zn  irgend  einer  algebr* * vo  wonleu  iin  allgemeinen 
I nicht  notwendig  eine  od(  ^Juieii  geliürca,  welche 
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^ die  Curve  in  zwei  gleiche  Hälften  teilen.  Sind  jedoch  solche  Linien 
— Symmetrieaxeu  der  Curve  — vorhanden,  so  werden  dieselben  ge- 
wissen Bedingungen  unterworfen  sein.  Zunächst  müssen  sie  sieb, 
einem  bekannten  Theorem  der  alg.  Curven  zufolge,  in  einem  und 
demselben  Punkte  schneiden. 

Was  ferner  x die  Anzahl  derselben  anbelangt,  so  ergiebt  sich, 
dass  zu  irgend  einem  Element  (Punkt  oder  Tangente)  der  Curve  aus 
Gründen  der  Symmetrie  mindestens  die  doppelte  Anzahl,  als  die  Curve 
Symmetrieaxen  hat,  solcher  Curveneleraente  einem  Kreis  um  den 
Schnittpunkt  der  Symmetrieaxen  angehören. 

Daraus  folgt  sofort,  den  Kreis  und  die  gerade  Linie  ausge- 
nommen, dass  keine  Curve  mehr  Symmetrieaxen  besitzen  kann,  als 
ihr  Grad  oder  ihre  Classe  beträgt.  Ist  dies  dennoch  der  Fall,  so 
zerfällt  die  Curve  notwendig  in  concentrische  Kreise.  Dies  ermög- 
licht es  uns  folgenden  Satz  auszusprechen: 

„Jede  Curve,  die  mehr  Symmetrieaxen  zulässt,  als  ihre  Ordnuog 
„oder  Classe  beträgt,  besteht  notwendig  aus  einem  oder  mehreren 
„concentrischen  Kreisen“. 


Der  oben  entwickelte  Satz  ermöglicht  es  uns  bei  ganzen  Gruppen 
geometrischer  Oerter,  die  sich  auf  reguläre  Polygone  beziehen,  im 
voraus  schon  zu  behaupten,  dass  dieselben  aus  Kreisen  bestehen. 
Alle  diese  Oerter,  welche  sich  auf  alle  Seiten  des  Polygons  gleich- 
artig beziehen,  besitzen  nämlich  notwendiger  Weise  so  viele  Sym- 
metrieaxen  als  das  Polygon  Ecken  oder  Seiten  hat 

Sind  so  z.  B. : otj,  otj)  ••  Entfernungen  eines  Punktes 

r von  den  Seiten  und  ...  ßn  die  Entfernungen  des  Punktes 

von  den  Ecken  des  Polygons,  so  zerfällt  jede  der  Curven : 

(jp(a)  =r  Ofjp  «2?  «3»^  -j- ...  O,/  -j-  «3?  ...  -|-  ...  -f-  or„P  ... 


in  concentrische  Kreise. 

Hiebei  haben  wir  stillschweigend  vorausgesetzt,  dass  der  Mittrf- 
puukt  des  Polygons  von  sämtlichen  Seiten  gleichartige  Entferouig 


II. 


bat. 
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Fassen  wir  dieses  Resultat  zusammen,  so  finden  wir  folgenden 
Doppelsatz : 

„Beschreiben  wir  um  den  Mittelpunkt  eines  reg.  Polygons  irgend 
„einen  Kreis,  so  hat  jede  Function,  die  durch  cyklische  Vertauschung 
„der  Entfernungen  eines  Punktes  des  Kreises  von  den  Seiten  oder 
„die  durch  die  Quadrate  der  Entfernungen  des  Punktes  von  den 
4 ^cken  des  Polygons  gebildet  wird  einen  festen  Wert,  der  Punkt 
„möge  auf  dem  Kreise  liegen,  wo  er  wolle ; wenn  nur  der  Grad  der- 
j selben  kleiner  als  die  Seitenzahl  des  Polypons  ist“;  oder: 

„Jede  auf  die  obige  Art  entstandene  Function  eines  Punktes  in 
‘ „Bezug  auf  ein  reg.  Polygon  ändert  sich  nicht,  wenn  das  Polygon 

.1  „um  seinen  Mittelpunkt  gedreht  wird“. 

i 

; Von  den  vielen  Folgerungen,  die  sich  als  specielle  Fälle  aus 
dem  allgemeinen  Satz  ergeben,  sei  nur  erwähnt,  dass  z.  B.  aus 


(p{a)  ==  er, a2-f-«2a3+  ...  «n  = const 

2ti 

folgt,  wenn  wir  sämtliche  Glieder  mit  sin  — multiplicireu. 


Fällen  wir  von  irgend  einem  Punkt  eines  Kreises,  der  um  den 
Mittelpunkt  eines  reg.  Polygons  beschrieben  ist,  Lote  auf  die  Seiten 
des  Polygons  und  verbinden  deren  Fusspunkto,  so  entsteht  ein  Po- 
; lfgon  von  constantem  Inhalt.  (Es  ist  dies  ein  spec.  Fall  eines  Stei- 
j ner’scheu  Satzes,  in  dessen  Abhandlung  über  Fusspunktscurven). 

I Multipliciren  wir  ferner  q>(u)  mit  einer  eotsprechonden  Potenz 
der  Seitenlänge  des  Polygons,  so  finden  wir  überdies,  dass  an  Stelle 
der  Entfernungen  eines  Punktes  von  den  Seiten  des  Polygons  die 
Dreiecke  treten  können,  welche  der  Punkt  mit  den  Seiten  des  Po- 
lygons bildet. 

Wird  ferner  der  Wert  von  (p(a)  oder  zu  Null,  so  können 
wir  die  Gleichung  <p(a)  oder  durch  irgend  eine  Potenz  von 

•••  «n  resp.  ßi^ßi^ßs^  ...  ßn"  dividiren  und  erhalten  alsdann 
ebenfalls  als  Oerter  bestimmte  Kreise.  So  stellt  z.  B.: 


die  Kreise  dar,  welche  um  den  Mittelpunkt  des  Polygons  beschrieben 
sind  und  die  durch  die  Schnittpunkte  jo  2 er  Seiten  eines  Polygons 
gehen. 

Ist  z.  B. : Pein  Punkt  des  Umkreises  dos  reg.  Dreiecks  ABC, 
so  wäre , wenn  PAi , PPj  und  PCt  die  Entfernungen  des  Punktes 
Ton  dessen  Seiten  sind: 
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PA.  PB.  + PC.  ""  ^ 

odtT : 

— ^—4-  - — ■ 4-  — — = 0 

/\ABP^  C^ACP^  BCP 

Ebcuso  ist  der  Hauptsatz  noch  gütig,  wenn  an  Stolle  der  Func- 
tion <p(«)  oder  VHß^)  tritt,  jedoch  ist  hiebei  stets  zu  achten,  dass 
alsdann  keine  der  n Symmetrien  verloren  geht. 


III. 


So  mannigfaltig  auch  diese  Sätze  in  Bezug  auf  reguläre  Poly- 
gone sind,  um  so  interessanter  sind  dennoch  die  Folgerungen  in 
goniometrischer  Beziehung,  indem  dieselben  uns  gestatten  ohne  wei- 
teres eine  Fülle  von  Relationen  aufzustellen. 

Berücksichtigen  wir  nämlich,  dass  9>(a)  unter  den  gegebenen 
Beschränkungen  einen  Kreis  darstellen  muss,  die  Constante  möge 
irgend  welchen  Wert  haben,  so  ergiebt  sich  sofort,  dass  97(0)  eine 
Function  der  Entfernung  des  Punktes  vom  Mittelpunkt  dos  Polygons 
sein  muss,  oder  mit  andern  Worten,  dass,  wenn  die  Gleichungen 
der  Seiten  des  Polygons 


0 


a:  sin  ß -|- y cos  a — p 
®sin 

®8in  -häf  cos  -y 


0 


= 0 


U.  8.  W. 


sind,  die  Gleichung  ep(a)  eine  ganze  rationale  Function  von  y’ 
sein  muss.  Daraus  folgt  sofort,  dass  sämtliche  Glieder  der  Function 
9>(«),  welche  nicht  sowohl  x als  y in  gerader  Potenz  enthalten,  ver- 
schwinden müssen,  oder  mit  andern  Worten,  wir  erhalten  ans  jeder 
der  Gleiohuugeu  9(«)  eine  Reihe  trig.  Relationen. 


So  geben  z.  B. 

1 ) ßj  -|-  «2  “h  “f“  • • • ~ V'(^) 

äin«  + sin(^+  «)  + ...sin^-^  a;  + = 0 


, /2n  , \ , /4)i  , \ , /2n-2  , \ „ 

cosß+cos( -^+ß  l + cosi  ““|-ß  l+...cos( — - — 1=0 
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*2) 


3) 


4) 


«1  CTj  + Cfg  «3  + ...  CYnCfj  = q>{tt) 
iin  « cos  «)  + sin  o)cos^^+  o) 

. . /4ts  , \ /6^  , \ I . /2« — 2 , \ 

4-8iii  l — +«jcos(—+“J+-sinl“—7r+«jcos(Y  = 

®1  “I“  “f"  ^5  "h  •••  = *P(^) 

i n u cos  {^^-+  = siu  •• 

+ ...8in(^^«+or)cos^^+^^  ” 

ß,  a4  + «30f5+  •••  =“  <f(«) 

(?  +") + '*“  (?+“)®“(? +“)+••• 

+ ...  sin^^-»+«)c08^^  +ß)  " O 


=-■0 


SIU  er  COS 


5) 


U.  8.  W. 

+ •••  +®f«* 


9(a) 


sin3«+sin3  (^^+«)+sm3^^+a)+...+8iii3^^^  ^n+aj  = 
cos^a+cos*  +o^+cos^^^  +«)+  -+C08*^^^ ~n 

cos  a + 8in*  cos 4“  ••• 

, . ,/2n-2  , \ /2n-2  , \ ^ 

+ ...sm*  ( — ^ — ^-T^j  C08  ( — 7t-\-aJ  ««=0 


= 0 
(J 


siu*« 


O.  8.  w. 


Allgemein  ist  stets 


®="  . (2an  \ (2ia-\-b)  \ 

ail  W +“) 


wenn  a von  0 bis  n sich  ändert,  />+'/<!»*  ond  p und  fj  nicht 
beide  gleichzeitig  gerade  sind,  a möge  alsdann  einen  Wert  halx^n, 
welchen  es  wolle,  und  b irgend  eine  ganze  Zahl  sein. 


IV. 

Wird  ferner  der  Halbmesser  des  Polygons  nnendJich  khdn, 
sind  dennoch  alle  die  angewaxuiten  Schlüsse  giltig,  und  wir  können 
an  Stelle  der  a in  9(0),  die  mit  einer  (Jonstanteu  multij/li^;irteu  81' 
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1 


1 • - 2^  I 4^  I j 

nusse  und  Cosinusse  der  er,  — + «, h«  s.  w.  setzen  und  er* 

^ ' 7»  ' 


n 


halten  hieraus  unter  Berücksichtigung  der  in  III.  entwickelten  Re- 
sultate, z.  B. : 

sin2p«-|-sin2p  -j-  +®)+— 

, . . /2n — 2 , \ 

-[-...SlU^Pl — l = COU8t 

COS-Pft-|-COS‘'P^^^^  +O^-|-C0s2p^~ J "h— 


"-|-...COS^P 


const 


sin2paC0S“?a-fsiii2p  + — 

'2n-2 


\ 7i  ' / 

/ 2n — 2 


2p  <« 


+...sin2p^-~’‘^;r-j-K^cos29^^^^2~^+«^  = const  (2p-f29<»») 


u.  s.  w. 


Allgemein  ist  stets; 

(?^  + „)  eos=.  p* » + «) 


const 


Wir  glauben  kaum  noch  hinzufügen  zu  müssen,  dass  mittelst 
dieser  entwickelten  Relationen  sich  eine  ganze  Reihe  trauscendenter 
Gleichungen  lösen  lassen. 

So  liefert  z.  B.  die  Gleichung 

1 -|-C0S^a;-|-C0S^2a;-{-C0S^3a:-f*ß0S^4ir  «=  0 
27T 

für  X den  Wert  g-;  die  Gleichungen 


und 


COS  2a;  — sin  a;  ==  i 
cos^2a; — sin®a;  = ^ 


für  X den  Wert 


s. 


w. 


Weingarten,  im  Okt.  1885. 


B.  Sporer. 
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3. 


Zar  Theorie  der  KesrelschnJtte. 


I.  Die  Gleichung  = 0 gehört  einer  Kcgelschnitts- 

linic  K an,  welche  die  Achse  OY  in  O berührt,  den  Mittelpuulvt 


M 


(»■  f) 


und  den  Durchmesser  ON  = 


2m 


71 


in  der  Achse  OX 


liegen  hat.  K ist  für  n = 0 eine  Parabel , für  n > 0 eine  Ellipse, 
ffir  n <[  0 eine  Hyperbel.  Ist  P ein  Punkt  der  Linie  K und  O(2=a*o, 
frifft  die  Gerade  A7Mie  Ordiuatenachsc  OFin  einem 
Punkte  i?,  der  so  liegt,  dass  sich  01i:0N=PQ:QN  oder 


OÄ : — = — Xq  ^ verhält,  also  OR  = — ist. 

fl  \ fl  '^  / 2f/l  — 71Xq 

2m  X(i 


auf  K liegt,  so  muss  ==0  und  OR  = 


yo 


Da  P 
sein. 


Die  Tangente  T an  K im  Punkte  P hat  die  Gleichung 
{i—a*o)(~r»  + ”^o)“h(i/  — yo)yo  = 0,  woraus  für  den  Schnittpunkt 

S von  T mit  O Y die  Ordinate  OS  = — folgt.  Berück- 

yo 

sichtigt  man,  dass  xq^  der  Gleichung  von  K genügen,  so  ergibt  sich 

0S=  und  somit:  OS  = Die  durchgeführte  Rechnung  gilt 

sowohl  für  rechtwinklige,  wie  für  schiefwinklige  Coordinaten,  und  wir 
können  deshalb  sagen: 

Die  Tangente  im  Punkte  P einer  Kcgclschnittslinie  halbirt  jene 
Strecke  OR  auf  der  Tangente  im  Endpunkte  O eines  Durchmessers 
welche  zwischen  O und  der  Geraden  NP  liegt. 

Dieser  Satz  lehrt  uns  die  Construction  der  Tangente  im  Punkte 
P eines  Kegelschnittes,  von  dem  noch  ein  Durchmesser  ON  und  die 
Richtung  des  conjugirten  Durchmessers  bekannt  sind;  sowie  auch 
die  Construction  des  Berührungspunktes  der  Tangente  eines  Kegel- 
schnittes, von  welchem  noch  ein  Durchmesser  ON  und  die  Richtung 
des  conjugirten  Durchmessers  gegeben  sind. 

Nebenbei  sei  bemerkt,  dass  dann  weitere  Punkte  und  Tangenten 
der  Linie  K nach  dem  Verfahren  gefunden  werden  können,  welches 
früher  (Neue  Construction  etc.  Arch.  S.  108 — 110)  besprochen  wurde. 
Die  Methode  modificirt  sich  nur  so , dass  O,  iV,  P an  die  Stolle  von 
R,  C treten,  und  anstatt  der  durch  C zu  AR  gezogenen  Parallelen 
die  Tangente  in  P zu  benutzen  ist  Nähares  hierüber  w ollen  wir  an 
anderem  Orte  veröffentlichen. 
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II.  Die  Polargldchung  der  KcgcIschiiittsUnieu  hat  die  Form 
r(l  + (I  COS  u)  = p,  wenn  der  Pol  O ein  Brennpunkt  ist,  und  die  Haupt* 
aclise  des  Kegelschnitts  in  der  Polarachse  OX  liegt  p ist  die  Hälfte 
des  Parameters  VW,  und  man  hat  eine  Ellipse,  wenn  g <11;  eine  Pa- 
rabel, wenn  <?  = 1 ; eine  Hyperbel,  wenn  ^ 1>  1 ist 

Die  Tangente  T im  Punkto  w,)  hat  die  Gleichung 

»*[(5  cos  r j cos  M -|-  rj  sin  ttj  sin  m] 

und  schneidet  die  Gerade  VW  in  einem  Punkte  S,  für  welchen 

TT  ^ V . 

U = o ülld  r = OS  = ~ ist. 

« sin  Mj 

Es  besteht  deshalb  die  einfache  Relation:  = 05 sin w,,  und  die 

Parallele  zu  OX  durch  den  Endpunkt  1 des  Parameters  muss 
auf  dem  Radiusvector  OP  des  Berührungspunktes  P dasselbe  Stück 
abschneiden  wie  die  Tangente  T auf  der  Geraden  O T;  u.  zw.  ist  es, 
weil  q in  der  Formel  nicht  vorkommt,  ganz  gleichgiltig , welche 
Kegelschnittslinie  vorliegt.  Diese  Tatsache  lässt  sich  bei  vielen  Con- 
structionsaufgaben  mit  Vorteil  verwenden. 


Obige  Formel  begründet  aber  auch,  da  sinui  und  sin(»— Uj) 
gleich  sind,  folgenden  Satz  und  dessen  Umkehrung. 

Wenn  Kcgelschnittslinieu  denselben  Parameter  VW  =»  2p  habeo, 
dann  berühren  die  von  einem  Punkte  S der  Geraden  VW  an  alle 
Kcgelschnittslinieu  gezogenen  Tangenten  in  Punkten  zweier  Geraden, 
die  durch  den  gemeinsamen  Brennpunkt  O geben  und  mit  der  Haupt- 

p 

achse  Winkel  bilden,  deren  siuus  gleich  ist. 

Zu  den  Kcgelschnittsliuien  ist  selbstverständlich  auch  der  Kreis 
mit  dem  Durchmesser  VW  zu  zählen. 


Pola,  im  November  1885. 


Fr.  Schiffuer. 
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XII. 


Zur  Kubatur  der  Malus’scben  Wellenflächen. 


Die  von  einem  leuchtenden  Punkte,  dem  Pole,  ausgehenden  Licht- 


, einfach  brechenden  Medien  die  Eigenschaft,  Normalen  einer  Schar 
von  Parallelflächen  zu  sein,  denen  nach  llelmholtz*)  der  Name  Wellen- 
I flächen  zukommt  Da  nun  Malus  ihre  Existenz  zuerst  nachgewiesen 
hat,  so  dürfte  die  Bezeichnung  Malus’sche  Wcllenflächen  im  Unter- 
schied von  der  Fresnerschen  Wellenfläche  eine  passende  sein*). 

Unter  Wellenfläche  möge  in  der  Folge  diejenige  zn  einem  einmal 
rcflectirten,  vorher  homocentrischen  Strahlensysteme  gehörende  Ma- 
Ins’sche  Wellenfläche  verstanden  werden,  welche  durch  den  leuchten- 
den Punkt  hindurch  geht  Sic  muss  der  Huyghcns’schcn  Undulations- 
theorie  gemäss  angesehen  werden  als  die  Einhüllende  einer  Schar 
von  Kugeln,  deren  Mittelpunkte  die  roflectirendc  Oberfläche,  die  Basis, 
^tig  erfüllen,  deren  Flächen  sämtlich  den  Pol  in  sich  enthalten^). 


Zwischen  der  Wellenfläche  und  der  zu  derselben  Basis  gehören 
den  Fusspunktfläche  besteht  ein  inniger  Zusammenhang.  Der  geo 


1)  et  Hclmholtz,  phjs.  Optik;  vergl.  aach:  Röthig  „Ueber  die  durch  den 
Malu'ichen  Satz  definirten  Flächen“.  Grelle.  Dd.  84. 

1)  Malus,  Geom.  Optik,  Journal  de  l’ccole  polyt.  Bd.  7.  1808. 

S)  Der  Verl  wurde  mit  der  im  angegebenen  Sinne  gebrauchten  Benennung 
»«Malu’icbe  Wellenfläche“  zuerst  in  den  Vorlesungen  des  Herrn  Prof.  Ma- 
Öueuen  bekannt. 

cf.  Matthieasen  „Unteranehnng  Aber  die  Lage  der  Brennlinien  eines  un- 
oneodlich  dflnnen  Strahlenbflndels  gegen  einander  und  gegen  einen  Uanptstrahl“ 
A.cta  Math.  4.  1884.  pag.  178. 

, Annalea  T.  XVI. 

niT*.  2.  Saiäe.  Teil  Ul.  i' 


Voll 


Wilhelm  Ruchhöft 


aus  Rostock. 


strahlen  besitzen  nach  der  Reflexion  und  Brechung  in  beliebig  vielen. 
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metrische  Ort  des  Endpunktes  R des  um  sich  selbst  verlängerten 
Lotes  PQ,  welches  von  dem  Polo  P auf  eine  beliebige  Tangentialebene 
der  Basis  gefkllt  wird,  ist  mit  der  Wellenflächo  identisch.  Letztere 
kann  daher  auch  angesehen  werden  als  der  Ort  des  virtuellen  Biideg, 
welches  die  spiegelnde  Oberfläche  der  Basis  von  dem  leuchtenden 
Punkte  entwirft^). 

Ihre  Gestalt  ist  eine  sehr  mannigfache.  Sic  kann  in  mehrere 
sich  stets  im  Polo  schneidende  Obcrflächenschalen  zerfallen , welche 
rings  geschlossen  sind,  so  lange  die  Basis  eine  endliche,  rings  ge- 
schlossene ist,  oder  wenigstens  im  Endlichen  gelegene  Asymptolen- 
kegel  besitzt. 

Auch  ist  cs  bekannt,  dass  den  abwickelbaren  Flächen  nicht  eine 
Wellenfläche,  sondern  eine  Wellcucurve,  seeuudäre  Brennliuie,  ent- 
spricht. 

Zur  Untersuchung  der  Malus’schen  Wellenfläche  führte  mich  die 
Theorie  der  Brennflächen  für  gebrochene  und  reflectirte  Strahlen- 
systeme, welche  im  Wintersemester  1883/84  den  Hauptgegenstand  der 
Hebungen  des  mathematischen  Seminars  der  Universität  Rostock  unter 
der  Leitung  des  Herrn  Professor  Krause  bildete.  Sie  schlossen  sich 
an  die  KummeFsche  Theorie  der  geradlinigen  Strahlensystcrae  ®)  an, 
gemäss  welcher  die  Coordinaten  der  Wellenflächcnpunktc  sich  als 
Functionen  zweier  unabhängig  veränderlichen  Grössen  u und  v dar- 
stellcn  lassen. 

Gegen  Ende  des  nächsten  Semesters  vcranlasste  Herr  Prof.  Krause 
mich,  diese  Darstellungsform  der  Kubatur  der  Wellenflächen  zu  Grunde 
zu  legen;  so  zwar  dass  der  leitende  Gesichtspunkt  der  Untersuchung 
der  war,  auf  anderen  als  den  bisher  gebräuchlichen  Wegen  zur  Ku- 
batur der  Fusspunktflächen  zu  gelangen,  die  nur  für  wenige  Basb* 
flächen  durchgeführt  ist 

Professor  Tortoliui^)  bestimmte  1844  die  Oberfläche  und  das 
Volumen  der  Fusspunktflächen  des  Ellipsoides  und  der  beiden  Hyper- 
boloide unter  der  beschränkenden  Annahme,  dass  der  Pol  im  Mittel' 
punkto  dieser  Flächen  gelegen  ist. 


5)  BÖ8ser,  Theorie  der  caustischen  Linien  und  Flächen  in  ihrer  geschicht- 
lichen Entwickelung.  SchlCmilch's  Zcitschr.  Bd.  15.  1870. 

6)  Kummer,  Theorie  der  geradlinigen  Strahlensysteme.  Grelle.  Bd.  57. 

7)  „Nuove  applicazioni  del  Celcolo  Integrale  relative  alla  quadratura  d«llc 
Superficie  curve,  c cubatura  de  Solidi.“  Grelle.  Bd.  31.  1848. 
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1859  definirte  Herr  Dr.  Fischer*)  in  seiner  Dissertation  das  Vo- 
Inmen  der  Fnsspuoktfläche  als  den  Inhalt  des  Kegels,  dessen  Spitze 
der  Pol,  dessen  Basis  ein  vorgelcgtcs  Oberflächenstück  der  Fusspunkt- 
fläche  ist  und  wies  nach,  dass  bei  willkürlicher  Wahl  der  Basis  der 
geometrische  Ort  der  Pole,  zu  denen  ein  constantes  Volumen  der 
Fasspnnktfläche  gehört,  eine  Oberfläche  dritter  Ordnung  ist;  dass  er 
aber  ein  Ellipsoid  ist,  so  bald  die  Basis  die  Eigenschaft,  in  sich  ge- 
schlossen zn  sein,  besitzt.  Ferner:  dass  es  im  ersten  Fall  höchstens 
acht  Lagen  des  Poles  geben  kann,  denen  ein  Maximal-  oder  Minimal- 
wert  des  Volumens  der  Eusspunktfläche  entspricht,  während  im  zwei- 
ten Fall  nur  ein  solcher  Punkt  existirt. 

Im  folgöndeii  Jahre  veröffentlichte  Herr  Dr.  Mageuer*)  im  Archiv 
einen  Aufsatz  über  die  Fusspunktfiäche  des  Ellipsoides,  die  von  ihm 
gefundenen  zahlreichen  und  interessanten  Lehrsätze  gedenke  ich  sei- 
ner Zeit  anzugeben. 

Gleich  darauf  Hess  der  englische  Mathematiker  Hirst  F.  R.  S., 
eine  Abhandlung  über  die  Volumina  der  Fusspunktfläcben  erscheinen, 
die  er  schon  im  November  1862  der  Royal  Society  of  London  vor- 
gelegt hatte.  Es  werden  darin  die  von  Fischer  und  Magener  gefun- 
denen Resultate  bestätigt. 

Dies  ist  die  ganze  Litteratur  über  die  Kubatur  der  Fusspunkt- 
flächen,  so  dass  also,  wenn  wir  uns  auf  Oberflächen  zweiter  Ordnung 
beschränken,  die  Volumina  der  Fusspunktflächen  der  beiden  Hyper- 
boloide für  allgemeine  Lagen  des  Poles  und  die  Volumina  der  Fuss- 
pnnktflächen  der  beiden  Paraboloide  überhaupt  noch  nicht  bestimmt  sind. 

In  den  beiden  letzten  Fällen  tritt  noch  die  Schwierigkeit  hinzu, 
die  Basisflächen  und  dementsprechend  die  Fusspuuktflächeu  in  passen- 
der Weise  zu  begrenzen. 

Die  Aufgabe  der  folgenden  Untersuchungen  ist  es,  die  Kubatur 
der  Wellenflächeu  und  damit  die  der  Fusspunktflächen  nach  der  von 
Gauss^*)  entwickelten  Methode  durchzuführen,  wenn  die  Oberflächen 
zweiter  Ordnung  mit  Ausnahme  der  abwickelbaren  Flächen  als  Basis 


8)  „De  saperäcierum  pedaliam  theorematibas  quibusdam.**  D.  Berlin. 

9)  „Cnbatar  des  Fusspunkteukörpers  eines  Ellipsoides,“  Arch.  f.  Math, 
a.  Pbys.  Bd.  34.  1860. 

10)  Hirst  „On  the  Tolumes  of  pedal  snriaces“.  Phil.  Transact.  Vol.  153, 1863. 
Vergl.  Grelle  Bd.  63,  1863.  „Sur  les  volumes  des  surfaces  podaires“.  Extr. 
do  mdmoire  etc. 

11)  Gauss  ,Thcoria  attract.  corporum  ellips.  Sämtl.  Werke.  Bd.  5. 
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augenommen  werden.  Zerfällt  die  Wellenfläche  in  rings  geschlosseDe 
Oberflächenschalen,  so  bedarf  ihr  Volumen  keiner  weiteren  Definition. 
Ist  dies  nicht  der  Fall,  so  sei  ihr  Volumen  mit  dem  Inhalte  des 
Kegels  identisch,  dessen  Basis  ihre  Oberfläche,  dessen  Spitze  ihr 
Pol  ist^^). 

§ 1.  Darstellung  der  Coordiuaten  der  Wellenflächen- 
puukte  als  Functionen  der  Veränderlichen  u und 

Es  sei  eine  beliebige  Oberfläche  vorgelegt  und  angenommen,  dass 
ihre  rechtwinkligen  Coordinaten  ir,  s sich  darstellen  lassen  als 
Functionen  der  beiden  Veränderlichen  u und  v.  Ein  vom  Pol  ein- 
falleuder  Strahl,  dessen  Richtungscosinus  A,  v sind,  trifft  die  Ober- 
fläche in  einem  Punkte  a-,  y,  z und  wird  reflectirt,  so  dass  er  nach 
der  Reflexion  mit  den  Axen  Winkel  bildet,  deren  Cosinus  i/,  i sind- 
Dem  Snellius’schen  Gesetze  gemäss  müssen  die  beiden  Strahlen  A,  (i,  v; 

mit  der  Normalen  des  Einfallspunktes,  dem  Einfallslote,  o,  y 
in  einer  Ebene  gelegen  sein,  d.  h.  sie  müssen  auf  derselben  Geraden 
a,  b,  c senkrecht  stehen.  Dieser  Bedingung  entsprechen  die  drei 
Gleichungen 

ka-\-  tib-\-vc  =0 
aa-\-ßb-\-yc  «0 
|a  0 

oder  das  Verschwinden  der  Determinante 

a»  y 

Setze  ich  daher 

h -=  fiy  — vß 
i = «V  — Ay 
k ^ Xß  — ttfi 

so  lautet  die  Bedingung 

Ferner  muss  der  Einfallswinkel  absolut  genommen  dem  Reflexions- 
winkel gleich  sein,  die  Cosinus  beider  aber  tragen  das  entgegengesetzte 
Vorzeichen,  es  besteht  daher  die  Relation 


12)  Fischer  a.  a.  O.  png.  12. 

13)  Rötbig,  Crcllo  Bd.  84'.  u.  88.  stellt  die  Coordinaten  der  Malas’scboo 
Wellenflache  eines  Strahlcnsystemes,  das  beliebig  viele  Brechungen  erlitt,  dar 
als  Function  der  drei  Parameter  o,,  /?j,  y,,  «wischen  denen  die  Relation 
Oj* -f  yi*  = 1 besteht. 
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2)  |a-|“^ß  + ty  =•  — (^“  + l^ß-|- vy)  = • - Z). 

Das  Symbol  D stellt  den  Cosinos  des  Einfallswinkels  dar,  nun 
ist  aber  die  Summe  dem  Quadrate  des  Sinus  desselben 

Winkels  gleich,  die  Symbole  sind  also  durch  die  Gleichung 

verbunden. 


Aus  1)  und  2)  lassen  sich  leicht  die  folgenden  Gleichungen  her- 
leitcn : 


IM — r\.L  ==  D .k^ 


3) 


jjN  — iM  = JD.Ä, 
— DJ, 


in  welchen  die  Grössen  L,  M,  N,  die  Unterdetermiuanten  bedeutend, 
auf  die  folgende  Gestalt  zurückgeführt  werden  können 

L = hß  — iy  = A — a.Z), 

3f =Äy— fc.a=  fi — /?./>, 
iV  =»  ia  — hß  = V — y . D, 

Es  gelten  ferner  die  Relatiooen 

X,2_f.jV/2^iV»=  LA  + A/.u  + iV^v==  + + =*  1 — Z)*, 

La  + Mß  + Ny  = 0, 

Aus  3)  aber  folgen  die  Werte 

, IN—iD  l,M—D.k 

1=--^—'  V- i • 


welche  in  die  Gleichung  1*  + ^/*+^;^  = 1 eingesetzt  für  | eine  qua- 
dratische Gleichung  ergeben,  deren  Gestalt  vermöge  der  genannten 
Relationen  auf  die  folgende  reducirt  werden  kann: 

= A*  — 2aAD, 

aus  welcher 

4)  ^ • Z^  i • Z?  — A) 

sich  ergiebt.  Für  den  Richtungscosiuus  dos  reflectirten  Strahles 
kommt  nur  das  untere  Vorzeichen  in  Betracht,  da  die  Wahl  des 
positiven  die  Wurzel  ^ — — A ergiebt,  dies  aber  ist  der  Richtungs- 
cosinus des  einfallenden  Strahles  gegen  die  X-Axe  in  der  Richtung 
von  der  Oberfläche  fort  gerechnet,  wie  es  sein  muss.  .Das  Analoge 
gilt  von  den  Grössen  rj  und  f,  die  Richtungscosinus  des  reflectirten 
Strahles  sind  demnach 
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i =.  X — 2tt.D, 

5)  = — 2/5D, 

V — 2y./>, 

wie  auch  immer  die  reflectirende  Oberfläche  beschaffen  sein  möge. 

Der  Knmmer’schen  Theorie  gemäss  sind  dann  die  Coordinaten 
der  Wellenfläche  gegeben  durch 

6)  Vi=^y+r.Vy 

= « + r . 

wo  r die  Entfernung  des  Einfallspunktes  von  dem  auf  demselben 
Strahle  gelegenen  Wellenflächenpunkte  bedeutet  und  für  sein  Diffe- 
rential die  Relation  besteht: 

7)  — dr  = ^dx  + ^ rf«. 

Die  Coordinaten  or,  y,  s sind  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem 
bezogen,  für  dessen  Lage  eine  beschränkende  Arnahme  nicht  existirt 
Ich  will  nun  den  Coordinatenanfang  in  den  leuchtenden  Punkt  hinein- 
verlegen, dann  repräsentiren  die  Quotienten 


^ , a:  y 2 

8)  ^ R*  R'  ^ B 

die  Richtungscosinus  des  einfallenden  Strahles,  so  bald 

9)  Ä "= 

gesetzt  wird,  sind  also  Functionen  von  u und  v. 

Die  Gleichungen  5)  und  8)  gestatten  dem  Differentiale  7)  die 
Form  zu  geben: 

— dr  = Xdx-\- yi€ly-\-vdz — 2Z).  (««?«-}- 

x.dx-\-ydy-]rz€lz  2D . ^ 

“ + + 


wenn  die  Grössen  A,  jö,  C die  Functionaldeterminanten  bedeuten 


10) 


und 


dy  dz  dy  dz 

^ du  dv  dv 

dz  dx  dz  dx 

^ du  dv  dv 

dx  dy  dx  dy 
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ist.  Setzt  man  aber  für  die  Differentiale  der  Coordinaton  ihre  Werte 


so  folgt 

nnd  man  erhält 
11) 


dx 

dz 


g^rfU+g^rf», 

dz  dz 


du 


Adx  -|-  Bdy  -|-  Cdz  — 0, 


— dr  ^ dR. 


Es  ist  nnmittelbar  einzusehon,  dass  die  Integrationsconstante  der 
Null  gleich  gesetzt  werden  muss,  da  nach  der  gegebenen  Definition 
der  Wellenfläche  die  Entfernung  r eines  ihrer  Punkte  von  dem  Ein- 
fallspunkte xyz  ebenso  gross  ist  wie  die  Entfernung  R des  Poles  vou 
diesem  Punkte,  beide  Strecken  gemessen  auf  dem  reflectirten  resp. 
einfall  enden  Strahle  vom  Treffpunkte  y,  z aus.  Etwas  anderes 
aber  behauptet  die  Gleichung  r = — R nicht. 


Die  Coordinaten  der  Wellenfläche  nehmen  vermöge  der  Substi- 
tution r = — Ä die  Gestalt  an 

. a n R + 


- 2,ß.D.R 


2B(Ax  + By+Cz) 
A^  + B*+C^  ’ 


h 


2.y.  D,R 


2C(Ax  + By+Cz) , 


sie  sind  demnach  nnmittelbar  Functionen  von  u nnd  r,  so  bald  für 
die  Coordinaten  xyz  der  Basis  diese  Darstellungsart  gefunden  ist. 


Wird  berücksichtigt,  dass  a,  ß,  y die  Richtungscosinus  der  Nor- 
malen, die  im  Einfallspnnkte  auf  der  Basis  errichtet  wird,  bedeuten, 
dass  ferner  D den  Cosinus  des  Einfallswinkels  repräsentirt,  so  können 
die  Ausdrücke 

X ■=»  a.D.R^ 
y'=zß,D.R, 

^ — y,D,R 


unmittelbar  geometrisch  interpretirt  werden,  es  zeigt  sidi 
die  rechtwinkligen  CoonÜBateo  der  zu  dersell>en 
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gehörenden  Fasspnnktfläcbe  sind,  deren  Darstellnng  als  Fnnctionen 
zweier  Parameter  hierdurch  für  eine  ganz  beliebige  Basis  gegeben  wird. 

Ausserdem  wird  durch  das  vorletzte  Gleichungssystem  der  Zu- 
sammenhang zwischen  Wellenfläcben  und  Fusspunktfläcben  von  neuem 
bestätigt. 


§ 2. 

lieber  die  Integrale  / x.ds.cos(Nx),  f r . </« . cos (iVir).  | 

Vermöge  der  Darstellung  der  Goordinaten  der  Welleuflächen- 
pnnkte  als  Fnnctionen  der  beiden  Veränderlichen  u und  v wird  die  | 
Kubatur  auf  die  Auswertung  von  Doppelintegralen  zurückgeführt. 

Ist  nun  die  vorgelegte  Oberfläche,  deren  Volumen  bestimmt  wer^ 
den  soll,  eine  rings  geschlossene,  so  stellt  nach  Gauss  das  Integral 
/ X. da. cos (N,x)^  wenn  es  über  die  ganze  Oberfläche  ausgedehnt  wird, 
das  gesuchte  Volumen  dar;  dabei  bedeutet  (N^x)  den  Winkel,  welchen 
die  nach  aussen  gerichtete  Normale  eines  Obcrflächenpunktes  mit  der 
X-Axe  bildet  Denken  wir  innerhalb  der  Projectien  der  Oberfläche 
auf  die  ausserhalb  der  letzteren  gelegene  Ebene  x » c ein  Element 
dX  herausgegriffen , zu  ihm  senkrecht  einen  Cylinder  errichtet,  der 
die  Fläche  in  2k  Elementen  da  schneidet,  und  ist  ferner  ganz  allge-  ! 
mein  der  Inhalt  des  Cylinders  zwischen  der  Ebene  x c und  dem 
Flächenstück  dai  = //,  so  ist  ' 

V x.eia. cos (iV, x)  =>  X (/jt  — 
das  analytische  Aequivalent  des  Volumens. 

Dasselbe  wird  ferner  repräsentirt  durch  das  Integral 

F •= — i/r.ffe.  cos  (iV,r), 

I 

wenn  (iV,r)  den  Winkel  bedeutet,  den  die  nach  aussen  gerichtete 
Normale  der  Fläche  mit  dem  von  ihrem  Fusspunkte  nach  dem  Pole 
gezogenen  radius  vector  r bildet. 

Ist  die  Fläche  nicht  rings  geschlossen,  so  kann  zunächst  von 
einem  Aussen  und  Innen  nicht  die  Rede  sein.  Da  nun  aber  die 
Fläche  /(x,y,z)  « 0 im  Allgemeinen  alle  die  Punkte  des  Raumes, 
für  welche  > 0 ist,  von  denen  scheidet,  die  /(x,y,z)  kleiner 

als  Null  machen,  so  sind  wir  berechtigt  die  Normale,  welche  sich  von 
der  Fläche  aus  in  das  erste  Gebiet  erstreckt,  als  die  nach  aussen 
gerichtete  zu  bezeichnen.  Nehmen  wir  ferner  an,  dass  das  vorgelegte 


14}  Gauss,  Theoria  aitractionis  corporum  cllipticorum  etc.  im  V.  Bd,.s.  S.W* 
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Obcrfläcl^eqstQck  ein  continuirliches  ist,  so  ist  unschwer  oinznschcn, 
dass  ein  Yom  Pol  nach  der  Fläche  gezogener  radius  vector  mit  den 
in  seinen  Treffpunkten  construirten  nnd  nach  aussen  gerichteten  Nor- 
malen der  Fläche  a wechselnd  spitze  und  stumpfe  Winkel  bildet 
Die  Anzahl  der  Schnittpunkte  kann  eine  gerade,  kann  eine  ungerade 
sein.  Die  Richtung  des  Radius  vom  Treffpunkte  nach  dem  Pole  hin 
sei  die  pomtive.  Um  den  radius  vector  werde  ein  Kegel  mit  der  un- 
endlich kleinen  Oeffnung  dZ  construirt,  der  vom  Pole  aus  betrachtet 
in  den  Entfernungen  rj,r,,...rt  aus  der  Fläche  die  Elemente 
...</.»*  ausschneidet.  Um  den  Pol  mögen  mit  den  Radien 
ri,rj...r*  concentrisclic  Kugeln  construirt  werden,  auf  deren  Ober- 
flächen der  Kegel  mit  der  Oeffnung  elZ  die  Stücke  dai,d62,...dOk 
kennzeichnet. 

Der  Inhalt  des  Kegels  bis  zum  ersten  Schnittpunkte  ist 

= ± i»*i  cos  (iVj,r), 

das  Volumen  des  zweiten  wird  durch 

= ^r^do  = 2h  i ^^^2 cos (iVj, r) 

gegeben  u.  s.  f.  Demgemäss  stellt  /*  — /*-i  + Ä-2 — 

Stück  des  Volumens  dar,  welches  zwischen  der  Oberfläche  und  dem 
unendlich  kleinen  Kegel  gelegen  ist.  Stellen  wir  dieselben  Operationen 
für  alle  Punkte  der  ungeschlosseneu  Oberfläche  au,  so  ergiebt  sich,  dass 

\fr  . da . cos  (iV,  r), 

erstreckt  über  die  ganze  Oberfläche,  vom  Zeichen  abgesehen  das  Vo- 
lumen desjenigen  Körpers  darstellt,  der  zwischen  der  Oberfläche  nnd 
den^  Kegel  gelegen  ist,  dessen  Basis  mit  der  Oberfläche  znsammenfällt, 
dessen  Spitze  im  Pole  liegt. 

Das  letzte  Integral  setzt  uns  in  den  Stand,  mit  wenigen  Schlüssen 
den  Zusammenhang  festzustcllen,  der  zwischen  dem  Volumen  der 
Fusspunktfläche  nnd  der  Wellenfläche  derselben  Basis  besteht.  In 
der  Tat,  die  radii  vectores  beider  Oberflächen  stehen  im  Verhältniss 
1:2,  die  Oberflächenelemente,  welche  demselben  Kegel  mit  der  Ooff- 
nung  dZ  entsprechen,  verhalten  sich  wie  die  Quadrate  der  Radien. 
Legen  wir  der  Kubatur  beider  Flächen  die  letzte  Formel  zu  Grunde, 
w folgt,  dass  das  Volumen  der  Wellenfläche  achtmal  so 
gross  ist  als  das  Volumen  d er  Fusspunktfl äche  dersel- 
ben Basis. 

Zum  Schlüsse  dieser  allgemeineren  Betrachtungen  möge  hervor- 
gehoben werden,  dass  der  Hauptnachdruck  in  den  folgenden  Unter- 


\ 

L 
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suchnngen  darauf  gelegt  ist,  die  ungemeine  Einfachheit  und  lieber- 
sicbtlicbkeit  der  von  Ganss  und  Enmmer  entwickelten  Methoden  klar- 
zulegon;  aus  diesem  Grunde  sind  sie  zum  Teil  auf  die  Rotationsflächen 
beschränkt  worden.  Fällt  diese  Beschränkung  fort,  so  tritt  eine 
Aenderung  im  Princip  der  Untersuchung  nicht  ein,  wir  gelangen  bei 
der  Auswertung  der  Integrale  zu  transcendenten  Functionen,  während 
im  ersten  Fall  die  Darstellung  durch  algebraische  Functionen,  dnreh 
den  Logarithmus  und  die  Arcus-Tangente  möglich  ist 


§ 3. 

Das  Ellipsoid. 

Die  Gleichung  des  dreiaxigen  Ellipsoides 

a*  ^ ^ c*  ^ 

wird  identisch  erfüllt  durch  die  Functionen*®) 


X = a.cosu, 

1)  y ==«  5 . sin  tt . cos  ü, 

z » c.sinu .sint?. 

Dio  Elimination  von  v ans  den  beiden  letzten  Gleichungen  führt  zn 
dem  Resultat 

^2  + ^ “ 8in*tt, 

X = a.COSu. 

Beide  Gleichungen  repräsentiren  eine  zur  -Y-Axe  senkrechte  Ellipse, 
so  bald  dem  Parameter  u ein  fester  Wert  beigelegt  wird. 

Eliminiren  wir  u so  folgt 

bz  =»  c.y. cotg ü, 

wir  erhalten  die  Gleichung  einer  sich  bei  veränderlichen  Werten  von 
ü um  die  XAxe  drehenden  Ebene,  so  dass  also  die  Oberflächenpunktc 
des  dreiaxigen  Ellipsoides  vermöge  der  Curven  U und  V dargestellt 
sind  als  Schnittpunkte  einer  veränderlichen,  der  X-Ebene  parallelen, 
Ellipse  und  einer  um  die  X-Axe  sich  drehenden  Ebene.  Sollen  alle 
Punkte  der  Oberfläche  erschöpft  werden,  so  müssen  die  Veränderiiehen 
u und  V zwischen  den  Grenzen  variiren 


1 5)  cf.  Joachimsthal,  Anwendung  der  Diff.-  n.  Int.-Rcchg.  auf  die  Theorie 
der  Flächen  und  der  Linien  dopp.  Krümmung. 
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2) 


n<  < 

0 „ t>  _ 


n. 


Ich  verlege  den  CoordiDatenanfang  in  den  Pol,  dessen  Coordinaten 
— /,  — m," — n sein  mögen,  und  erhalte  für  die  Coordinaten  der  Ober- 
fl&chenponkte  des  Ellipsoides 

3)  «“/-j-ocostt,  y •— m-f-Ä*  sinn  cos  t>,  » «=  n + csinusint?. 

Ans  diesen  Gleichungen  finden  wir  durch  partielle  Differentiation  und 
mit  Berücksichtigung  von  § 1,  10 

A 6. c. sinucosu,  B = acsin^ucosv,  C « o&sin^usint’, 

4) 

S*  = iVsin*ti, 
wo 

5)  N = a*  6*.  sin’*»  sin*  » -|-  o*  c*  sin*  u cos*  w -|-  6*  c*  cos*  u 

gesetzt  wurde.  Vermöge  der  Gleichung  12.  des'§  1.  setzen  sich  aus 
3)  und  4)  die  Gleichungen  der  Wellenfläche  wie  folgt  zusammen: 


2.&.e.co8t4.Af 


2 ac  sin  u cos  v M 

6)  yi  — * 

2 sinusin  «3/ 

*1  “=  N 

dabei  ist 

7)  M •=•  /. 6c cos u -|“ w». ac si n tt cos t?  + noÄ sin u sin ü-|-a^, 

die  Grenzen  sind  0 und  ts  für  u,  0 und  2n  für  v. 

Dio  Wellenfläche  ist,  wie  aus  6)  hervorgeht,  rings  geschlossen, 
ihr  Volumen  demnach  repräsentirt  durch 


V = — \fr,ds.  cos  (iV,  r). 


Bedeuten  i/j,  Cj  die  analogen  Determinanten  wie  A,  //,  C nämlich 


8) 


so  ist 


^ ^ 0^,  02, 

* du  dv  dv  du* 

02,  0af,  02,  0aC| 

* du  dv  dv  du  * 

0*1  0y,  0*1 
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Ay  Xi  + y,  + C,  j, 


cos(A^,r)  — — 


daher 

9) 


r.  W+V+C,* 


2ti  n 


V’ = j (yi,  ®i  -f  j»,  y,  -f"  c*!  *i)  rf« 


0 0 


2hc 
du 


Durch  partielle  Üiflferentiatioa  erhalten  wir  aus  6) 

"lhc\  f . . 9Ai\  3iVl 

“jj  <iV(  — Jl/SIUM+COSU-^  \ — COSttJVf^  > » 

öy,  2oc  cos  V i / , , , . dM  \ 

8i.  “ “]V  — I"  cos  « + sm ..  ) 

( / dM\  . 9iV ) 

<iV(  AfcosM  + siütt-^  J — sinuM^  j 


10) 


du  ) — sin  tt  M 


dNi 

5iT  r 


dz^  2ab  sin  v 

d^  “ 


dxi  2.bc.cosu(  dM 

87  iV»  r'87~^8ü'|’ 

, 2acsinu|  / 3M\ 

• =— Msmo+cos»  g^^-cosi>.Afg^  f 

( / . . . dN  \ 

(iVf  J/cosw  + sinü-g^  I— smt?3f  > > 


dv 


dz  2aZ>.sinu 

öü  “ iv* 


Diese  Grössen  gestatten  die  Berechnung  der  Determinanten 


A^  ==M- 


4 . a^b . c . sin  u 


( , . SAM 

<C08  tt . M.  iV-j-  sin  tt . A — sin  tt . Ar.  ^ > 


^1  = ^^  ^3 


dM  . dM\ 

, ^ Isin^tt.cosril/. -^-l-sinoA^-ö smucosucosvN-j-  I 

iab-c.)  Ot>  f/w  ( 

, . d^W  ^ 

+ Sin  M . cos  tt . cos  ü . Af  ^ — 8in  v.M^  ] 


M 


, . . ism^M . am  v . MN — cos  v.  N~^ sin  u . costt . sin  vN -5— 

4oZ»c*  ] ov  du 

1 • ' • .r 

+ 8111  tt . cos  tt . sin  y . ^ ”r  cos  v.M  g^- 


Die  einfachsten  Operationen  ergeben 


^1  + ^1  yi  + ^i^i 


8 . a^.  b^,  c*  M^.  sin  tt 


so  dass  für  das  Volumen  der  Wellenflächo  die  Relation  besteht 
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27t  TT 


11) 


0 0 


Die  Uebcreinstimmang  dieses  Aasdruckes  mit  dem  von  Hrn.  Magcncr**^) 
aufgestellten  Doppelintegrale  ergiebt  sich  sofort,  wenn  beachtet  wird, 
dass  — /,  — m,  — n die  Coordinaton  des  Poles  bezogen  auf  das  mit 
seinem  Nullpunkt  im  Centrum  des  Ellipsoides  gelegene  rechtwinklige 
System  bedeuten,  während  Mageuer  sie  durch  er,  y bezeichnet. 
Der  Vergleich  lehrt  auch,  dass  das  Volumen  V der  Wellenfläche  dem 
achtfachen  Volumen  der  Fusspuuktfläcbc  des  Ellipsoides  gleich  ist 


Entwickelt  man  den  Ausdruck  (cf.  7)) 

3/3  » I abc  cos  tt  -|-  mac  sin  n cos  v -}-  nab  sin  u sin  v | ^ 

so  wird  die  rechte  Seite  der  Gleichung  11)  gleich  einer  Summe  von 
zwanzig  Integralen,  deren  Argumente  u und  v zwischen  den  resp. 
Grenzen  0 und  2ä,  0 und  n variiren.  Sämtlichen  Integralen  ist  der 
Nenner  A’*  gemeinsam,  in  welchem  die  trigonometrischen  Functionen 
nur  quadratisch  auftreten.  Zerfälle  ich  nun  das  Integratiousgebiet 

7t  Sti  37t 

0 bis  2»  in  die  vier  Intervalle  0 bis  n/j,  ^ bis  7t,  7t  bis  bis  27t, 


2n 


27t 


/si 

— 


giljSin+l  ^ COS”  t’  dv 


als  auch  das 


/ 


QQgSm-f  1 j,  gjjjii  j, 

Ä3 

0 0 

verschwindet  In  der  Tat,  ich  kann  vom  Neuner  absehen,  die  Ele- 
mente 8in2»»tit?,cos”tJ  des  ersten  Quadranten  werden  von  denen  des 
vierten,  die  des  zweiten  von  denen  des  dritten  aufgehoben,  da  sie 
ihnen  stets  gleich  und  entgegengesetzt  sind.  Genau  so  werden  die 
Elemente  cos^^Firsiu**!;  des  ersten  und  vierten  Quadranten  von  denen 
des  zweiten  und  dritten  aufgehoben. . Auf  analoge  Weise  ergiebt  sich 
noch,  dass 


71 


f 


cos^"*'!'^  u . sin**  u du 


0 


ist  Wird  daun  aber  die  Integration  in  passender  Weise  zuerst  nach 
tt  uud  dann  nach  v oder  umgekehrt  ausgefUhrt,  so  folgt,  dass  alle 
zwanzig  Doppeliutegrale  bis  auf  vier  verschwinden,  deren  Gestalt  die 
folgende  ist: 


271  7t 


2n  71 


J*J^?\nududv  ■ff 


CQ%^us\VLududv 


16)  MAgener,  Kubatur  des  FusspunktenkCrpers  eines  Ellipsoides.  Archiv  34. 
ptg.  452. 
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2n  n 


C08^  V du  dv 

* 


2n 


ff- 

0 0 


sin^u  sin*  dv 


iV* 


so  bald  in  ihnen  die  Grenzen  für  beide  Veränderlichen  gleich  0 und 
n 

— gesetzt  werden,  tritt  der  Factor  8 vor  das  Summenzeichen. 
Schreibe  ich  ferner  das  Volumen  der  Wellenfläche 


12) 

und 


Vi,„,,n  = Vo  + l^  n + m*  Vn^+n'  F«, 

^ cos*tt  , sin*« cos* V , sin* «sin*« 

Q” 


so  haben  die  Grössen  Fq,  F/,  P«,  Fn  folgende  Werte 


13) 


Vo 


n n 


2 2 

64  ^ ^sin  ududv 

^\/J  Ö* 

0 0 


Vi 


n n 
2 2 

64  pp  ^08*  « sin  « du  dv 

c^bcj  J Q® 

0 0 


n n 
2 2 

64  P P 2\v?  U , V du  dv 

0 0 


n n 
2 2 

64  p /*sin*«sin*ü<f«rfv 
0 0 

Diese  vier  Integrale  lassen  sich  vermittelst  einer  einzigen  Inte- 
gration darstellend^).  Wird  nämlich  der  Quotient  ^ partiell  nach 
a,  b,  c differentiirt,  so  folgt 


17)  cf.  Magener  a.  a.  0.  pag.  454. 
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sin*  t»  sin*  ti  ^\Qv 

^ 4 ■ 

multiplicircD  wir  beide  Seiten  dieser  drei  Gleichungen  mit  sin  m . r/?« . 
and  integriren  wir  nach  u und  nach  v zwischen  den  Grenzen  0 und 

so  erhalten  wir  gerade  die  vier  zuletzt  angeführten  Doppelintegralo, 

deren  Auswertung  daher  auf  die  Bestimmung  von 


7t  7t 
2 2 


^ p sin  u du  dv 


und  dessen  partiellen  Differentialquotienten  nach  a,  e zurückgeführt 
ist  Das  bestimmte  Doppelintegral  C ist  bekannt,  cs  ist  dasselbe,  zu 
welchem  Jacobi  1833  bei  der  Quadratur  der  reciproken  Fläche  des 
Basis-ElUpsoides  gelangte.  Ist 


»ft  I-  \) 

diese  Oberfläche,  so  resultirt 

a»6»e>.s(i  i,  -) 

\a  b c/ 


und 

15) 


Vi 


" 8 
16  de  __16  de 

b.c’  d*  ^^-ac'db^ 


15  55 

ab’  de' 


zugleich  nimmt  Vq  mit  Berücksichtigung  der  Relation 


die  Gestalt  an 
16) 


cos*tt-|-8**^*“®08*ü  + 8in*ttsin*t>  = 1 


wie  sich  durch  Addition  der  Gleichungen  14)  ergiebt.  Die  in  Formel 
13  aufgestellten  Ausdrücke  für  K/,  Fm,  F«,  Vq  sind  stets  positiv,  da 
die  Argumente  der  Integrale,  also  diese  selbst,  zwischen  den  vor- 


18)  Jacobi,  De  trangformatiooe  et  deterroinatione  integraliam  dupl.  Grelle 
Bd.  X. 
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gelegten  Grenzen  positive  Grössen  sind.  Daraus  geht  zunächst  her- 
vor, dass  das  Volumen  der  Wellenfläche  ein  Minimum  sein  muss, 
wenn  Z = w «=  n =0  ist,  d.  h.  wenn  der  Mittelpunkt  der  Basis  mit 
dem  Pol  zusammcnfällt.  Ferner,  dass  dies  die  einzige  Lage 
Poles  ist,  der  ein  Minimum  oder  Maximum  des  Volumens  entspricht. 

In  der  Tat  bildet  man  die  Gleichungen 


ö I 


m.« 

a/ 


a 

dm 


m n 


a»i 


Vl, 


m,n 


0 


so  zeigt  es  sich,  dass  ihnen  keine  anderen  Lösungen  als  die  ge- 
nannten Z = w = n = 0 genügen. 

Wir  gelangen  daher  zu  dem  Lehrsätze: 

I.  Das  Volumen  der  Wclleufläche  des  dreiaxigeu  Ellipsoidt^  ist 
dann  und  nur  dann  ein  Minimum,  wenn  der  Pol  im  Mittelpunkt 
desselben  gelegen  ist. 

Die  Gleichung  12) 

Vl.m.u  = Vo  + l^Vi  + mH^^n  + nH^, 
führt  uns  noch  zu  einer  Reihe  interessanter  Lehrsätze: 

Wie  schon  einmal  erwähnt,  bedeuten  Z,  m,  n die  Coordinaten  des 
Mittelpunktes  der  Basis  bezogen  auf  den  Pol  als  Ursprung  des  Coor- 
dinatensystems,  nun  repräsentirt  der  Ausdruck 

l'^.Vl  + m^V„^  + n^Vn  - A 

gleich  einer  Constanteu,  ein  Ellipsoid,  dessen  Mittelpunkt  der  Pol  ist 
Wir  erhalten  den  Satz: 


II.  Bewegt  sich  ein  Ellipsoid  derartig',  dass  ein  Mittelpunkt  auf 
einem  zweiten  Ellipsoide 


' 0 + “ ß + " TT”^’ 


dessen  Centrum  der  Pol  ist,  gleitet,  während  seine  Axen  denen  des 
letzteren  parallel  bleiben,  so  ist  für  alle  Lagen  das  Volumen  der  auf 
das  erstere  bezogenen  Welleufläche  ein  constantes. 

Da  nun  Z-,  m*,  n*  auch  angesoheu  werden  können  als  die  Qua- 
drate der  Coordinaten  ( — Z,  — m,  — n)  des  Poles  bezogen  auf  das 
Centrum  der  Basis,  so  folgt  das  bekannte  Resultat: 

III.  Liegen  die  Pole  auf  der  Oberfläche  eines  dreiaxigeu,  dem 
Basis-Ellipsoide  concentrischeu  Ellipsoides,  welches  durch  die  Glei- 
chung 
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dargestellt  wird,  so  sind  dieVolamioa  der  zngehörigen  WoUenflächon 
einander  gleich. 


Sämtliche  Ellipsoide,  zu  denen  man  durch  Veränderung  von  D 
gelangen  kann,  sind  einander  ähnlich : 

IV.  Die  geometrischen  Oerter  der  Pole  gleicher  Wellenkörper 
sind  einander  ähnliche,  concentrische  Ellipsoide. 

Es  ist  leicht  einzusehen,  dass  diese  Ellipsoide  dem  Basis-Ellipsoido 
nicht  ähnlich  sein  können,  auch  lässt  sich  nacbwcison,  dass  sie  stets 
drei  von  einander  verschicdne  Axen  besitzen,  so  lauge  der  Basis  diese 
Eigenschaft  zukommt 

Setzt  man  l «=  m = n =»  und  berücksichtigt, 

dass  den  Gleichungen  15)  und  16)  gemäss  für  das  Volumen  der  Wellen- 
tiäche  auch  die  Relation  besteht 


Ans  dieser  Formel  ergeben  sich  wieder  zwei  correspondirende  Lebr- 


V.  Es  sei  ein  Parallelepipcdon  vorgelcgt,  dessen  Ikiken  die  Coordi- 

naten  b ^ n = x^  besitzen.  Construirt  man  um 

dieselben  als  Centra  die  acht  möglichen  Ellipsoide,  welche  alle  die 
nämlichen  den  Kanten  des  Parallelepipcds  gleichgerichteten  Axen  a, 

c besitzen,  so  sind  die  Volumina  der  auf  sie  bezogenen  Wellen- 
flächen unter  sich  und  dem  (31;^-f~I)*^heu  Minimal volornen  gleich, 

VI.  Liegt  der  Pol  in  einer  beliebigen  Ec:ke  ar  — iifca,  y — 

des  Parallelepipeds,  dessen  Diagonalen  sich  im  Centrum  der 
Basis  schneid :n,  so  ist  das  Volumen  der  W'clleufläche  dem 
fachen  des  Minimal  wertes  gleich. 

Der  Kürze  wegen  wollen  wir  für  den  Augenblick  die  zweite  I^age 
des  Coordinatensystemes  festhaJten.  annehmeo,  dass  d^^  Coordinaten- 
anfang  mit  dem  Mittelpunkt  des  Ellipsoides  zuiammenfällt.  Ist  Ir  — 1, 


19)  cL  Magener  a,  a.  O- 

Arch.  d«T  Matk.  a.  FI17S.  A Ectkc.  T«!  Z£L 


SO  folgt 
18) 


17) 


rka.to,kc“  Ko(3it»+l) 


Sätze: 
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SO  iienneu  wir*“)  das  Parallolcpipcd  ein  conceutrisches,  seine  Dia- 
gonalen werden  durch  die  Gleichungen  x •=  ka.,  y =^kby  z = hc.,  in 
denen  k ein  veränderlicher  Parameter  ist,  dargestellt,  so  zwar,  dass 
die  Entfernung  eines  Punktes  auf  der  Diagonale  vom  Mittelpunkte 

geschrieben  werden  kann  r = + Daun  resultirt: 

VII.  Bewegt  sich  der  Pol  auf  einer  der  Diagonalen  des  dem 
Ellipsoide  concentrischen  (umschriebenen  **) ) Parallclepipedons , so 
ist  der  Zuwachs,  den  der  Miuimalwert  des  Wellenflächenvolumens 
erleidet,  dem  Quadrate  seiner  Entfernung  vom  Mittelpunkte  propor- 
tional und  gegeben  durch 

Die  vier  Diagonalen  durchsetzen  die  Schar  der  Ellipsoide,  deren 
Oberfläche  der  geometrische  Ort  der  Pole  gleicher  Wellenkörper  ist. 
Jene  Ellipsoide  aber  erfüllen  den  ganzen  Raum,  daher  ergiebt  sich: 


VIII.  Das  Volumen  einer  jeden  Wcllenfläche  des  dreiaxigen 
Ellipsoides  lässt  sich  in  die  Form  bringen 

Vo(l  -f  31:»). 


Das  Doppelintegral  C ist  nach  Jacob!  eine  symmetrische  Func- 
tion vierten  Grades  der  Grössen  a,  c und  genügt  daher  der  Glei* 
chung : 

öC  , 86'  , cC 


“8a 


Diese  Relation  gestattet  den  für  das  Volumen  gefundenen  Ausdruck 
17)  in  eine  äusserst  einfache  Form  überzuführeu , wenn  l = m n 
gesetzt  wird.  Es  ergiebt  sich  aus 

C = K„+8i‘aio5  (i.  i) 

der  Lehrsatz: 


IX.  Die  Volumina  der  Wellenflächen  des  Ellipsoides,  die  den 
acht  Ecken  x =*  y ==>  z = eines  concentrischen  Würfels  ent- 
sprechen, sind  einander  und  dem  Minimumkörper  Vq  plus  dem  Körper 
gleich,  der  entsteht,  wenn  mau  die  Oberfläche  des  reciproken  £1-  ■ 

lipsoides  mit  dem  Factor  8l^o6c  multiplicirt.  | 


20)  cf.  Magener,  1.  1.  pag.  461. 

21)  cf.  Hirst,  pag.  23. 
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Aach  können  die  Gleichungen  x = y =*  z ^ l angesehen  werden 
als  das  analytische  Aequivaleut  der  Diagonalen  des  concentrischcn 
Würfels;  da  nun  die  Entfernung  eines  Punktes  der  Diagonalen  vom 
Centram  des  Ellipsoides  zys  ist,  so  folgt: 

X.  Bewegt  sich  der  Pol  auf  den  Diagonalen  des  concentrischen 
Würfels,  so  ist  der  Zuwachs,  den  das  Minimalvolumen  der  Wollen- 
flüche erleidet,  proportional  dem  Quadrate  der  Entfernung  des  Poles 
vom  Centrum  des  Ellipsoides. 

Hiermit  müssen  wir  der  grösseren  Kürze  wegen  die  Discussion 
der  für  das  Volumen  der  Wellenflächen  des  Ellipsoides  aufgestelUcu 
Gleichungen  abbrcchen.  Die  für  die  Fusspunktenkörper  der  beiden 
Rotationsellipsoide  und  der  Kugel  aufgestellteu  Lehrsätze  lassen  sich 
mit  leichter  Mühe  übertragen  und  vermöge  der  mehrfach  hervor- 
gehobenen Dualität  zwischen  Pol  und  Wellenfläcbe  vermehren. 


§ 4. 

Das  zweischalige  Hyperboloid. 
Die  Gleichung  des  zweischaligen  Hyperboloides 


wird  identisch  erfüllt  durch  die  Functionen 

X — » atgtiCOSt), 
y = 6tgusinv, 
c 

z *=  , 

COSU 


welchen  gemäss  die  Punkte  auf  der  Mantelfläche  des  Hyperboloides 
dargestellt  werden  als  Schnittpunkte  einer  der  ^-Ebene  parallelen, 
beweglichen  und  veränderlichen  Ellipse  und  einer  um  die  Z-A\e  sich 
drehenden  Ebene.  Sollen  sämtliche  Punkte  der  Mantelfläche  erschöpft 
werden,  so  sind 

für  V die  Grenzen  0 und  2n 

« M >1  0 »1  ^ 


SS)  cf.  Magener  und  Hirit  a.  a.  0. 

S3)  K.  Brtmer,  „Beitrag  sar  Theorie  des  FotentiaU'^.  Diss.  Roitoek 
188S.  pag.  49. 
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festzuhalten/'  Legen  wir  ferner  als  Basis  die  Rotation^äche  derselben 
Art  zu  Grunde,  und  nehmen  wir  den  Coordinatenanfang  als  im  Pole 
(— Z,  — w,  — n)  liegend  an,  so  lauten  die  Coordinatcn: 


1)  ac  =»  /-{“«tgwcosr,  y = m + a tg  u sin  V,  z 


c 

C08U* 


Aus  diesen  Gleichungen  leiten  wir  mit  Hülfe  der  partiellen  Differen- 
tiation die  Werte  der  folgenden  Grössen  ab: 


sin*tt  cos«j  sin^ttsint; 

A = — ac — —5 > B = — ac — rrrs — » C 


cos^w  * COS*M 

= a*(a*-f-<?*8in*u) jp. 

^ ' * COS^’M 


sinu 
cos^  * 


Sei 


2)  M = cl  sin  u cos  w -|-  cw  sin  u sin  t>  — na — ac  cos  t*, 

SO  sind  vermöge  der  Untersuchungen  des  § 1.  die  Coordinateu  der 
Welleuflächo  gegeben  durch 


2cM 


sm  ucos  V 


a*-\-c^  sin^tt* 
sinu  sin  V 

Vt  = 2c3f— p-j — y . y-~» 

1 


— 2a3/ 


a*+c^  sin 


Durch  Division  erhalten  wir  yi=a^itgv,  die  Curven  K werden 
daher  auf  der  Wellentläche  durch  eine  um  die  Z-Axe  sich  drehende 
Ebene  ausgeschnitten.  Quadriren  wir  die  aus  3)  abgeleiteten  Glei* 
chungen; 

Vi  c . . arj  c . 

- sinusinv,  - sinucos  V 

Sj  a ^ a 

und  addireu  sie,  so  ergibt  sich  die  Gleichung  eines  veränderlichen 
Kreiskegels 


der  den  leuchtenden  Punkt  als  Spitze  besitzend  auf  der  Wellcnflächc 
die  Curven  U bestimmt. 

Da  die  Coordinatcn  ar,  y,  z und  a*i,  y^,  eindeutige  Functionen 
von  u und  v sind,  so  werden  die  letzteren  alle  Punkte  auf  der  Wellen- 
tlächc  durchlaufen,  wenn 

für  V die  Grenzen  0 und 
11  “ » 11  G ,, 

24)  cf.  Joachimsthnl  „Anwendg.  der  Diff.-  u.  Int.-Rct*hng.  auf  die  Theorie 
der  Flächen  und  Curven  dopp.  Kr.“. 
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alle  übrigen  verschwinden.  Mit  anderen  Weiten,  das  erste  Doppel- 
integral nimmt  die  Form  an 


7) 


in  n 

sin*  u cos  tt  du  dv 


J J ' (« 


* -j-c*  sin*u)* 


n 

==  — 3ÄC*(Z*-f-m*) 


{na  -f-  ac  COS  «)  sin^t*  cos  udu 
(a* -j- c*  sin*tt)* 


n 


f 

0 


{na  -j-oc  COStt)*  sin*tt  COS«  du 
(o*4-c*  sin*«)* 


Zwecks  Answertang  des  zweiten  Doppelintegra^es  in  5)  ist  za  bilden 

Afcostt-f-^^sin«  = 2cZsinttCOS«cost;-}-2cm8inttCOSttBint; 

— na  COS  u — ac(cos*tt  — sin*u), 


sinu 


und  dieser  Ausdruck  ist  mit  iü*  (q»^gisin*«p  multipUciren. 

Mit  Berücksichtigung  der  Gleichungen  6)  erhält  man  für  das- 
selbe die  Somme  zweier  einfacher  Integrale 


2n  n 


8) 


// 

n 


^ P (n*a*-t~^”tt^gC08^•^^g^g^C0sM(«gC0S^-^•ocC0S*tt — acsin*tt)&inu</tt 

(a*-f-c*sin*u)* 

0 

n 

I Qv  /^(5nacosu4-5accos*tt— ac8in*tt)sin*ttdu 
V (a«+c»8in«»)» 


Vermittelst  der  Gleichung 


9) 


/sin»" 


sin'^ticos^^+^adu 


-|-  c*  sin*ii)^ 


0 


assen  sich  die  Integrale  7)  und  8)  noch  weiter  reduciren. 
Wir  erhalten 
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M^sivfiuzo^ududv  ^ /*8in*uC08*tt 


7t 


du, 
8in*tt)* 


7t 


2«/ 


0 

2n  71 


(3»*  o*c  C08  u-\-a^<^  u)  sin®  u cos  u du 
(a*+c*sin®tt)* 


^ ^ cos  u 0^8intt^  sin  u du  dv 

J J (a*+c»  sinM’ 

0 0 


7t 


— -j- 


5accos*tt — a<?sin*tt  . _ 

8in®t4C?M 


*+c*sin*tt)® 


-2^f 


3n*o®ccos*u — n*o®csin®u-j-a®c®C08*tt  — a®c®sin*t4C08*tt  . 
7—5-; — « . 9 .g sinuau. 


Die  Snmme  dieser  beiden  Grössen  ergibt  das  Volumen,  nachdem  zu- 
vor gemäss  5)  die  erstere  mit  16  oo*,  die  zweite  mit  — 8oc*  mnlti- 
plicirt  ist. 

Ich  will  die  rechte  Seite  der  anf  diese  Weise  entstehenden  Gloi- 
chang  in  die  Form  bringen 

12)  F=  87ra*c*(/*+jn*)/i  + 16»o‘‘c®n*7j-J-167fa*<?®/3, 

dann  sind  die  Symbole  gegeben  durch 


71  71 

/5co8*u  — ‘sin®u  . - , - , /•sin®ttC08*ttrftt 

(a»+c*sinV““  (o*+c»8in»u)‘' 

71  7t 

/3cos*u — sin*tt  . , /*co8*u  sin®uf/tt 

(a»+c»8in*u)»  «n»d»  — 6c*y  (aJ+cSsinM*’ 


7 

=/ 


cos^ — sin®«  co8®tt  . 
(«*+<;*  sin®«)® 


« . / COB 
sin  « d« — 2c* J ^ 


cos*«  sin®«  d« 
4-c*sin*«) 


4* 


Wird  an  Stelle  der  Differenz  je  zweier  Integrale  das  Integral 
aus  der  Differenz  der  Argumente  eingeführt,  diese 
dann  erst  gliedweise  integrirt,  so  resultirt 
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und 

U)  K„ 


I3 


7t 


sin  u cos^t«  du 
(a»+c»sinM* 


71 


sinucos^<iu 


8 4äo*  c-\-V 

lÖTTa*  /s  = ^n<ß  — Ana^c  + -y--^=—  log  nat  

^ Va*tc*  “ 


Durch  ein  ähnliches  Verfahren  wird  gefunden 


/p 


7t 


* — c*  sin*u 


lg  = 3 j (a2-|-c*sin*u)* 

0 


sinucos 


udu-—^ 


sin^ue^u 


(a*+(?*8in*tt}* 


daher  wird 

Vn  = 16»o*c*/2  *=  4jtc 
Ferner  ist 


15) 


a + 2c2  4a*7i  , ^0+ Va*+c* 

o>+  c*  ~ (a*-l-c*)  Va»+c‘  “ 


71  71 

cos*  u sin*  u du 


f,  2 /*  CO8*  **  siii*  “ **  du 

* ^ (a*+c*sin*fO^  t/  (o*  + c*sin*tij 


3a2_i_2c* 

16)  Firn  = 8»a*c*/j  = 2;gc-  ' 

^ , 3o*+4c*  , ^c+Va*+<^ 

— 2jra*  T-ö-j — 2^  /-^-i — ä log  ^ 

(a*  + c*)ya2^^2  ® a 

Das  verlangte  Volumen  stellt  sich  demnach  in  der  Gestalt  dar 


= n«G*+m*)+  Fnn*+  Po, 

dabei  bedeuten  Fi  ,m,  Fii,  Vo  bekannte  Functionen  der  Axen  des  Hy- 
perboloides, die  positiv  sind,  wie  sich  mit  wenigen  Schlüssen  aus  den 
Integralen  lu  h.  h ableiten  lässt 

Die  Untersuchung  derjenigen  Lagen  des  Poles,  denen  ein  Maxi- 
mum oder  Minimum  des  Wellenflächcn-Volumens  entspricht,  führt  zu 
der  einzigen  Lösung  2 = m = n = o der  Gleichungen 

ir  ^ n 

01  0m  dn 

Setzt  man  diese  Wurzeln  in  die  Gleichung  17)  ein,  so  zeigt  es 
sich,  dass  Vo  das  Minimum  des  Volumens  darstellt  Diese  Grösse  ist 
das  Achtfache  desjenigen  Ansdruckes,  welchen  Tortolini  im  31.  Bande 


25)  cf.  Tortolini  a.  a.  0.  pag.  37. 
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des  Crelle’schen  Jonrnals  als  Inhalt  der  dem  zweischaligcn  Rotations- 
hjperboloide  entsprechenden  Fnsspnnktflächc  anfstellt;  unter  der  Vor- 
anssetznng,  dass  der  Pol  mit  dem  Mittelpunkt  zusammenfUllt. 

Lehrsatz  I.  Liegt  der  Pol  im  Mittelpunkt  des  Hyperboloides, 
80  ist  das  Volumen  der  entsprechenden  Wellenfläche  ein  Minimum. 

Die  Gleichung 

18)  P/m(x*  + y*)+  Vnz^  = D 

repräsentirt  ein  Rotationsellipsoid,  das  mit  der  Basis  concentrisch 
oder  anch  ein  solches,  dessen  Mittelpunkt  der  Pol  ist.  Dies  ist  sogar 
die  ursprüngliche  Bedeutung  der  Gleichung  18),  da  der  Coordinateu- 
aafang  im  Pol  gelegen  ist.  Nun  treten  aber  die  Grössen  m,  n nur 
quadratisch  auf,  ich  kann  sie  anschen  als  die  Quadrate  von  — /,  — m, 
— n,  d.  h.  als  Quadrate  der  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Punktes, 
des  Poles,  bezogen  auf  ein  paralleles  Coordinatensystom,  dessen  An- 
fangspunkt der  Mittelpunkt  des  Ellipsoides  ist 

Die  Gleichungen  17)  und  18)  führen  dann  zu  den  beiden  correspon- 
direnden  Lehrsätzen: 

II.  Bewegt  sich  das  Hyperboloid  mit  seinem  Mittelpunkt  auf  der 
Oberfläche  des  um  den  Pol  als  Mittelpunkt  construirten  Rotations- 
ellipsoides 

^ (**+y*)  + ;^**  = « 

Während  die  Hauptaxen  beider  stets  gleichgerichtet  sind,  so  bleibt 
das  Volumen  der  entsprechenden  Wellenfläcbe  ein  constantes. 

IH.  Liegen  die  Pole  auf  der  Oberfläche  eines  mit  der  Basis 
concentrischen  Rotationsellipsoides 

I7i  m y 

+ = 1 

80  sind  die  Volumina  der  entsprechenden  Wcllenflächcu  einander  gleich. 

Durch  Veränderung  von  D gelangen  wir  zu  immer  neuen  E’lip- 
Boiden,  die  einander  ähnlich  und  mit  dem  Hyperboloide  concentrisch 
sind.  Wir  finden  demnach : 

rv.  Die  geometrischen  Oerter  der  Pole  gleichen  Volumens  der 
Wellenfläche  des  Rotationsbyperboloides  sind  einander  ähulicbe  und 
concentrisebe  Rotationsellipsoide. 

Wird  = Cj*,  « = x c,  gesetzt,  so  repräseotirea  diese 

Gleichungen  bei  beliebig  aber  fest  vorgelegteii  Werten  und  zwei 
Kreise,  denen  folgende  Eigenschaft  zukommt: 
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V.  Bewegt  sich  das  zweifache  Rotations-Hyperboloid  mit  seinem 

Mittelpunkte  auf  einem  der  Kreise  =*  Cj*,  n «*=  +<^11  so  sind 

die  Volumina  der  entsprechenden  Wellenflächen  einander  gleich,  vor- 
ausgesetzt, dass  die  Rotationsaxe  des  Hyperboloides  der  Z-Axe  pa- 
rallel bleibt. 

\ 

VI.  Bewegt  sich  der  Pol  auf  den  Kreisen  + = <?,*,  * — ±<^ 

so  sind  die  Volumina  der  zugehörigen  Wellenflächen  dieselben  *®). 

Es  sei  angenommen,  dass  die  Coordinaten  des  Poles  der  Glei- 
chung des  Cylinders  = p*  Genüge  leisten,  dann  lehrt  die 

Formel  17),  dass  das  Volumen  der  Wellenfläche  ein  relatives  Mini- 
mum ist,  wenn  überdies  die  Bedingung  ä =•  0 erfüllt  ist  Aus  17) 
ergiebt  sich  zugleich  der  Satz: 

VII.  Bewegt  sich  der  Pol  auf  der  Cylinderoberflächo 
so  sind  die  Zunahmen,  welche  das  Wellonflächenvolumen 

Vl,mQ^+Vo 

erleidet,  proportional  dem  Quadrate  der  Entfernung  des  Poles  von 
der  Z-Ebene. 

Ein  specieller  Fall  ist  der  folgende: 

VIII.  Bewegt  sich  der  Pol  in  der  Rotationsaxe  des  Hyper- 
boloides, so  erfährt  das  Minimalvolumen  eine  Zunahme,  die  dem 
Quadrate  des  Abstandes  des  Poles  vom  Centrum  des  Hyperboloides 
proportional  ist 

Durch  analoge  Betrachtungen  leiten  wir  die  Resultate  ab: 

IX.  Bewegt  sich  der  Pol  in  der  Ebene  » = so  sind  die 
Zunahmen,  welche  das  Volumen 

VnC^+Vo 

erleidet,  proportional  dem  Quadrate  der  Entfernung  des  Poles  von 
der  Z-Axe. 

X.  Bewegt  sich  der  Pol  in  der  ZF-Ebene,  so  sind  die  Zu- 
wachse, welche  zu  dem  Minimalvolumen  hinzukommen,  proportional 
dem  Quadrate  seiner  Entfernung  vom  Gentrum  des  Hyperboloides. 


# 


26)  Es  braucht  nicht  hervorgehoben  zu  werden,  dass  das  Coordinaten- 
System  einmal  als  im  Pole,  das  andere  Mal  als  im  Gentrum  des  Hyperboloides 
mit  seinem  Ursprung  gelegen  vorzustellcn  ist.  Zur  Unterscheidung  sind  die 
laufenden  Coordinaten  im  ersten  Fall  /,  m,  n,  im  anderen  Fall  jr,  y,  z genannt. 

Die  erwähnte  Rcciprocität  ist  ein  Analogon  derjenigen  zwischen  Pol  and 
Polare. 
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Wird  nun  umgekehrt  der  Pol  als  fest,  das  Hyperboloid  als  be- 
weglich angesehen,  so  ergieht  sich  eine  Reihe  correspondirender 
Lehrsätze,  die  wir  zu  dem  folgcndeu  zusammenzichen  wollen: 


XI.  Bleibt  die  Rotationsaxe  des  zweischaligen  Hyperboloides 
sich  stets  parallel,  während  das  Contrum  auf  dem  Kreise 

+ c sich  bewegt,  so  sind  die  Volumina  sämtlicher  Wellenflächen, 
deren  Pol  der  Coordinatenanfang  ist,  einander  gleich.  Bei  con- 
stantem  p ist  die  Zunahme,  welche  das  Volumen  Pi,mP*  + Io  erleidet, 
proportional  c^,  bei  veränderlichem  q und  festem  c ist  die  Zunahme, 
welche  das  Volumen  Vnc^-\-VQ  erftlhrt,  proportional  p*. 


Eine  besonders  einfache  Gestalt  nimmt  der  für  das  Volumen  ge- 
fondene  Ausdruck  an , wenn  l = m = n = k einer  Constanten  ge- 
setzt wird.  Nämlich 

(k*\  Jk* 

daraus  folgt: 


XII.  Liegt  der  Pol  in  einer  beliebigen  Ecke  x ^ y ^ z = k 
des  Würfels,  dessen  Diagonalen  sieh  im  Centrum  des  Hyperboloides 
schneiden,  so  ist  das  Volumen  der  Wellenfläche  gleich  dem 


— 4^J-fachcn  seines  Minimalwertes,  vermehrt  um  das  (»• 
fache  Volumen  einer  Kugel,  deren  Radius  die  Rotationsaxe  ist. 


Die  Gleichungen  x y = z •=  k repräsentiren  die  Diagonalen 
des  definirten  Würfels,  diese  durchdringen  die  den  Raum  erfüllenden 
Rotationsellipsoide  18),  und  wird  dies  berücksichtigt,  so  führen  die 
Lehrsätze  III.  und  XII.  zu  dem  folgenden: 


XUI.  Das  Volumen  einer  beliebigen  Wellenfläche  des  Rotations- 
byperboloides  mit  zwei  Mantelflächen  kann  in  die  Form 

v=  Vi  = Fo  (l  - ^1)  + 
gebracht  werden. 


Setzen  wir  z.  B.  in  17) 

Z = m «=  0,  n = 

60  erhalten  wir 

Vf  “ Fo+(a*-t-c*)Pn  = i«(2c*) 

d,  h.  wir  gelangen  zu  dem  bekannten  Resultat: 

XrV.  Liegt  der  Pol  in  dem  einen  Brennpunkt  des  Rotations- 
hyperboloides , so  ist  das  Volumen  der  entsprechenden  Wellenflächo 
dem  Inhalte  einer  Kugel  gleich,  deren  Radius  die  Rotationsaxe  ist 
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§ 5. 

Das  einfache  Hyperboloid. 

Nach  Bremer,  „Beitrag  z.  Th.  d.  Potentials“  lassen  sich  die 
rechtwinkligen  Coordinaten  des  einfachen  Hyperboloides 

in  folgender  Weise  als  Functionen  zweier  Veränderlichen  u und  r 
darstellen: 

a , 

rc  = - cos  ü -4“  a Sin  v, 
c ' ’ 


y ==  - ttsino — &C08V, 
0 


u. 


Eliminiren  wir  aus  diesen  Gleichungen  v,  so  resultiren 


- =.  14-- 


z = u 


die  Gleichungen  einer  mit  u zugleich  veränderlichen  Ellipse. 
Die  Elimination  von  u führt  zur  Gleichung 


I 

X = - äcos  ü + osintj 
c ' 


einer  der  F-Axe  parallelen  Ebene.  Die  Mantelfläche  ist  daher  an- 
Zusehen  als  das  Continuum  der  Schnittpunkte  jener  Ellipse  mit  der 
beweglichen  Ebene.  Damit  alle  Punkte  des  Hyperboloides  durch- 
laufen werden,  sind 

für  u die  Grenzen  — oo  und  -f-oo 
für  w „ „ — JT  „ 

zu  wählen*^). 

Ich  verlege  das  Coordinatensystem  parallel  nach  dem  leuchtenden 
Punkto  ^),  daun  lauten  die  Coordinaten  des  einfachen  Hyperboloides 


27)  cf.  Bremer  a.  a.  O.  pag.  11. 

28)  cf.  § 1. 
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1) 


y = m 4-  - w sin  v — b cos  r, 
' c 


z = 

Durch  Differentiation  ergiebt  sich 


dz  C08vdu-|"  ^ — ~ ttSinr  aCOSr^^/» 

dy  «=  -sinvrftt-f“  MC08V  -\-  bsini^dv 
dz  du 

Wird  nun  für  die  Folge  die  Rotationsfläche  derselben  Art  zu 
Grande  gelegt,  also  a = b gesetzt,  so  ergeben  sich  die  llcziohutig(m 


^ (ttC08ü“j"<^9****')» 

c 


B — 

•—  - (usinv — ccosw)» 

C = 

O* 

N*  = 

Es  sei  ferner 

M = c{lu  — mc)  COS  V 4"  c(mu  4"  **D 
N = <?*4““*(®*"l"^)i 

so  nehmen  die  Ck>ordinaten  der  Wellenfllcbe  die  Von»  Mti 

ucotr-^ctmv 


2cM 


S 


2) 


yj 


2cJ/ iL'“"  ■ * 

Jf 


z,  = -2aM-i, 

Jw 

Werden  in  den  GleicbsBgfrs  fir  z,  4^ 

der  Null  gleich  gemaebt,  die  Iraie«  sAfti  m 

und  die  »o  geldldeteB  mit  » 4^<(P 


I 
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System  der  vier  Gleidiuugen,  als  deren  Unbekannte  die  Grössen  u’, 
u,  1 angesehen  werden  können,  nur  bestehen,  wenn  die  Glei- 
chuugsdeterminante  verschwindet:  wir  gelangen  zu  der  Gleichung 
einer  Ellipse  mit  den  laufenden  Coordinaten  und  deren  Con- 
stanten  den  Parameter  v in  sich  enthalten.  Mit  anderen  Worten  die 
Projectionen  der  Curven  V auf  die  Jf-Ebene  sind  Ellipsen;  sie  gehen 
sämtlich  durch  den  Coordinatenanfang  und  degenerireu  in  den  Fällen 
ü = -}-  ü = 0 in  Parabeln. 

Auf  analogem  Wege  ergeben  sich  die  Projectionen  der  Curven 
V auf  A-Ebene  als  eine  Schar  von  Ellipsen,  die  den  Pol  mit  ein- 

Tt 

ander  gemein  haben  und  in  den  Fällen  v = + ^ in  Parabeln  aus- 
arten. 


Es  ist  nicht  schwer  die  Gleichungen  der  Projectionen  der  Curven 
U auf  die  Z-Ebene  zu  bestimmen,  sie  enthalten  den  Parameter  u 
und  lauten: 

{ (a;*  -j-  y *)  (a*  u*  -[-  c\v^  “h  <?*) ) — c^)  (Ix  -|-  my)  | * 

= 4a*c*(tt*-j-c*)  (c*  — nu)^  (x* y^). 

Die  Punkte  auf  der  Wellenfläche  sind  demgemäss  anzusehen  als 
die  Schnittpunkte  zweier  elliptischer  Cyliuder  mit  einer  Cylinderfläcbe 
von  der  vieuen  Ordnung,  deren  Erzeugende  sich  in  ihnen  lotrecht 
durchsetzen. 


Sollen  sämtliche  Punkto  der  Welleufläche  erschöpft  werden,  so 
sind  für  u die  Grenzen  ± oo , für  v die  Grenzen  i n einzuführon. 
Dann  lehrt  das  Gleichungssystcm  2),  dass  die  Coordinaten  24,  Z| 
wohl  den  Wert  Null  anuehmen  können,  nicht  aber  unendlich  grosse 
Werte. 

Stellen  wir  die  ähnlichen  Betrachtungen  an  wie  in  § 3.,  so  wird 
das  Volumen  repräsentirt  durch 


+ 7T  + 00 


n...  - .//  (Al  a?!  + yi  + C,  «i)  du  dv 


— 71  — CC 


Zur  Bestimmung  der  Grössen  Aj,  .öj,  sind  die  partiellen  Diffe- 
reutialquotienten  nach  u und  v zu  bilden,  aus  ihnen  setzen  sich  jene 
Determinanten  in  bekannter  Weise  zusammen  § 3.,  9).  Es  resultirt 

4oc 


. / . öA/  dN\  \ 

(ucosü+csinv)  ( uM-^\  j 

' ) 


— ccosvN 


^_M 

dv 
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/ 

^ (usinv 

I 


— ccosr) 


— c sin  vN 


/ . 0M  dN 

[MN+uN^-  -- 

SM 


^ ft 

ou  du 


)i 

! 


{ « MN- ciV  ^ + («»  + c‘)  - ^^)  { 


Wenige  Operationen  führen  dann  zu 

+ » + OD 


3) 


J 


3/8 

iV3 


du  dv 


— Ä — , 


Wird  nun  3/8  entwickelt  und  gliedweise  integrirt,  so  folgt  unter 
Bi^achtung  der  Formeln 

X” 

# C088"+^üSin"*t;c/t;  = / C0S**vsin2"»+'t;e/t;  «=  0, 


—n 


—n 


F P . 

j COS^tu/ü  = / sin*t;r/i;  = TT, 

—TT  —n 


+ ® 

y*  u^du 

(c*+(a»+. 

— 00 


n 


* + e»)u»)*  8(0*  + c»)c«  Vo* + c»’ 


/•*  du 

J (<r*+(o»-f 

— M 


Stt 


+ <?*)«*¥ 


-f*  00 

/ 


ft -hl  du 


— 00 


+ («8+cV)^ 


= 0. 


der  nachstehende  Wert  für  das  Volumen  der  Wellenfläche 
4)  Fr,m,»  = 


wo  der  Kürze  wegen 

(a*4“  ^*)  V ö* 


-i»  »'H 


Fh  = 


27r*o^ 


(o*-f-  c*)Y  a*  -f-  Cj 


^o  = — - 


2n*a* 


ya*-|-c8 


5)  F/.m 


» 
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gesetzt  wurde.  Die  letzten  drei  Grössen  sind  positiv,  daher  ergeben  J 
sich  aus  4)  die  Sätze:  . ■ 

I.  Das  Volumen  der  Wellenfläche  des  einfachen  Rotationsbyper- 
boloides  ist  dann  und  nur  dann  ein  Minimum 


Vo 


2n^a^ 


wenn  der  Pol  im  Centrum  gelegen  ist. 


Ferner  wenn  D eine  Constanto  bedeutet: 

II.  Bleibt  die  Rotationsaxe  des  Hyperboloides  der  Z-Axe  pa- 
rallel, während  das  Ccutrum  sich  auf  einem  beliebigen  Rotations- 
ellipsoide der  Schar 

Vl  m Kn 


bewegt,  so  sind  die  Volumina  der  Wollenflächen,  deren  Pol  der 
Coordinatenanfang  ist,  einander  gleich. 

III.  Die  geometrischen  Oerter  der  Pole  aller  Wellenflächen 
gleichen  Volumens  sind  eine  Schar  mit  dem  Basis- Hyperboloide  con- 
ceutrischer  Rotationsellipsoide 

(**+»*) -^+**^=1, 


die  einander  ähnlich  sind. 


IV.  Bleibt  die  Rotationsaxe  des  einfachen  Hyperboloides  der  Z- 
Axe  parallel,  während  das  Centrum  auf  einem  der  Kreise  Z*-f^**“ 
n = sich  bewegt,  so  sind  dio  Volumina  aller  zugehörigen  Wellen- 
flächen,  deren  Pol  der  Coordinatenanfang  ist,  einander  gleich. 


Ist  cj  = 0,  so  wird  das  Volumen  der  Wellcnfläche  repräsentirt 
dureh 


Ki,«.Ci  + Ko, 


ist  q = 0,  so  ist  das  Volumen  gleich 

I-cs+Ko 

es  folgen  daraus  die  Sätze: 

V.  Bewegt  sich  das  einfache  Hyperboloid  in  der  deflnirten  Weise 
auf  der  Oberfläche  des  Cylinders  so  sind  die  Zunabmen, 


29)  cf.  Tortolini  a.  a.  O.  pag.  39, 
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welche  das  Wellcuflächenvolumcn  + erleidet,  proportional 

dem  Quadrate  der  Entfernung  des  Mittelpunktes  von  der  -^-Ebene. 

\ 1.  Bewegt  sich  das  einfache  Hyperboloid  im  angegebenen  Sinne 
auf  der  Ebene  ä = const,  so  sind  die  Zuwachse,  welche  zu  dem  Vo- 
lumen Pw  const -j- Fq  hinzutreten  , dem  Quadrate  des  Abstandes  des 
Mittelpunktes  von  der  Z-Axe  proportional. 

VII.  Denken  wir  das  einfache  Hyperboloid  der  Art  verschoben, 
dass  die  Rotationsaxe  sich  parallel  in  der  Z-Ebene  bewegt , so  sind 
die  Zunahmen  , welche  zu  dem  Minimalvolumen  Vq  hinzutreten,  pro- 
portional dem  Quadrate  der  Entfernung  dos  Ceutrums  von  dem  Coor- 
dinatenanfang. 

VIII;  Bewegt  sich  das  einfache  Hyperboloid  in  der  Weise  vom  ' 
Pole  fort,  dass  seine  Rotationsaxe  stets  mit  der  zusammen- 

fällt, so  sind  die  Zuwachse,  welche  das  Minimalvolumen  Fq  erleidet, 
dem  Quadrate  der  Entfernung  des  Centrums  vom  Pole  proportional. 

Wenn  wir  jetzt  umgekehrt  den  Pol  als  beweglich,  die  Basis  als 
fest  ansehen,  so  ergeben  sich  ganz  analoge  Sätze  wie  in  § 4.  Wir 
wollen  sie  zusammenfassen  und  in  den  nachstehenden  Lehrsatz  klei- 
den ; 


IX.  Bewegt  sich  der  Pol  auf  einem  der  Kreise 
±const,  so  sind  die  Volumina  der  entsprechenden  Welleufläcben 
des  einfachen  Rotationshyperboloides  einander  gleich.  Aendert  sich 
eine  der  Grössen  g und  c,  während  die  andere  fest  bleibt,  so  sind 
die  Zunahmen,  welche  die  Volumina  und  F„c*+Fo  er- 

leiden, resp.  proportional  c-  und  p*. 

Wird  X =>  y = z ^ hc  gesetzt,  so  nimmt  die  Gleichung  4)  die 
Form  an 


F*c  = 


(8I;2c2  + 2a*)=  Fo  + 8P.7i2 


7T^  oA 

Nun  stellt  der  Ausdruck  3«)  -•  das  Volnmen  des  Körpers  dar 

4Va*-}-c* 

der  durch  Rotation  der  Lemniskate  um  die 

y-Axe  entsteht,  daher  resultirt: 


X.  Liegt  der  Pol  in  einer  beliebigen  Ecke  x = y = z = kc 
des  concentrischen  Würfels,  so  sind  die  Volumina  der  acht  entspre- 
chenden Wellenflächen  dem  Minimalvolumen  Vq  gleich  vermehrt  um 
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das  ^32^*2 -fache  Volumen  des  Körpers,  der  durch  die  Rotation 
der  Lemuiskate  = a“X“  — c^y^  um  die  V-Axe  erzeugt  wird. 

Die  Gleichungen  x = y = z = kc  können  als  das  analytische 
Aequivalent  der  Diagonalen  des  definirten  Würfels  angesehen  wer- 
den; liegt  der  Pol  auf  einer  derselben,  so  ist  seine  Entfernung  vom 
Mittelpunkt  gegeben  durch  r — kc^'6.  Demnach  finden  wir: 

XI.  Bewegt  sich  der  Pol  auf  den  Geraden  x = y = z = kr,  so 
ist  der  Zuwachs,  den  das  Miuimalvolumen  l y erleidet,  dem  Quadrate 
seiner  Entfernung  vom  Centruni  des  Hyperboloides  proportional. 

Diese  Geraden  durchdringen  die  Schar  der  Ellipsoide 

•~7T  = h 

dann  aber  geht  aus  den  Sätzen  III.  und  XI.  der  nachstehende  hervor. 


XII.  Das  Volumen  einer  jeden  Wellenfläche  des  einfachen 
Rotatioushyperboloides  kann  in  die  Form 


gebracht  werden. 


y a^-J- 


Ist  z.  B.  k = so  ergiobt  sich  der  einfache  Ausdruck: 


Fc/j  =« 

Wir  gelangen  zu  dem  Satz: 

XIII.  Liegt  der  Pol  in  einer  der  Ecken  des  concentrischen 
Würfels,  dessen  Seitenflächen  die  llotationsaxe  des  einfachen  Hyper- 
boloides halbircn,  so  ist  das  Volumen  der  entsprechenden  Wellen- 

7t 

fläche  gleich  dem  Körper,  der  durch  Multiplication  von 

mit  der  Kugeloberfläche  entsteht,  deren  Radius  die  Nebenaxe  des 
Hyperboloides  ist. 


Die  Substitution  x = y = z = ha  führt  zu  dem  Resultat: 


oder  wir  finden 


= l)Fo, 


XIV.  Bewegt  sich  der  Pol  auf  den  Diagonalen  des  Würfels, 
dessen  Seitenflächen  die  Endpunkte  der  Nebenachsen  treffen,  so  sind 
die  Volumina  der  entsprechenden  Wellenflächou  dem  (4ä^ -|- 1 ) fachen 
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Minimalvolamen  Vq  gleich,  wo  h = ^ ^ ^ der  Entfernung  r desPoles 
vom  Centrum  des  Hyperboloides  proportional  ist 
Mit  Berücksichtigung  von  III.  gelangen  wir  zu 


XV.  Das  Volumen  einer  jeden  Wellenfläche  des  einfachen  Ro- 
tation shypcrboloides  kann  auf  die  Form 


Vt,m,n  = VoiW+1) 

gebracht  worden. 

Zwischen  den  Zahlen  h und  k der  Lehrsätze  XII.  und  XIV.  be- 
steht die  Relation  ah  = ±^kc.  Der  Fall  ä =•  1 führt  zu  dem  Lehr- 
sätze: 


XVI.  Liegt  dir  Pol  in  den  Ecken  des  coucentrisohen  Würfels, 
dessen  Seitenflächen  die  Endpunkte  der  Nebenaxen  treffen,  so  sind 
die  Volumina  der  entsprechenden  Wellenflächeu  dem  fünffachen  Mi- 
nimalvolumen  Vq  gleich. 

Auch  die  Lehrsätze  X.  bis  XVI.  lassen  sich  umkehren,  insofern 
wir  den  Pol  als  fest,  das  Hyperboloid  als  beweglich  ansehen  können. 
Der  Kürze  wegen  soll  darauf  nur  hingewieseu  werden. 


§ 6. 

Das  Rotatiousparaboloid. 

Die  Gleichung  des  Rotatioushyperboloides 

-\-az  = 0 

wird  identisch  erfüllt  durch  die  Functionen  : 

r = CM.COS 
y — au  sin  V, 
z = — aw^, 

deren  Variabele  u und  v in  folgender  Weise  zu  definiren  sind:  die 
Corven  TJ  = a^n^.  z =»  — au^]  sind  der  A’y-Ebeno  parallele, 

bewegliche  und  veränderliche  Kreise;  die  Curven  V werden  durch 
eine  um  die  Z-Axe  sich  drehende  Ebene  y = x.tgv  auf  dem  Parabo- 
loide  ausgeschnitten.- 

Legen  wir  den  folgenden  Untersuchungen  eine  paraboloidische 


31)  cf.  Bremer,  a.  a.  0.  pag.  47. 

17* 
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Calotte  von  der  Höhe  h zu  Grunde,  so  sind  die  Grenzen,  zwischen 


denen  u und  v variiren  müssen,  0 und  2n  für  i?,  0 und 


für  n. 


Durch  die  Verlegung  des  Coordinatenanfanges  in  den  Icuclitou- 
den  Punkt  ( — /,  — «i,  — n)  ergeben  sich  folgende  Gleichungen : 

1)  X ==»  /-[-OMCOSi’,  y = »i-j-rtTiSinr,  z = n ~ au^ 


Durch  partielle  Differentiation  erhalten  wir 


^ = öCOS??, 


Bx 

ö“  = — a?*sin  r, 
cw 


Bll 


^1/ 

asine,  >s' = omCOSv, 
CV 


Bz 

Bn 


2a?i, 


Hieraus  leiten  wir  ab 

l A = l'o-w^cosr,  B = 2a®tt^sinr,  C = 

Wenige  Operationen  ergeben  die  Coordinaten  der  Wellenflächc 
des  Rotationsparaboloides  in  der  Form 

4ucos  V 
“ 4«»+l 

4m  sin  V 
“ 4m* + 1'^^’ 

2 

— 4»*  + l'*^' 

dabei  haben  wir  der  Kürze  wegen 

4)  A/ = 2/ucose-|-2mttsinv-|-»i-|-aM* 

gesetzt.  Es  ist  bekannt,  dass  die  vom  Brennpunkt  ausgehenden 
Lichtstrahlen  an  der  Oberfläche  des  Rotationsparaboloides  parallel 
der  Rotationsaxo  reflectirt  werden.  Durch  Specialisirung  der  For- 
meln 3)  und  4)  gelangen  wir  unmittelbar  zu  demselben  Resultat: 

Sei  / = m = 0,  n = a/4,  so  folgen  die  Gleichungen  der  Wellen- 
flächo 

T/  = au  cos  ü,  y/  = au  sin  v,  «/  = a/j. 


die  eine  zur  Z-Axe  senkrechte  Ebene  repräsentiren , deren  Schnitt- 
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pankt  mit  dieser  Axe  dieselbe  Entfernung  ^ vom  jScheitol  des  Pä- 

raboloides  hat,  wie  der  Focus.  Zu  der  paraboloidischen  Calotto 
gehört  ein  endliches  Kreisstück 


% 

der  Ebene 

d.  h.  der  Kreis 
5) 


(«-u2)m=0 


z 


a 


= ah’ 


z = 


a 

2‘ 


Nach  dieser  Abschweifung,  deren  Resultat  später  von  Bedeutung 
sein  wird,  kehren  wir  zu  dem  Gleichungssystem  3)  zurück. 


Die  Coordinateu  ar,  y,  z wie  a?i,  y„  z,  sind  eindeutige  Functionen 
von  u und  v.  Für  die  Veränderlichen  u und  v der  Functionen  ar,. 


Zj  sind  daher  die  Grenzen  0 und 


V: 


- resp.  0 und  27t  einzuführen. 


wenn  alle  Punkte  der  Wellcnfläche  erschöpft  werden  sollen,  die  der 
Oberfläche  der  paraboloidischen  Calotte  entsprechen. 


Mit  wachsenden  Werten  von  A wird  nun  auch  ?i  grösser  und 
grösser,  mit  u zugleich  wachsen  anch  die  Coordinaten  der  Wellen- 
flächo,  so  dass  y,  für  unendlich  grosso  Werte  von  h über  alle 
Grenzen  hinaus  zunehmen.  Die  Oberfläche  des  Rotationsparaboloides 
ist  daher  nicht  rings  geschlossen.  Wir  müssen  uns  auf  die  paraboloidi- 
8che  Calotto  von  endlicher  Höhe,  auf  ein  endlich  begrenztes  Ober- 
flächenstück der  Welleuflächo  beschränken,  und  haben  unter  dem 
Volumen  der  Wellenflücho  den  Inhalt  des  Kegels  zu  verstehen,  dessen 
Basis  dies  Obcrflächcnstück,  dessen  Spitze  der  Pol  ist.  Es  wird  vom 
Zeichen  abgesehen,  dargestellt  durch 


rdsCOS  (iV,r)j 


oder 


V = 


l/- 

2ic  y a 

•//  (AjXj  + -f  CjZi)du(iv 


0 0 


Es  ist  nicht  schwer,  die  Gleichung  des  begrenzenden  Kegelmantels 
aufzustellcu.  Ans  3)  ergiebt  sich: 
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aus  beiden  »•■  = 2,,«cos»,  y.  •-=  2«,«sint. 

die  Gleichung  eines  Kegels , der  die  Wellenöäche  in  den  Curven  V 
dwehsetEt,  setzen  wir  in  6)  an  Stelle  von  u die  obere  Grenze 

y so  repräsentirt  die  resultirendo  Formel 
den  begrenzenden  Kegelmantel. 


Ans  3)  leiten  wir  durch  partielle  Differentiation  ab 


oci  4cosü  /,  ./  V 

Bu  ~ 

Bpi  4sinü  / / V 

du  “ + + . 

3Z  ~ (4a‘  + 1)*  ((4m*  + 1)  ^^—8Mu^  , 

^ ^ / ,,  ■ , 5Af  \ 

8v  (4«»+ij \~  A/sine+  g-  cose J . 

?»i  4m  ,3m.  \ 

3»  (4m*  + 1)  (^A/cosm4  g^sinej  . 

-3  _ 2 3m 

3»  “(4m*+1)  Sv 

und  finden 


8M 


/ . 3m  3m\ 

(^smM-g^-„cosMg;^^  + 


64M*m*cos  V 


7)  J?, 


(4tt*+l)«x  ö?«  / ' (4tt2-|_i)S~'> 

— / aAf  öiV/\  64A/2n*  sinw 

(4m*  + D*  («OS  eg-  + M sine  g;^  j . 


46A/M  / aA/\  12 

(4a*4-l)*V"+"ärj-(4 


128A/2n3 

(4u»+l)8 


Aus  ihneu  und  den  Gleichungen  in  3)  resultirt 


Ajarj-f  *0,  yt  + Gj«! 


323/3 

(4tt*  +173» 


welcher  Wert  in  Verbindung  mit  4)  zu  der  Formel  führt 
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]/- 

2n  f a 

-fff 

0 0 

??  f 

“37 


8) 


( 2/m  cos  ü -f-  2 WM  sin  j;  -|-  M -f~  du  dv 
r4M^  + l)3 


2?t  («  -j-  OM^)^  -\-V2ii{l^-\-  m^) 
(4m- 4- 1)3 


m</m 


Der  Zähler  des  Quotienten  unter  dem  Intcgralzeicheu  lautet  nach 
Potenzen  von  m geordnet: 

27t(a3M^-f“3ö^»''^^"|“6«(*^“j“Mi^)^*^“|“3öM%3_|_6;j(/*_|-W^)M3-|-«3M). 

Setzen  wir  daher 

^V=<!?J^+  3(0»«  + 2o(i»+ m»))c/5 + 3(oh» + 2«(i»  + m^))J3  + «V, 
SO  sind  unter  den  Grössen  ./  folgende  Integrale  zu  verstehen: 


V?  du 


''~J  (4^+11* 

0 


16A»4-18A»o+3Ao»  3 


128o(4A+a)»  512 


— fn-.lognat 


44  + a 


a 


/M 


du 


+ if 


A(6A-|-o)  , 1 , 4A-(-o 

:.T«  + Tö5  log  >»at — >— 


32(4/1+0)»  ' 128 


o 


1 

1; 


u^du 


A» 


(4»»+l)ä  4(4A  + o)»’ 


Vi 

'/  ^ 


du  h(2h-\-a) 

+173  “ 2(Äh+af 


Die  Coefficienten  J sind  hierdurch  bestimmt,  aus  der  Form  der  unter 
dem  Integrationszeiclien  stehenden  Ausdrücke  und  den  positiven 
Integrationsgreuzcn  geht  unmittelbar  hervor,  dass  sic  positive  Zahlen 
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sind.  In  8)  bedeuten  m,  n die  rechtwinkligen  Coonlioatei  des 
Scheitels  des  Rotationsparaboloides , bezogen  auf  den  Pol  als  An- 
fang, während  — Z,  — w,  — ?*  resp.  ar,  y,  z die  Coordinateu  des  Polesjj 
sind  bezüglich  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystemes,  dessen  ür-' 
Sprung  der  Scheitel  des  Paraboloides  ist. 

Demgemäss  kann  das  Volumen  V auf  folgende  beiden  Arten 
dargestollt  werden 

64 


9)  F'  -=  + -ö  + 0 47r*/3  (aw* + 2n{l^  + w*)) 


64 


ö 


64 


10)  V 


64 


-f  G4TJ5(2rt(x*+  yg)  — «2,)-^  _ «aV;. 

Aus  der  zweiten  Formel  ergiebt  sich  der  Lehrsatz: 

I.  Der  geometrische  Ort  der  Pole,  dencu  ein  und  dasselbe 
Volumen  der  dem  Rotationsparaboloide  zugehörigen  Welleuflächc 
entspricht,  ist  eine  Oberfläche  dritter  Ordnung  V «=  const. 


Die  Gleichung 


2{x^  -}-  y^)  — «Ä  = 0 


repräsentirt  ein  Rotationsparaboloid,  das  sich  vom  Coordinatenanfang 
nach  der  positiven  Seite  der  Z-Axe  bin  ersteckt,  während  die  Basis 
sich  nach  der  entgegengesetzten  Richtung  hin  ausdebut;  auch  unter- 
scheiden sich  die  Parameter  der  erzeugenden  Parabeln  um  den 
Factor  zwei.  Berücksichtigt  man,  dass  der  Coefticient  von  s*  in  10) 
negativ  ist,  so  resultirt  der  eigentümliche  Lehrsatz: 

II.  Bewegt  sich  der  Pol  auf  dem  Rotationsparaboloide 


ar»  + y2_  ^2  = 0, 

so  ändern  sich  erstens  die  Volumina  der  entsprechenden  Wellcn- 
flächen  der  Basis 

ar^-j-y^-f-aa  = 0 


32)  Dass  die  Wahl  des  Vorrcichens  die  richtige  ist,  ergiebt  der  am  Ende 
dieses  § nntcrsuchtc  Specialfall. 
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Dor  mit  der  Entfernung  des  Poles  von  der  Z-Ebene;  so  zwar,  dass 
zweitens  die  Abnahmen,  welche  das  Volumen 

Vo  = "3 

erleidet,  proportional  dem  Kubus  jener  Entfernung  sind.  Dabei  be- 
deutet Vq  das  Volumen  der  Wellenfläche,  deren  Pol  der  gemeinsame 
Schnittpunkt  beider  Paraboloide  ist. 

Der  erste  Teil  dieses  Lehrsatzes  kann  vermöge  der  Formel 
64 

3 — 64?Ccf3  (2ä(x2 -f~  y*)  — <paz^-\-((p  — l)a?*) 

64 

+ 64;rJ’5(2o(a;^  — cpah-\-((p  — \ )ah)  -f- 

in  der  q>  eine  von  Null  verschiedene  Zahl  bedeuten  möge,  verallge- 
meinert werden: 


III.  Bewegt  sich  der  Pol  auf  dem  Kreisschnitte  des  Parabo- 
loides 

mit  der  Ebene 

z = Const, 


so  sind  die  Volumina  der  entsprechenden  Wellenflächon  der  Basis 

==  0 

einander  gleich. 

Je  nach  der  Wahl  von  ^ 0 sind  die  Paraboloide 

—qtaz  = 0 

auf  der  positiven  oder  negativen  Seite  der  Z-Axo  gelegen. 


Alle  diese  Kreisschnitte  können  wir  auch  ansehen  als  Schnitt- 
linien des  Cylinders  « = c^.  Dann  folgt 

IV.  Bewegt  sich  der  Pol  auf  dem  Kroisschnitte  des  Cylinders 
x*-J-  _ g2  yjjjj  jjßj.  Ebene  z = Const,  so  bleiben  für  alle  möglichen 

Lagen  des  Poles  die  Volumina  der  Wellenflächen  des  Rotations- 
boloides  dieselben. 


Hierbei  ist  zu  beachten,  dass  nicht  wie  bei  den  Wellenflächen 
des  Ellipsoides  und  der  Hyperboloide  den  beiden  Kreisen 

dasselbe  Volumen  entspricht. 
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Die  Coordiiiatcn  der  Pole,  denen  ein  ?raximal-  oder  Minimal 
wert  des  Volumen  V zugehört,  müssen  den  Gleichungen  genügen 

0 V 

^ = 0 = — 26Q  7tx{  J^z — J^a)  = 0 
dV 

g—  = 0 — — 24iQn?/(Jgz  — J^a)  •==*  ü 
d V 

— ==()=_  C4n(./,3-^  + 2y,,(a:2  + y^)  — 2^3  a«  +-  a^J-^)  = 0. 


Die  Lagen  des  Poles  sind  daher  die  8 Schnittpunkte  der  drei 

dV  dV  dV 

Oberflächen  zweiten  Grades  = 0,  = 0,  ~ = 0,  von  welchen 

öx  cz 

die  beiden  ersten  in  I^benenpaare  zerfallen,  die  dritte  ein  Ellipsoid 
darstellt.  In  der  Tat,  durch  die  Transformation  x =•  x,  y *= 

2 = 3+a  “ nimmt  die  letzte  Gleichung  die  Gestalt  an 


(•^3^  '^s)- 


Diesem  Rotationsellipsoide  können  nun  reelle  Punkte  nur  daun  ent- 
sprechen, wenn  ^3^ — J,  J5  ^ 0 ist,  da  positiv  ist. 

Das  Vorzeichen  von 

^ h*  h(2/i+a)  ( 7i(6A+a)  1 4Ä+al 

■^3  16(4A+o)i  ~ 2(4A+«)M  32(4A-h»)*"*‘ 128*“®  a ) 

_ A(2/i-}-a)  4A+0 

64(4A-|-a)*  256(4A-|-a)^  a * 

hängt  ab  von  dem  Factor 

4A  — (2h  -}■  a)  log  — • 

Nun  ist 


log 


Aih-\-a 

a 


\ 

) 


oder 


4A — (2/i  -f-  o)log 


4A-f-a 

a 


2 (2A)3 

3 (2A-t-a)^ 


2 (2h)^ 

5 (2A+a)^ 


jedenfalls  eine  negative  Grösse. 


33)  cf.  Harnack,  Die  Elemente  der  Diff,-  und  Int  -Rcchng. 
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T)as  Ellipsoid  ^ ist  daher  imaginär,  cs  können  demnach  über- 
haupt keine  reellen  Lagen  des  Poles  existircn , denen  ein  Maximal- 
oder Minimal  wert  des  Volumens  der  Wcllenfläche  eines  Rotations- 
paraboloides  zokommt 

Zum  Vergleiche  möge  noch  das  von  Herrn  Fischer  3“*)  zur  Be- 
stimmung des  Volumens  der  Fusspunktflächen  angewandte  Verfahren 
herangezogen  werden.  Er  gelangt  durch  Einführung  von  Polarcoor- 
dinaten,  und  nachdem  zuvor  die  Integration  nach  dem  radius  vector 
ausgeführt  wurde,  zu  folgender  Formel  für  das  Volumen  K einer 
beliebigen  Basis  /(l,  tj,  = 0. 


K== 


b b’ 


(I  — ß)COSM  COSw-[-(  T/ 


ß)cosu  sin?;-|-((;--y)sint 


s 

COSudttdv 


hierin  bedeuten  a,  /S,  y die  Coordinaten  des  Poles,  nach  unserer 
Bezeichnungsweiso  haben  wir  dafür  — — m,  — n zu  setzen. 


Ferner  wird  verlangt,  dass  die  laufenden  Coordinaten  ^ der 
Basis  vermöge  der  drei  Gleichungen 

nh  = 0 


-p“-0i 
Ci 


COtg  u COS  V 


— <2  = — ^ = cotg  Msin  V 

als  Functionen  der  Winkel  u und  o dargestellt  werden. 

Aus  der  Gleichung  der  Basis  leiten  wir  durch  partielle  Inte- 
gration 


ab,  und  finden 


2 2 


4 = 1/ cotg u sin u,  § = — j cotg“w. 


Einer  paxaboloidischcn  Calottc  von  der  Höhe  h entsprechen  die  Grenzen 


0 und  2n  für  v, 


^ und  arccotg2|/^  für  u. 


34)  cf.  Fischer,  1.  l.  pag.  13.  In  der  mir  vorliegenden  Dissertation  steht 
allerdings  p = cotg ti cos v,  9 = u8inr,  doch  ist  der  Druckfehler  unschwer  zu 
{^erkennen. 

er 


p 


4 
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Es  rcsultirt 


0 n 
2 


COSududv 


wird  zunächst  die  Integration  nach  v von  0 bis  2n  ausgeföhrt  so 
erhalten  wir 


Führen  wir  in  dasselbe  durch  die  Gleichung  cotgu  = 2x  eine  neue 
Veränderliche  x ein,  so  ist 


Wir  gelangen  vom  Zeichen  abgesehen  zu  dem  achten  Teil  des  in 
8)  aufgcstellten  Integrales,  dessen  Auswertung  zu  der  Formel  9)  fuhrt. 

Auch  diese  Gleichung  9)  soll  uns  zur  Ableitung  einer  Reihe  von 
Lehrsätzen  dienen: 

V.  Bewegt  sich  die  Basis  derartig,  dass  ihr  Scheitel 
Oberfläche  dritter  Ordnung  V = Const  gleitet,  während 
tionsaxe  sich  stets  parallel  bleibt,  so  sind  die  Volumina' 
sprechenden  Wellenflächeu  einander  gleich. 


COSttrfu 


sin^ 


4a;* 

4a;*  4“  1 * 


und 


(4ar*+l)S 


X dx 


0 
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Die  Gleichung  + = 0 repräseutirt  ein  Rotatious- 

paraboloid,  welches  sich  nach  der  negativen  Seite  der  Z-Axe  hin 
öffnet,  die  Coordinaten  z können  daher  nur  negative  Werte  anneh- 
men. Der  Coefficient  von  ist  positiv,  dann  ergiebt  sich: 

VI.  Gleitet  die  Basis  mit  ihrem  Scheitel  auf  der  Oberfläche 
des  Rotationsparaboloides 

= 0, 

während  die  Rotationsaxe  sich  stets  parallel  bleibt,  so  ändern  sich 
erstens  die  Volumina  der  entsprechenden  Wellcnflächen  nur,  wenn 
die  Entfernung  des  Poles  von  der  Ebene  iV=  0 ab  oder  zunimmt; 

G4 

und  zweitens  ist  die  Abnahme,  welche  das  Volumen  Vq  = er- 

leidet, proportional  dem  Kubus  der  genannten  Entfernung.  Dabei 
bedeutet  Vq  das  Volumen  der  Wellenfläche  desjenigen  Basispara- 
boloides,  dessen  Scheitel  zusammenfällt  mit  dem  Pole. 

Der  erste  Teil  dieses  Satzes  kann  verallgemeinert  werden  (cf. 
Lehrs.  III.).  Wir  wollen  das  Resultat  in  folgenden  Satz  kleiden: 

VII.  Bewegt  sich  die  Basis  derartig,  dass  ihr  Scheitel  auf  einem 

der  Kreisschnitte  des  Cylinders  + mit  den  Ebenen 

s=  gelegen  ist,  während  ihre  Rotationsaxe  der  Cylinderaxe 

parallel  bleibt,  so  sind  die  Volumina  der  entsprechenden  Wellen- 
flächcD  constant. 


Es  sei  / = m = 0,  n = j,  dann  fällt  der  Brennpunkt  der  Basis 
in  den  Pol  und  wir  Anden  für  das  Volumen  der  Wellenfläche 


Nun  batten  wir  als  Wellenfläche  des  Paraboloides  für  dieselbe  Lage 
des  Brennpunktes  die  Kreisebenc  deren  Radius  = aA,  deren  Abstand 
a 

n = 2 gefunden  *®).  Da  ferner 


geschrieben  werden  kann,  so  repräsentirt  V/  den  Inhalt  des  Kegels, 
dessen  Basis  jener  Kreis,  dessen  Spitze  der  Pol  ist.  Die  erste 
Formel 


3.^)  cf.  die  Formel  5). 
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Vf 


orgiebt  den  Lehrsatz: 


n h 
3 2“ 


VIII.  Das  Volumen  der  zu  einer  paraboloidiscbcn  Calotte  von 
der  Hoho  h gehörenden  Wellenflächo  ist  gleich  dem  Inhalte  eines 

h 


Krciskegels,  dessen  Höhe  dessen  Gruudflächenradius  die  Constante 


a der  Gleichung  des  Rotationsparaboloides  ist. 


§ 7. 


Das  hyperbolische  Paraboloid. 


— ^ 


n 


schneidet  die  ;^-Ebene  in  den  beiden  geraden  Linien 

,2  ^ 3 = 0. 


a“ 


y 


Die  eine  derselben  - + 7 ==  0,  .3  = 0 möge  die  V-Axe,  die  andere 


a ' h 


X y 

- — ^ 0,  s = 0 die  A-Axe  dos  neuen  Coordinateusystemes  sein, 


auf  welches  wir  im  Folgenden  die  Gleichung  des  Paraboloides  be- 
zogen denken.  Die  Z-k\Q  des  neuen  Systemes  sei  mit  der  ursprüng- 
lichen identisch,  daun  wird  die  Transformation  durch  die  folgenden 
Gleichungen  vermittelt: 


ar,  = 


hx  —ay  , - - bx  + ay 


2ai 


oder 

» = (^i  + 2/i) 


a 


y 


V «1 

b 


% 


V a»  -f 


Wird  der  Einfachheit  wegen  der  Index  1 unterdrückt,  so  nimmt  die 
Gleichung  des  hyperbolischen  Paraboloides  die  Form  an 


1)  2a:y  = {a^-\-b^)z^ 

sie  wird  identisch  erfüllt  durch  die  Functionen 


2) 


X 

y 


V, 


a«  + b^ 


UtK 


M 
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Die  Elimination  von  v führt  zu  den  Gleichungen  einer  Geraden: 

3)  = 2uy,  x = u, 

und  wenn  wir  u eliminircu,  ergiebt  sich  die  gerade  Linie: 

4)  y “ r. 

Die  Mantelfläche  des  hyperbolischen  Paraboloides  muss  daher 
angesehen  werden  als  das  Continuura  der  Schnittpunkte  jener  beiden 
geraden  Linien,  dereu  analytisches  Aequivalent  die  Gleichungen  unter 
3)  und  4)  sind.  Aus  ihnen  resultirt,  dass  die  erzeugenden  Geraden 
resp.  der  A-  und  der  1-Ebene  stets  parallel  sind,  dass  sic  ferner  in 
den  Grenzfällen  u=0,  r = 0 mit  der  E- resp.  A-Axe  zusammenfalleii. 

Die  drei  Ebenen  o:  = 0,  y = w,  2 = 0 schneiden  aus  der  Ober- 
fläche des  Paraboloides  ein  zusammenhängendes  Stück  heraus , wel- 
ches unter  der  Voraussetzung,  dass  n und  e positive  endliche  Grössen 
sind,  von  der  positiven  A-  und  F-Axe  und  den  Geraden 

{a^-\-b^)z  = 2«y,  a;  = u,  =»  2vx^  y = v 

begrenzt  wird.  Die  Coordinaten  a-,  y,  z werden  der  Reihe  nach  die 
sämtlichen  Punkte  des  definirten  Oberflächenstückes  darstellcn,  wenn 

u zwischen  den  Grenzen  0 und 
V ,,  „ 0 und  V 

variirt. 


Durch  eine  parallele  Verschiebung  des  Coordinatensystemes,  der 
Art,  dass  der  Nullpunkt  in  den  Pol  (— /,  — m,  —»0  hineinfällt, 
nehmen  die  Coordinaten  des  hyperbolischen  Paraboloides  die  Ge- 
stalt an’ 


5)  x = Z-f-u,  y = w + v,  z 

Die  partielle  Differentiation  ergiebt 


I 2uv 


dx 

du 


h 


bf.  — 

du 


0, 


dz  2i: 

du  a*  Z»“’ 

dz  2v 

dv  -f- 


wir  finden  für  die  Determinanten  folgende  Ausdrücke 


A 


2”  B-— 

flS  -1-  4»*  ■“  a*  + 4^ 


^ 4(»»+ »»)  + («*  + *»)* 


ferner 


C=  1 
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Setzen  wir 

6)  JW  = 2uv  -|-  2lv  -j-  2m«  — «(a* 

so  ergeben  die  in  § 1.  aufgestellten  Formeln  folgende  Darstellnng 
der  Coordinaten  der  Wellenfläche  des  Paraboloides 

43/w 

“ (a»+i*)W 

n\  4JVf« 

7)  »1  = (0*4.  ’ 


— •iM 

Die  Fläche  ist  nicht  geschlossen,  wir  haben  demnach  ihrer  Kubatur 
die  Formel 

V — \ f nh  cos  (Ar) 


zu  Grunde  zu  logen,  sie  erfordert  die  Bestimmung  der  Determinanten 
/!,,  Cj.  Differcutiiren  wir  die  Gleichungen  in  7)  partiell,  so  folgt 

4r fdM 

du  (0«  du  j ^ 

8v  ~~  (o*+"i*)*5*  \\  dv  a»  r 

9y.  4 udM  \ , 8s‘\ 

9i(i 4« 

d»  (a^  \dv  a»  i * 

dz^  _ —2  ^aA/^  ^ 

a«  \ ^ a« ) ’ 

azj  _ —2 

dv  \aü  dv  j 


Aus  diesen  Gleichungen  lassen  sich  leicht  die  folgenden  ablciten: 

8) 

. 8A/_  laAf  ^ 

~ \a»  ^ 


B,  = 


8M  ( m ^ 

(a*  -|“  W \ du  du 


1 


e,  = - 


I6M 


(a^+b^)*S^ 


U , dM  , dM  \ „ /dS^  , as* 

{(^+8^“+'a;r’’)^-H8;r*’+ 8^’vS  • 
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erhalten  wir 


{A^XT^  + B^y^  + C^z^)dudv 


t u 


3 * V t/  (4(u»  + 1>»)  4-  (o» + i»)»)ä 

0 0 

Durch  die  Entwickelung  von  {2uv -\-2lv-\-2mu  — + und 

gliedweise  Integration  wird  die  Kubatur  der  Wellenflächo  reducirt 
auf  die  Auswertung  von  zwanzig  Doppelintcgralen , deren  allgemeine 
Form  die  nachstehende  ist 


V u 


9) 


PP  u^v*dudü 
./  .)  (4«»  + 4i>»  + (a»  + 4W  “ 


0 0 


dabei  kann  sowohl  k als  : gleich  0,  1,  2,  3 sein. 

Sei  a*+^*  = c,  so  wird  die  Berechnung  der  Grössen  h,%  ver- 
möge der  Formel 


U V 


10) 


ff 


0 0 


tt*  V*  du  dv 

(4u*  c* 


U 0 


1 ö f*  u^v*dudv 
4c  dej  ,/ 


0 0 


auf  die  Auswertung  einfacherer  Doppel  integrale  zurückgeführt. 

Wir  gelangen  zu  der  folgenden  Formel  für  das  gesuchte  Volumen 

11) 

[ 8Z3^,3+8;n3/3^--n3c3/^^^4_24/2;„/^.^4_24/m272,, 

32  j — 12/*7iCj!J),j-|-6Zn*c*Jo,j — 12m*nc/2,o+6m»t*c*/j,o 
^ 3 j — 24/mnc/j,j-|-24Z^/j,3-|-24m*/3,j-|-48Zm/2,j — 24Znc7],g 

( -j-6n*c*7j,j  — 24T7mc73,^  4 24Z73,3-j-24m73,2 — 1 2nc72,3 + 8i^,3 

in  welcher  die  Grössen  7 von  Null  verschiedene  positive  Werte  be- 
sitzen. 

Aus  der  Formel  der  Doppeliutegrale  gebt  auch  hervor,  dass  wir 
von  den  20  Grössen  Ik,i  nur  10  auszuwerten  brauchen,  alle  übrigen 
lassen  sieb  aus  ihnen  durch  Vertauschung  der  Veränderlichen  u und 
V ableiten. 


▲reh.  d.  Math.  n.  Phys.  2.  Reihe,  Teil  UI. 
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Wir  erhalten: 


1 2w 

arc  tg  - — 128  (4  „»-1-1»)}  “■* '« 

“ 32(4t^s+c*)  (4u*+4i;*+c*) 


, c*  2 

25Ct3(4r*  + c*)l®*‘^^y'4;;q^ 


1 

2-/4l*+? 


1 e*4-Äj* 
Ä,  c»— Äi» 


arc  tg 


1 -^»4- ■„■«»(»»-».) 

/ij  c»— Äs‘+»t»I 


Dabei  ist  zu  setzen 


= V4t;*+c*  — 2ü,  iZ,  « V4t;*+c»  + 2v 

*5,  = V4tt*-f-c*  — 2tt. 


*i  -= 


/j.j 


1 (1  2iJ 

32fe“"'‘8 


^ 8V4M*-j“C* 


arctg 


2r 


V 4tt*  -f-c* 


vu* 


\ 

(4v*-|-c*)  (4tt*-|~4«’*4"^*))  * 

1 2f<  c*-|-8ü*  2ii 

4,.  j - 250  w arc  tg  - — 256„(4f»  + c^l  “'‘®  ^ 

UV 

32(47^*-}-c*)  (4?4^^4tJ^'^c*) 

1/1  4ü«2  1 . 4r«,  \ 

■*■  (14(.c»-t-j,»“"‘«  c»+»y  0*+»,»”®*«  c»+*,«j 
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1 ndH-z,) 
Ä,  c»— Ä,*— 


128V4»M-«* 


2(KÄ»»— Ä,*)  . c(»>-»i) 


8tt»*(4tt*  4v*  -j-  2c*) 


c(4r*  + c*)  (4m*  -f-  c*)  (4tt*  + 4v* -f-  c*) 


1 2m  c 


2 


+ c (4t;8  -|-  C*)i 


tt*t;*(2M*  + 2r*  + c») 


4c*(4t;*  -j~  c*)  (4m*  -|-c*)(4m*  -f-  4ü*-}"  * 

1 (4m*+C*)(4»*+C*)  M*M* 

5l2  c*(4m* -f* 4ü* -|“  ^?*)  32(4m*-}- c*)  (4M*-f-4i>*-j-c*)’ 

Das  Integral  lässt  sich  nicht  vollständig  durch  die  algebrai- 
schen Functiouen,  den  Logarithmus  uud  die  Arcustaugeute  darstelle ii, 
sondern  führt  auf  transcoudente  Functionen  anderer  Art. 


1024v>^4M*-t-c*  ^^V4v*  4-c*  128(4u*+4r*  -f-c*) 

c 2m 


MV 


■ Ara 

(c‘— Ä,*)  (c>— 
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f 

*1  tl 

zeu  0 und  1 auf  eine  einfache  Gestalt  reduciren  doch  ist  es  leicht 
einzusehen,  dass  für  u und  v keine  Werte  gefunden  werden  kön- 
nen, der  Art,  dass  zj  *=  1 und  zugleich  zj  = 0 wird. 

Es  ergiebt  sich  ferner: 

_ 2m  c 2m  , UV“ 

~ 5 1 ^ “ 512  7 + 128(4u»+4»*+i*j 

“l28(4M^+4y^  -f  2Ö48  (4m^+4ü^+c^)c*  ‘ 

Alle  übrigen  Coefficienten  7 lassen  sich  aus  den  aufgestellten  un- 
mittelbar herlcitcn,  dann  aber  ergiebt  sich  aus  11)  der  Lehrsatz: 

I.  Der  geometrische  Ort  der  Pole,  zu  denen  ein  und  dasselbe 
Volumen  der  Wellcnfläche  gehört,  die  einem  endlichen  Oberflächenstück 
des  hyperbolischen  Paraboloides  entspricht,  ist  eine  Oberfläche  dritter 
Ordnung;  und  dessen  Umkehrung. 

II.  Bewegt  sich  das  in  der  früher  definirten  Weise  begrenzte 
Oberflächenstück  des  hyperbolischen  Paraboloides  so,  dass  erstens 
die  begrenzenden  Linien  sich  stets  parallel  bleiben,  dass  ferner  der 
Schnittpunkt  derjenigen  Geraden,  die  der  X-  und  P-Axe  resp.  gleich- 
gerichtet sind,  auf  einer  Oberfläche  dritter  Ordnung  V = Const  gleitet, 
so  sind  die  Volumina  der  entsprechenden  auf  den  Coordinatonanfang 
bezogenen  Wellenflächen  einander  gleich. 

Durch  die  complicirte  Form  der  Grössen  I und  namentlich  durch 
den  Umstand,  dass  'das  Doppelintegral  /g,;  auf  eine  transcendente 
Function  führt,  wird  es  unmöglich,  in  ähnlicher  Weise  wie  bei  den 
vorhergehenden  Flächen  eine  grössere  Reihe  von  Lehrsätzen  aufzu- 
stellen. Immerhin  aber  dürften  die  Untersuchungen  die  Theorie  der 
Fusspunktflächen  etwas  weiter  geführt  und  in  eigentümlicher  Weise 
beleuchtet  haben. 

Zum  Schlüsse  kann  ich  nicht  umhin,  eine  angenehme  Pflicht  zu 
erfüllen,  es  auszusprechen,  dass  die  lebhafteste  Anregung  und  dau- 
ernde Hilfe  mir  aus  dem  Interesse  erwuchs,  dass  Herr  Prof.  Krause, 
dem  ich  au  dieser  Stelle  meinen  verbindlichsten  Dank  sage,  der  vor- 
liegenden Arbeit  entgegenbrachte. 

86)  cf.  Bcrtruml,  Calcul  differcnlid  ct  iiitegrnl. 


M 

f 
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'T_L  I?  t lassen  sich  für  die  Ge- 
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XIII. 

Erweiterung  einiger  Sätze  der  Flächentheorie 

auf  n Dimensionen. 

Von 

R.  Hoppe. 


Unter  dem  Titel:  Einfachste  Sätze  aus  der  Theorie  der  mehr- 
fachen Ausdehnungen  — habe  ich  in  T.  LXIV.  S.  189.  mehrere  solche, 
grösstenteils  fundamentale  Sätze  zusammengcstellt , die  ohne  wesent- 
liche Aenderung  der  Form  durch  Erweiterung  aus  der  Euklidischen 
Geometrie  auf  beliebig  viele  Dimensionen  übertragen  werden  können. 
Diesen  Aufsatz  betrachtete  ich  als  Anfang  einer  Sammlung  offen  für 
weitere  Vermehrung.  Später  habe  ich  einige  Themata  behandelt* 
welche  Beiträge  dazu  enthalten.  Der  Satz  „über  den  Winkel  von  n 
Dimensionen“,  T.  LXYI.  S.  448,  gehört  dahin,  obgleich  die  entspre- 
chenden Sätze  in  der  Ebene  und  im  Raume  nicht  vorher  bekannt 
waren.  Dasselbe  gilt  von  den  „drei  Sätzen  für  Inhaltsbcrecbnung  in 
der  Mehr-Dimensionen-Georaetrie“ , T.  LXIX.  S.  3.  385.  Der  Auf- 
satz T.  LXVU.  S.  29.  enthält  die  Erweiterung  des  Euler’schen  Satzes 
von  den  Polyedern  auf  n Dimensionen  aufgestellt  und  so  bewiesen 
für  4 Dimensionen,  dass  der  allgemeine  Beweis  daraus  ersichtlich 
ist.  Noch  sind  dahin  zu  rechnen  die  Sätze,  welche  sich  auf  die  3 
Reihen  von  regelmässigen  linear  begrenzten  Figuren  beziehen  und 
für  jede  Anzahl  > 2 von  Dimensionen  gelten. 


Im  Folgenden  füge  ich  einige  Sätze  hinzu,  deren  erster  zwar, 
wie  manche  andre,  bekannt  ist,  der  aber  gerade  um  seiner  bekannten 
Bedeutung  willen,  nach  gleichen  Grundsätzen  wie  die  vorhergehenden 
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fundamentalen  Sätze  behandelt  zu  werden  verdient  Einige  von  diesen 
Grundsätzen  mögen  hervorgehoben  werden,  weil  sie  nicht  von  allen 
Bearbeitern  gleicbmässig  beobachtet  zu  werden  pflegen.  Die  Mehr- 
dimensionengeometrie  ruht  auf  Euklidischer  Grundlage.  Jede  Ueber- 
schreitung  des  Euklidischen  Gebietes  stützt  sich  auf  analytische 
Rechnung  derselben  Form,  in  welcher  sie  durch  ihre  Euklidisch  gee- 
metrische  Bedeutung  realisirt  wird , derart  dass  jedes  in  mehrdimen- 
sionalen ^ Gebilden  enthaltene  linear  dreidimensionale  Gebilde  der 
Euklidischsn  Geometrie  entsprechen  muss.  Irgend  ein  alle  betrach- 
teten Gebilde  umfassendes  Gebilde  muss  als  linear  vorausgesetzt  wer- 
den; nur  relativ  zu  diesem  haben  die  geometrischen  Bestimmungen 
einen  Sinn. 

Was  die  Terminologie  betrifft,  so  sind  mehrdeutige  Ausdrücke 
zu  verwerfen.  Das  Wort  Raum  ist  bereits  mehrdeutig  in  vulgärem 
Gebrauch ; um  so  mehr  ist  Grund  den  Euklidischen  Sinn  festzuhalten 
und  keine  Erweiterung  zuzulassen.  Den  Ort  eines  mit  n Parametern 
variirenden  Punktes  habe  ich  eine  n dehnuug  genannt.  Wird  er  allein 
durch  lineare  Gleichungen  zwischen  den  Coordinaten  bestimmt,  so 
heisst  die  ndehnung  linear.  Durch  letzteres  Wort  wird  also  das 
Analogon  zum  Attribut  eben  benannt,  welches  gleichfalls  nicht  in 
weiterem  Sinne  gebraucht  werden  sollte.  Der  Raum  ist  dann  eine 
unbegrenzte  lineare  Dreidehnuug  und  hört  bei  Ueberschreitung  der 
Dreizabl  der  Dimensionen  auf  ein  einziger  zu  sein,  wie  es  beim 
Uebergang  von  der  Planimetrie  zur  Stereometrie  mit  der  Ebene  der 
Fall  ist. 


I. 

Unsere  erste  Aufgabe  wird  sein,  die  Krümmung  einer  n dehnung 
in  einer  linearen  (n-|-l)  dehnung  analytisch  darzustellen. 

Der  von  Gauss  defiuirte  Begriff  der  Krümmung  einer  Fläche 
lässt  sich  unmittelbar  auf  beliebige  Dimensionszahl  übertragen.  Wir 
ziehen  in  gleicher  Richtung  mit  der  Normale  der  n dehnung  iV  im 
Punkte  X eine  Gerade  vom  Anfangspunkt  von  der  Länge  = 1.  Der 
Ort  des  Endpunktes  sei  r.  Erzeugt  der  Punkt  x das  Element  8A’, 
und  gleichzeitig  jener  Endpunkt  das  Element  0P,  so  ist  der  Quotient 

8A' 

der  Ausdruck  der  Krümmung  von  N im  Punkte  x. 

Die  Coordinaten  eines  Punktes  von  N seien 

55,  55j,  ...  Xf% 
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Die  Gloichungen  einer  Tangente  an  N im  Punkto  x sind: 


I = OJ-f-Ä 


dx 

äJ' 


etc. 


Erzeugt  nun  der  Punkt  x die  n dehnnng  bei  Variation  der  n Para- 
meter ti,,  ...  Um,  so  wird 


* \,au,3«  ^3utd,  ^■■•dundt)' 

woraus  nach  Elimination  der  du,,  ...  dun: 


dx  dx  dx  y 

du,  Stt,  * dtt,i  * 


0 


(1) 


das  ist  die  Gleichung  einer  linearen  ndebnung,  welche  N berührt. 
Die  Coefficienten  der  I sind  proportional  ihren  Richtungscosinus  p, 
Pi,  ...  pn<,  welche  zugleich  Richtungscosinus  ihrer  Normale  sind. 
Man  bat  also: 


dx  dx  dx 

du, 


(2) 


Projicirt  man  nun  das  Element  dN  auf  die  lineare  u dehnung 
7«  =*  0 , so  ist  nach  bekanntem  Ausdruck  für  das  Element  einer 
linearen  n dehnung  die  Projection  (u.  a.  bewiesen  in  T.  LXIV.  S.  197) 


folglich 


pndN  -= 


dx  dx  dx 

duj  Sü, 


dt4j  du,  ...  du» 


dN  =»  tdu^  du,  . . . dun 


Der  ConstrnctioD  zufolge  sind  nun  p,  />i,  ...  pn  zugleich  die 
Coordinaten  des  Punktes,  welcher  P erzeugt,  und  die  Richtungscosinus 
der  Normale  von  P.  Wendet  man  also  die  vorigen  Gleichungen  auf 
die  n dehnnng  P an,  so  erhält  man,  entsprechend  (2) : 


dp  dp 

qpn  = 

and  entsprechend  (3): 

dp  qduj  dl 
daher  ist  die  gesuchte  Krümmung: 

dJ 

m 


dp 


diSn 

(4) 

..  dun 

(5) 

U 

‘Ja. 

'K  1 

(6) 
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Sei  nun 


duH  “ ä^,  + s; + ••  • ^ 

..  öar* 


(7) 


Multiplicirt  man  mit  summirt  von  * = 0 bis  ifc  = n und  setzt 


^ du,  dug  — 


SO  kommt: 


d^Xi 


— Efih  = Ahi  egi‘j-Ah2eff2-{'  ...  Aknegn 

g = 1,  2,  ...  n 

Dies  Gleich nngssystem  aufgelöst  gibt: 

Ah/  J =»  —vi/Eih  - v2fE2h—  ...  —Vn/E^f 

wo 


(8) 


(10) 


(11) 


^2  • • • 

®21  ^22  • • • ®2m 


^nl  ^n2  • • . 


(12) 


und  als  ünterdeterminante  dem  Element  eg/  entspricht 

Führt  man  jetzt  die  Werte  (7)  in  die  Determinante  (4)  ein  so 
zerfällt  sie  in  das  Product:  ’ 


qpn  = 


•^11  ^12  •••  -^In 
“^21  •'^22  -^2m 


dx  dx  dx 


Af%\  Afi2  ...  ,Af^f^ 


Der  zweite  Factor  der  Rechten  ist  nach  Gl.  (2)  =tp«,  folriich  der 
erste  nach  Gl.  (6)  = K. 

Führt  mau  in  diesen  wieder  die  Werte  (11)  ein,  so  zerfällt  die 
Determinante  der  A nochmals  in  ein  Product,  nämlich: 


^11  ^12  ••• 

■^11  ^1%  • • ' Ejig% 

(—1)»» 

*'*21  *^22  • • • ^2h 

■^21  -^22  •••  H2h 

V»1  Vn2  • . . Vnn 

En\  Eh2  ...  Enn 
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Die  Determinante  der  v ist,  als  adjungirte  der  Determinante  (12), 
^*“1,  folglich 


Ejj  Ej2  ••• 

^12  • • • ß\n 

K = (-1)“ 

Lji  -ßjs  •••  E2n 

t t - - t f 

• 

• 

• • • ^2m 

Eni  En2  . . . Enn 

ßnl  ßn2  . . . ßnn 

Hiermit  ist  die  Krümmung  in  Elementen  ansgedrUckt,  die  von 
der  Lage  der  Coordinatenaxen  unabhängig  sind , ohne  dass  vorher  t 
und  q in  ebensolchen  Elementen  dargestellt  waren.  Man  kann  jetzt 
nachträglich  nach  dieser  Darstellung  fragen. 


Wir  wenden  dazu  Gl.  (2)  für  beliebiges  p in  der  Form  an: 


tpk 


dx  dx 
dii]  du^ 


Bx 

Bufi 


0 

0 

Bxk  ' Bxk  Bxk 

äSj  • • • ^ 

0 


Dies  ins  Quadrat  erhoben,  gibt  mit  Anwendung  der  Gl.  (8): 

Bxk 


tW 


^11  ^v. 


€21  «22 


ßln 


Bu^ 
Bxk 


Bxk 

6nl  C«2  • . • ßnn  5 

ÖUn 

Bu^  Bu^  ’ Bun 


Entwickelt  man  die  Determinante  nach  Elementen  der  letzten  Vor- 

ticalreihe,  fügt  jedes  solche  Element,  z.  B.  der  letzten  llori/.on- 

talreihe  als  Factor  zu,  summirt  dann  das  Ganze  von  bis  ^ — »i, 

so  wird  diese  letzte  Horizontalrcihe  chi  £/,j  ...  a„,  ergänzt  uIhu  dU' 
Determinante  welche  stets  mit  negativem  Vorzelelien  erneludnti 
nur  der  letzte  Term  der  Entwickelung,  zum  Elomont  l g«di(lrig , Ui 
nnmittelbar  = J und  gibt  nach  Summation  (n+J)//;  davon  tlio  n 
übrigen  Terme  = J subtrahirt  gibt: 
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Da  nun  nach  Gl,  (3)  t stets  reell  ist,  so  folgt,  dass  /d  immer  positiv 

I 

ist,  und  man  hat: 


t 


^11  ^12  • • * 

Cjl  • . ♦ C2n 


6f»l  Cn2  . , • 


Nach  Gl.  (6)  ist 


2 


tK 


also  nach  Einsetzung  des  Wertes  (13)  für  K: 


■^I 1 

^11  ^2  • • • j 

2 = ± 

Lgj  Lj2  • • • 

-V 

eji  ögj  . . . 62n 

-Eni  £h2  • . • -E»in 

€»2  . . . ßnn 

(15) 


II. 


Der  Satz,  dass  die  Hauptnormale  einer  kürzesten  Linie  auf  einer 
Fläche  im  Raume  mit  der  Normale  der  Fläche  zusammenfUllt , gilt 
nicht  nur  in  Erweiterung  auf  die  ndehnung,  sondern  bedarf  auch 
keiner  neuen  Herleitung,  da  der  gewöhnliche  Beweis  (T.  LIX.  S.  266) 
auf  beliebig  viele  Dimensionen  anwendbar  ist  Wir  können  daher 
als  bewiesen  voraussetzen: 


„Die  zweiten  Differentialquotienten  der  Coordinaten  eines  Punktes 
„auf  einer  ndehnung  in  einer  linearen  (n+l)dehnung  nach  dem 
„Bogen  einer  kürzesten  Linie  auf  ihr  verhalten  sich  wie  Richtungs- 
„Cosinus  ihrer  Normale“. 


d^x  dz 

Durch  und  die  Anfaugswerte  von  x und  ^ sind  die  x be- 


stimmt Die  so  bestimmte  Curvo  ist  es  dann,  die  wir  hier  unter 
einer  Kürzesten  verstehen. 


Im  folgenden  soll  das  Analogon  eines  zweiten  Satzes  von  den 
Kürzesten  hergeleitet  werden.  Zunächst  sind  die  partiellen  Differen- 
tialquotienten 2.  Ordnung  von  x auf  die  1.  Ordnung  und  auf  p zu- 
rückzuführen, unter  der  Voraussetzung  orthogonaler  Parameter.  Wir 
nehmen  an,  dass  die  Linien,  welche  der  Punkt  x bei  Variation  je 
eines  Parameters  beschreibt,  in  rechten  Winkeln  von  ihm  ausgehen, 
dass  also 

i 
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ekh  = 0 für  fc  ^ Ä 


und  der  Kürze  wegen  eut  •=•  ei  sei,  und  setzen : 

0*X  I y-L 


(16) 


Mnltiplicirt  man  mit  p,  substituirt  die  übrigen  * und  p und  summirt, 
so  erhält  man: 

Eik  “ Cu 
dx 

Mnltiplicirt  man  statt  dessen  mit  so  gibt  die  Summe: 

0*»  dx  „ „ 

2 5 K~~  ä“  ” ^ Bihp  HiÄg  tg 

ouk  dti*  OUg  fx 

woraus  durch  Vertauschung  von  k,  A,  g: 


B^x  dx 


dujkdug  Bui 

4 

0*ar  Bx 
äug buk  Buh 


ö-  -=•  Bhgkek 


= Bgkkth 


Addirt  man  jo  2 dieser  3 Gleichungen,  so  kommt: 

=»  Bkgkek-{- Bgiktk 

=M  Bgkheh-^-Bkkgeg 

= Bkhg  eg  + Bhgk  ek 

Für  ungleiche  A,  A,  g sind  die  Linken  null,  folglich  allgemein: 

Bkgh  = 0 für  ungleiche  A,  A,  g 

Sei  A =?  A ^g ; dann  erhält  man : 

eck 


Bkgi  Bgkk  — Bug  ’ '2cg  Bug 


(17) 


endlich  für  A — A = <7 


1 Bei 
Bkkk  2ek  §üik 
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Seien  nun  2 Scharen  von  Parameterlinjen  eutaprechend  Ufi  und 
Uv  Kürzeste.,  also  nur  Function  von  u^u,  und  ev  nur  von  up.  Dann 
ist  auf  einer  Fläche,  erzeugt  bei  Variation  von  und  u,,  das  Linien- 

element  

ds  => 

allgemein  gleich  dem  auf  einer  Ebene,  daher  jene  Fläche  (Parameter- 
fläche) auf  der  Ebene  abwickelbar.  Das  Ergebniss  lautet: 

„In  einem  System  orthogonaler  Parameterlinien  können  nur  dann 
„2  Scharen  Kürzeste  sein,  wenn  die  von  ihnen  erzeugte  Fläche  aaf 
„der  Ebene  abwickelbar  ist.“ 

Ist  ferner  die  Parameterlinie  (n^u)  Kürzeste,  so  ist  ein  Bogen 
von  ihr 

UfiO 

unabhängig  von  allen  übrigen  Parametern,  bleibt  daher  von  con- 
stanter  Länge,  wenn  man  ihn  mit  einem  oder  mehreren  andern  Para- 
metern längs  N variiren  lässt.  Da  er  aber  den  kürzesten  normalen 
Abstand  der  2 Orte  seiner  Endpunkte  misst,  so  folgt  der  Satz: 

„Besteht  eine  Schar  Parameterlinien  eines  orthogonalen  Systems 
„aus  Kürzesten,  so  bestehen  alle  übrigen  Scharen  aus  Äquidistanten 
„(geodätischen  Parallelen).“ 

Eine  zweite  Anwendung  der  Formeln  (18)  (19)  ist  die  folgende. 
Eliminirt  man  durch  partielle  Differentiation  die  linken  Seiten,  führt 
die  entstehenden  Differentialquotienten  2.  Ordnung  mittelst  der  For- 
meln (18)  (19)  und  (7),  welche  letztere  für  orthogonale  Parameter 
lautet : 

Ei^  Bx 
u ^Ufi 


^ V 

Buh  f. 


(21) 


Bx  dx 


auf  erste  Ordnung  zurück  und  vergleicht  die  Coefficienten 


Bx 


^ (wo  k,  A,  II  als  ungleich  anzunehmen  sind),  so  erhält  man  im 


ersten  Falle  eine  identische  Gleichung,  in 
die  Formeln: 


den  beiden  andern  aber 


Ekk  Fhk 
Ekh  Ehk 


1 dek  ^ I 1_  ^ ^ 
2ci  Buk  Buk  ' 2ca  Bum  8um 


4.  J_  V4_  Jl  i 1: 

' 4ek  \BumJ  ' 4cm  \dukj  2 Sii**  2 


1 d^eh 

2 Buk* 


U W Buy,  BUfj^  \ < ) 


(22) 


Digitized  by  Google 


Hoppe:  Krweiteruug  einiger  Sätze  der  Flächentheorie  aufn  Dimensionen.  287 


Eftk 

Ea  Euh 


1 9cjk  ce^  1 det  Beit  . 1 Bei  Bei 

4«/i  Bufi  Buk  ' 4«*  9ma  Buu  ' 4cjk  9«*  duft 


1 B^ej 

2 9ua  Bui, 


(A:,  h,  fl  ungleich) 


(23) 


Allo  91  dehnungeu  nun , die  in  denselben  Parametern  dargestellt 
in  den  Grössen  e Ubereinstimmen,  sind  offenbar  auf  cinauder  ab- 
wickelbar, weil  die  entsprechenden  Linienelemente  auf  allen  gleich 
sind.  Auch  ist  das  Umgekehrte  leicht  ersichtlich.  Die  Gl.  (22)  (23) 
zeigen  also,  dass  alle  auf  einander  abwickelbare  n dehnungen  in  den 
Grössen 


Eii  Ekk 
Eik  Ekk 


und 


Ekk  Efjk 
Ekk  Efik 


(24) 


f&r  ungleiche  k,  A,  fi,  wenn  sie  in  denselben  orthogonalen  Parametern 
dargestellt  sind,  mithin  in 

ln(f»  — 1)  + J»(9i— l)(n  — 2)  *=  J(»»  + l)»(« —1) 

Complexen  2.  Grades  der  Grössen  E übereinstimmen. 

Dies  ist  in  der  Tat  eine  Erweiterung  ohne  Aenderung  der  Form 
and  Herleitung  eines  Satzes  der  Flächentbeorie  in  zweierlei  Hin- 
sicht: erstens  sofern  die  Gl.  (22)  einer  Gleichung  von  Gauss  un- 
mittelbar analog  ist,  zweitens  sofern  die  Uebereinstimmuug  der  er- 
stem Determinante  im  Falle  der  Abwickelbarkeit  auf  allen  n deh- 
nungen  ebenso  gilt  wie  auf  Flächen. 


Keine  Analogie  hingegen  ergibt  sich  in  zwei  andern  Beziehungen 
Erstens  ist  für  t»  =>  2,  d.  h.  auf  Flächen,  die  Determinante  (22)  der 
Dividend  im  Ausdruck  der  Krümmung  (13),  deren  Divisor  nur  von 
den  e abhängt.  Dies  gilt  für  grössere  n nicht  mehr,  und  die  Gl.  (22) 
(23)  sind  überhaupt  unzureichend  den  Satz  darzutun,  dass  auch  die 
Krümmung  auf  einander  abwickelbarer  n dehnungen  gleich  ist.  Zwei- 
tens kann  man  auf  Flächen  aus  der  Krümmung  als  Invariante 
schliessen,  dass  jene  Determinante  von  den  Parametern  unabhängig 
ist,  was  nun  für  n > 2 nicht  mehr  geschlossen  werden  kanu. 


Näheres  findet  man  hierüber,  indem  mau  die  Gl.  (18)  nach  ug 
differentiirt,  wo  k,  A,  g ungleich  sind.  Die  linke  Seite  ist  dann  sym- 
metrisch; daher  bleibt  sich  die  rechte  bei  jeder  Vertauschung  von 
g gleich.  Unter  den  6 gleichen  Ausdrücken  sind  nur  zwei  nicht 

identische.  Vergleicht  man  die  Coefficienten  von  - und  5— . 

ÖUk  ÖUk  OUg 

80  findet  man  die  Relation  (23)  wieder.  Nur  die  Coefficienten  von 


cx 


wo  fl  von  A,  A,  g verschieden,  ergeben  eine  neue  Relation, 
nämlich 
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Ekh  Egjx  — Ehg  Ek  u = Ekg  Eh  u 
Hiernach  ist  für  irgend  4 ungleiche  Indices  k,  Zt,  g,  ft 


Ekh  Egh 
Eku  Egß 


= 0 


(25) 


Die  3 Determinanten  (24)  (25)  erschöpfen  die  möglichen  Formen 
der  in 

•^11  -^12  Fln 


D 


E^i  £2^  . . . E2n 
• • • ^ • 
Etil  E^ti2  • . . Enn 


(26) 


enthaltenen  Unterdetermiuanten  2.  Grades.  Ist  daher  n gerade , so 
^ässt  sich  D in  lauter  solchen  Determinanten  darstellen,  die  teils 
null,  teils  Functionen  der  e und  ihrer  Derivirten  sind.  Für  gerade 
ist  demnach  auch  die  Krümmung  von  N Function  der  e und  ihrer 
Derivirten  und  bleibt  bei  Biegung  von  ^ unverändert.  Ferner  ist 
D unabhängig  von  den  Parametern. 

Ist  n ungerade,  so  hat  D die  Form 

D = EzkuEkp 

wo  die  € Functionen  der  e und  ihrer  Derivirten  sind. 


Setzt  man  ferner 


Ekk  Ef^k 

Ekh  EZpk 


dkhu 


SO  ist  vermöge  der  Gl.  (25) 

dkhfi  Efih 

dkgp  E^g 


(27) 


Demnach  sind  die  Quotienten  aller  E von  ungleichen  Indices  Func- 
tionen der  e und  ihrer  Derivirten,  und  man  kann  setzen: 


Ekh  — dkhE^2 

Dann  gibt  Gl.  (27): 


Ekk  = 


dkhduk  ,,  , 


dk  hfl 

duh  E^2 


Folglich  hat  D für  ungeiado  n die  Form: 


D = dE^2  + 


dp 

E,2 
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WO  do  bei  Biegung  von  N unverändert  bleiben,  während 
Tariiren  muss,  weil  sonst  alle  E und  0,  somit  die  ndehnung  selbst 
aoTerändert  bliebe.  Es  hat  sich  ergeben: 

^flr  gerade  n bleibt  die  Krümmung  einer  ndehnung  bei  deren 
, Biegung  unverändert,  für  ungerade  n nicht.^^ 


Eine  kurze  Zusammenstellung  der  Resultate  ergibt: 

1.  Die  Krümmung  einer  n dehnung  N in  einer  linearen  (n  1) 
dehnnng  hat  den  Wert  (13). 

2.  Das  Element  dN  dividirt  durch  die  Differentiale  der  Para- 
meter hat  den  Wert  (14). 

3.  Das  Element  der  Indicatrix  der  Normalo  von  N durch  das- 
selbe Product  dividirt  hat  den  Wert  (15). 

4.  Die  Krümmung  von  N bleibt  für  gerade  n bei  Biegung  con* 
stant;  desgl.  die  Determinante  (26)  nebst  allen  Unterdetermiuanten 
geraden  Grades. 

5.  Die  Hauptnormale  einer  Kürzesten  auf  N ist  zugleich  Nor- 
male von  S» 

6.  Die  partiellen  Differentialquotienten  2.  Ordnung  der  Coor- 
dinaten  haben  für  orthogonale  Parameter  die  Werte  (18)  (19). 

7.  Ist  für  orthogonale  Parameter  ein  Coefhcient  im  Ausdruck 
des  Linienelements  nur  Function  des  zugehörigen  Parameters,  so  ist 
die  entsprechende  Parameterlinie  Kürzeste,  und  umgekehrt. 

8.  Der  zweite  Differentialquotient  einer  Coordinate  nach  dem 
Bogen  einer  Linie  auf  N hat  den  Wert  (20). 

9.  In  einem  System  orthogonaler  Parameterlinien  können  nur 
dann  2 Scharen  Kürzeste  sein,  wenn  die  von  ihnen  erzeugte  Fläche 
abwickelbar  ist 

10.  Besteht  eine  Schar  Parameterlinien  eines  orthogonalen  Sy- 
stems ans  Kürzesten,  so  bestehen  alle  übrigen  Scharen  aus  Aequi- 
distanten. 
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Hoppe:  Uebtr  Variation  von  Geradeny 


XIV. 

Ueber  Variation  von  Geraden,  die  an  eine 
Fläche  geknüpft  sind. 


Von 

R.  Hoppe. 


§.  1. 

Das  Folgende  schliesst  sich  an  eine  Arbeit  von  P.  Jssoly:  Sur 
les  diverses  courbures  des  iigues  qa’on  peut  tracer  sur  une  surface. 
Nouv.  Ann,  HI.  p.  522  — 7 — an.  Diese  geht  von  der  Betrachtoog 
einer  variabeln  Linie  S auf  einer  Fläche  aus,  durch  welche  zunächst 
3 orthogonale  Gerade,  die  Tangente  an  Ä,  die  Tangente  an  die  or- 
thogonale Trajectorie  2 und  die  Flächennormale,  bestimmt  sind. 
Nun  findet  der  Verfasser  das  Wort  Krümmung  schon  in  mehrfachem 
Sinne  in  Gebrauch,  ausser  der  Krümmung  der  Curve  im  Raume  wird 
ihre  geodätische  Krümmung  auf  der  Fläche  ln  Betracht  gezogen, 
vielleicht  auch  Krümmungen  in  manchem  andern  Sinne.  Er  geht 
auf  diesem  Wege  weiter  und  entdeckt  manche  interessante  Bezieh- 
ungen zwischen  den  Grössen,  die  der  Krümmung  analog,  den  Winkel 
zwischen  den  consccutiven  Geraden  messen.  In  der  Tat  kann  man 
jede  variabelo  Gerade  als  Parallele  der  Tangente  einer  Curve  an- 
sehen.  Die  Krümmung  dieser  Curve  hängt  dann  ausserdem  von  dem 
willkürlichen  Liniouelement  ab.  Als  solches  wählt  Jssoly  gemeinsam 
für  alle  Geraden  dS.  Die  Geraden  sind  zuerst  die  3 genannten  *,  eine 
Vermehrung  ergibt  sich  durch  Projectiou  der  Curven  nebst  ihren 
Tangenten  auf  2 orthogonale  Ebenen,  die  durch  jene  Geraden  gehen. 

Die  analytische  Ausführung  ist  nicht  angegeben,  doch  lässt  sich 
leicht  eine  allgemeine  Formel  dafür  aufstellen.  Wir  geben  die  Coor- 
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dinaten  nnd  Gleichnngen  nar  in  Bezag  auf  eine  Axe,  die  x Axe  an. 
Die  Projection  ar,  eines  Punktes  x auf  eine  Ebene 


hat  die  Coordinate: 
woraus : 


£bx  «*=»  0 
*1=«  — b Sbx 
Bxi  = dx — bSbBx 


(1) 


Ist  X ein  Punkt  einer  Curve  s,  so  findet  manx 

«=  8s* — {£bdx)* 

daher 


(2) 


Da  hierauf  eine  Parallelverschiebung  keinen  Einfluss  hat,  so  kann 
man  statt  der  Tangente  eine  beliebige  Gerade  setzen,  deren  Rich- 
tuDgscosinuB  a sei;  dann  wird  in  der  Projection  fttr  a 

a — b£ba 

^ Vl  — iübäy 


Dies  bei  .constanten  b differentiirt  gibt: 

* [l  — — (Ä  — a£ba)2bda 

®“*  ” [1— (iia)>Q3 

Die  Summe  der  Quadrate  der  Analogen  ist: 

= {«a«  - ) : [1  - (-Si»)*]  (4) 

Die  Quadratwurzel  hieraus  ist  das  Differential  des  Drebungswinkels 
der  auf  die  beliebige  feste  Ebene  (1)  projicirten  Geraden.  Um  die 
von  Jssoly  für  alle  Fälle  untersuchte  Grösse,  die  wir  den  Dreh- 
ungsquotienten einer  Geraden  nennen  wollen,  zu  finden,  bat 
man  jene  Quadratwurzel  durch  dS  zu  dividiren. 

Bei  allen  in  der  citirten  Schrift  vorkommenden  Anwendungen  ist 
die  Ebene  (1)  eine  solche,  die  durch  die  momentane  primitive  Ge- 
rade gebt,  so  dass  stets 

£ba  *=  0 


ist,  wo  zwar  b mit  a variirt,  aber  bei  der  Operation  (3)  als  constant 
zu  denken  ist.  Hiernach  vereinfacht  sich  die  Formel  zu 

^aa,2=  £da*-{£bda)*  (5) 

19* 
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Hoppe:  Ueber  Variation  von  Geraden^ 


§.  2. 

Wir  werden  von  folgenden  kinematischen  Formeln  Gcbraach 
machen. 


Yariirt  eine  Gerade 

f*-»  «-f-OIÜ 

wo  a ihr  Richtnngscosinns , so  ist  das  Differential  ihres  Drehnngs- 
winkels 

- V 


Bezeichnet  den  Richtungscosinns  ihrer  momentanen  Rotationsaxe, 
so  ist 


a a* 


wo 


da 

“ y 


(7) 


den  Richtungscosinns  der  momentanen  Bewegung  der  Geraden,  d.  h. 
eines  Lotes  auf  die  Gerade  in  einer  der  consecutiven  Geraden  pa- 
rallelen Ebene,  darstellt  Ans  a und  a*  wird  in  Determinanten- 
form gefunden. 


Der  Drehpunktsabstand,  d.  i.  die  Strecke  vom  Punkte  a bis  zur 
momentanen  Rotationsaxe,  ist 


Zdada 


Die  Gleitung  der  Geraden  längs  der  Rotationsaxe  oder  ihr  nor- 
maler Abstand  von  der  Consecutiven  ist 


wo 


a a!  da 


Die  Variationen  der  Richtungscosinus  sind: 

öo|  = — /f  0a  , da'  •=»  — a)y  £da* 


a a'  a" 


(9) 


(10) 


§.  3. 

Die  Figur,  an  welche  sich  unsere  Betrachtung  knüpft,  besteht 
aus  einem  System  zweier  orthogonal  sich  schneidender  Curven- 
°charen,  die  wir  der  Einfachheit  wegen  zu  Parameterlinien  der  u und 
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V nehmeD,  auf  einer  Fläche  und  den  folgenden  dadurch  bestimmten 
Systemen  von  Geraden. 

Vom  Flächenpnnkte  O aus  gehen  die  Tangenten  OT,  OH  an  die 
Parameterlinien  der  u und  v and  die  Flächennormale  ON. 

Bei  Variation  von  u and  v ist  das  erzengte  Linienelement 

Die  Parameterlinienelemente  also  sind 

. V«  duf  y gBv 

Bei  Variation  von  u allein  mögen  die  Richtungen  der  momen- 
tanen Rotationsaxen  von  Or,  OH^  OiVsein  und  ihre 

Bewegnngsrichtangen , normal  za  beiden,  OT,,  O^,,  OiS^, , so  dass 
von  O ans  die  4 Systeme  orthogonaler  Geraden  gehen: 

THN,  TT,T„  NN^N^. 

Die  Richtungscosinus  von  OT,  0/T,  ON  (gegen  die  x Axe)  seien 
bezeichnet  durch  ?»,  n,  p;  ferner  sei 

^ a*«  „ a*« 

^-^p^  (11) 

t — yTg 

Wir  betrachten  nun  die  Variationen  jener  9 Geraden  bei  Vorschic- 
bnng  des  Punktes  O längs  der  Parameterlinie  der  u um  das  Linien- 
element y«au,  was  uns  zum  Teil  auf  die  Resultate  von  Jssoly  führt. 


§.  4. 


Differentiirt  man  die  Grössen 

dx 


dx 


m 


y e du*  **  y g Bv*  ^ 

wo  p durch  die  orthogonale  Lage  der  3 Geraden  gemäss 

m n|)  1 

bestimmt  wird,  nach  u,  so  haben  die  Resultate  die  Form: 


(12) 


(13) 


Bn  Bn  Bp 

^^Cm  — Ap;  ^ = Ari  — Brn  (14) 


f 


DIgillzeü  by^ 


m 


Ho  pp  ex  Ueher  Variation  von  Get^den^ 


Mültipllcirt  inan  die  3 Gleichnngen  nach  einander  mit  m, 
geben  die  Summen  der  Analogen,  ausser  3 Gleichungen  0 
6 folgenden: 


n i p , SO 
— 0,  die 


dm 


£m 


dn 

du 


du 


dm 

— ö— 

du 


B 

C 


womit  zunächst  die  Uobereinstimmung  der  Coefficienten  C in 

Gl.  (14)  bewiesen  ist.  Ausserdem  sind  dadurch  nach  den  Formeln 
(11)  die  2 Werte  bekannt; 


A 


_F 

Vg  ’ 


Bz= 


E 

V« 


Zur  Bestimmung  von  C bat  man,  da  Zmn  = 0: 


also 


^eg  dv 

Setzt  man  demnach 


so  wird 


dy  e de 
dv  2yedv 


de 

2ey  gdv 


(15) 


dm 

k n 

dn 

• 

l p 

dp 

h m 

y e du  ^ 

l p 

y edu 

h m 

yedn^ 

k n 

(16) 


§.  5. 

Aus  den  Diffbrcntialformeln  (16)  ergeben  sich  unmittelbar  die 
Drehungsquotienten  der  3 Geraden  Or,  0£T,  ON,  nämlich: 

yzdm^  , , 

/ 
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Die  piositiTeQ  Ricbtnogeta  der  genannten  Geraden  wählen  wir  con- 
gruen  l den  Axen  der  ar,  y,  *,  schneiden  darauf  Strecken  ab : 

OT=h,  OH=k,  0N=>1, 

and  vollenden  die  Rechtecke: 


HON,  NOT,  TOH 

dann  stellen  deren  Diagonalen  von  O ans  die  Grössen  (17)  dar.  Ihre 
Bedeutung  ergibt  sich  auf  mehrfache  Weise. 


Der  Construction  zufolge  sind  die  Richtungscosinus  der  Diagonalen : 


kn-\-lp  lp-\-hm  hm-\-kn 

VÄ*+r* 


(18) 


Mit  Anwendung  der  Formel  (16)  für  dm  und  der  Relation  (13)  findet 
man  aber: 


dm  kn  Ip 
Zdm^ 


1 


folglich  sind  die  Elemente  der  dritten  Verticalreihe , d.  i.  die  Rich- 
tnngscosinns  der  ersten  Diagonale  nach  Gl.  (6)  die  Richtungscosinus 
der  momentanen  Rotationsaxe  von  OT,  mithin  von  Or,.  Von  den 
beiden  andern  Grössen  (18)  gilt  das  Analoge.  Das  Resultat  ist: 

„Die  Diagonalen  der  3 Rechtecke  OT^,  OH^,  ON^  stellen  der 
Grösse  nach  die  Drehungsquotienten,  der  Richtung  nach  die  momen- 
tanen Rotatiousaxen  der  Geraden  OT,  OH,  ON  dar.“ 


Untersucht  man  ferner  die  Projcctionen  von  OT  auf  die  primi 
tiven  Ebenen 


Znx  = 0,  Spx  = 0 


80  ist  das  Quadrat  des  Drehungsquotienten  einer  jeden  nach  der 
Formel  (5): 

21  dm^  — ( Zn  dm)*  Z dm*  — (Zp  dm)* 

eäu*  * € öu* 

das  ist 

(k* + 1*)  — l*  = k*,  (Jk»-f  l*)  —k*  = l* 


Das  Analoge  gilt  fttr  die  Projectionen  von  OH,  ON,  und  man  findet: 


„Die  Strecken  OT,  OH,  ON,  Projectionen  von  OT^,  OH^,  ON^ 
stellen,  jede  in  doppelter  Eigenschaft,  die  Drehungsquotienten  der 
Projectionen  von  OT,  OH,  ON  auf  die  primitiven  Ebenen  HON, 
NOT,  TOH  dar.“ 
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Hopp  ex  Ueher  Variation  von  Geraden^ 


V 


Hiermit  ist  die  geometrische  Construction  dreier  Resultate  von 
Jssoly  gegeben,  die  derselbe  ohne  Construction  and  ohne  analytischen 
Ausdruck  in  teils  gebräuchlichen,  teils  von  ihm  cingeführten  Be- 
griffen ausgesprochen  aufstellt. 

Die  Grösse  Z,  Krümmung  der  Projection  der  Parameterlinie  u 
auf  die  primitive  Berührungsebene,  ist  die  geodätische  Krümmung 
derselben  Curvo; 'sie  erscheint  hier  als  Projection  der  Krümmung  im 
Raume,  welche  darstellt.  Ihre  andre  Projection  k ist  die  Krtftn- 
mung  des  berührenden  Normalschnitts,  von  Jssoly  nicht  benannt;  da 
er  aber  l die  erste  geodätische  Krümmung  nennt,  soll  vielleicht  h 
die  zweite  heissen.  Die  Grösse  h nennt  er  die  geodätische  Torsion, 

die  Grössen  d^e  tangentielle  und  normale  De- 

viation. 


Ausserdem  ist  OT^  als  Hauptnormale  der  Parameterlinie  u be- 
kannt. 


§.  6. 


Wie  die  erste  Gl.  (10)  zeigt,  hat  die  momentane  Rotationsaxe 
gleiche  momentane  Bewegungsrichtung  mit  der  variirendeu  Geraden 
selbst  Daher  stellen  OTj,  OH^  ON^  dieselbe  auch  für  die  Variation 
von  dar.  Der  Drehungsquotient  hingegen  unter- 

scheidet sich  durch  den  Factor  id,  dessen  Wert  für  OT^  ist 


dm 


dm 


m 


y £dm^  y £ dm^  y £dm^ 


m kp  — ln 


yedu 


(kp  — ln) 


= -(‘+^yk)^V.Tp. 
Demnach  sind  die  Drehungsquotienten: 


W(T^) 

W(H,) 

W(N^) 


, , ldk-kdl  1 

y'edu 

hdl--ldh  1 
yedu 

kdh  — hdk  1 
y e 


(19) 


Die  momentanen  Rotationsaxen  von  07\.  ON^  als  normal 

zu  je  2 bekannten  Geraden,  haben  die  Richtungen  OT,  OH,  ON. 
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Setzt  man 

^=tg/3;  i = lsy  (20) 

SO  kann  man  die  Gl.  (19)  auch  schreiben: 

and  a,  ß,  y erfüllen  die  Gleichung 

tgatgiStgy  = 1 

welche  Jssoly  gleichfalls  findet;  sie  sind  die  Winkel  zwischen  den 
OTj,  ON^  und  bzhw.  OiV,  02",  OH. 


§.  7. 


Die  Gerade  OT^  hat  eine  momentane  Rotationsaxo  parallel  der 
Ebene  TOT^.^  deren  Richtung  sich  nach  Gl.  (10)  bestimmt.  Ihr  zu- 
folge ist  der  Richtuogscosinus 

Setzt  man  = tgd,  so  wird  er 


= oj  cos  d-|~a  sind  (21) 

und  6 stellt  den  Winkel  zwischen  ihr  und  OT^  dar  nach  OT  hin. 
Der  Drehungsquotient  ist 


y e du  cos  d 


also  für  Or„  OHf,  ON^ 

cosd 


Vz*+Ä* 
cos  e cos  ^ 


wo 


tg^ 


h + 


da 

y e du 


tg« 


8|? 

y e du 


1+ 


tg^= 


y edu 


yh^+k 


.2 


(22) 


(23) 


Die  momentane  Bewegung  von  02^  hat  nach  Gl.  (10)  die  Rich- 
tODgscosinns 

Oj  sin  d — a cos  d = Oj  cos  (d  — R)  -}-a  sin  (d  — R) 


(24) 
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Hoppe:  Ueber  Variation  von  Geraden^ 


also  eino  Ricbtang  längs  der  Ebene  T07^  von  der  Rotationsaxe  ans 
um  1 Rechten  weiter  zurück. 

Hiermit  bat  sich  die  betrachtete  Figur  um  2 neue  Tripel  von 
Geraden,  nämlich 

OTg,  Rotationsaxen  und 

024,  0^4,  ON^  Bewegungsrichtungen 

von  OTj,  0^2,  ON^  vermehrt. 

riese  Figur  hat  eine  Centralaxe,  die  in  den  verschiedenen  Tri- 
peln nicht  enthalten  ist.  Die  Ebenen  TOT^  und  HOH-^  haben  die 
Richtungscosinns  von  und  nämlich 

kp  — ln  Im  — hp 

yi»+Ä» 

Daraus  findet  man  als  Richtungsöosinus  ihres  Schnittes: 

Am+fai4-^ 

Da  dieser  Ausdruck  symmetrisch  für  T,  /f,  N ist,  so  folgt: 

„Die  Ebenen  TOT^^  HOIT^  und  NON^  schneiden  sich  in  einer 
Geraden  OP.“ 

Auf  diesen  Ebenen  liegen  12  der  genannten  15  Geraden , die  3 
übrigen  sind  ihre  Normalen.  Man  kann  daher  von  OP  aus  eine 
Uebersicht  über  alle  leicht  gewinnen. 

Ihre  Lage  absolut  im  Raume  ist  durch  die  Richtungscosinua  ihrer 
Normalen  0P„  Oi/,,  OiV^,  nämlich 

kp  — ln  Im  — hp  hn  — km 

Vk^ß*  Vä*+A* 

gegeben.  In  der  Kante  OP  bilden  sie  unter  sich  3 Winkel 

//jOiV,,  N^OTs,  T^OH^ 

deren  Cosinus  sind 

Jd Ih hk 

Die  Lage  der  Geraden  auf  ihren  respectivou  Ebenen  wird  durch 
die  Winkel  bestimmt,  welche  sie  in  O mit  OP  bilden.  Deren  Cosi- 
nus ergeben  sich  leicht  aus  ihren  Richtungscosinus  und  dem  (25) 
von  OP.  Sei  mit  bezüglichen  Indices 

“V 
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Wkl.  FOT  = t!  POH  = i?;  FON  ==  v 
Qod  zur  AbkOrzang 

Va*  + A;*~-^  = q 


80  wind 


COIT  — - 


C08Tj  = 


h 

y*:*+Z* 


cos  = - 


etc. 


cos  i/i 


V?+A> 


C08T« 


y k*  cos  d -j-  Ä sin  d 


cos  1^3 


Vl*+h^  cos  e+i- sine 


yi*+i*sind  — Acosd  Vz^+A^sin«  — Acosf 

CO8T4  = : cos  Va  = 

• q ^ q 

Die  Zweideutigkeit  der  Winkclwerte  hebt  sich,  wenn  man  auch  die 
mit  Or,  etc.  gebildeten  Winkel  znzieht;  dann  ist 

cos(Ti  — t)  0;  C08(fji—rj)  = 0;  cos(v,  — v)  = 0 

C08(t3  — t)  = sin  d ; cos(t/8— »?)  = sin  s ; cos(v3  — v)  = sin 

C08(T4  — t)  = — cosd  ; COS(?/4— 1?)  = — COS  £ *,  COS(V4  — v)  = — COSf 


§.  8 


Die  momentanen  Rotationsaxen  sind  bisher  nur  nach  ihren  Ricb- 
tangen  bestimmt  worden.  £s  bleibt  noch  der  Abstand  des  Dreh- 
punkts von  O zu  bestimmen.  Dieser  ist  durch  die  Formel  (8)  ans- 
gedrückt, worin  indes 


dtt  = ^0u  = wiycött 


durchgängig  dieselbe  Grösse  ist.  Die  Grössen  Ba  sind  lineare  Com- 
plcxe  von  m,  «,  p.  Da  nnn  £m^  «=  1;  £mn  = Emp  = 0 ist,  so 
bleibt  stets  nur  der  Term  mit  dem  Factor  m in  da  za  berücksich- 
tigen. 

Die  Grössen  da  sind  einesteils  durch  die  DiflFcrentialformeln  (16) 
gegeben,  anderntcils  durch  die  Gl.  (10),  wo  für  die  Werte  tgd, 
tg£,  tg^  zu  setzen  sind,  auf  da  zurückgefübrt. 


Bezeichnet  R{T)  den  Drehpunktsabstand  der  beliebigen  Ge^ 
raden  OT  von  O,  so  ist 

-sr' 
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k 


R{T)-0-, 
JtT,)  - 0; 


Ä(7/)  = 


l 

Z*+A»’ 


Ä(iV)  - 


R(Hi)  - 


Zcott 


R{N^) 


Ä;COt^ 


72(r,)  - 


cos^J 

Vk*+P' 


Asintcost 
Z«+A»  ’ 


Asin^cos^ 
~ A*+A* 


Einfach  gestaltet  sich  noch  der  Drehpnnktsabstand  für 
O/fg,  ONq.  Differontirt  man  den  Ansdmck  (21)  des  Richtangscosinos 
von  OjTs,  so  kommt: 

3(ajC0sd  4-  «sind)  «=»  — tgd  da  cosd  ~ o^ddsind  -f-3  osind  -f-  addcosd 

— — .öd(oiSind — acosd) 

woraus  zunächst: 

= - v?8S  <26) 

dann  nach  der  Formel  (8): 


"TO 

daher  bei  gehöriger  Vertauschung  im  letzten  Factor  allein: 

y e du  . i/  e du  Asin  r 


dd 


cosö; 


y g 8tt  Asln^ 

0f  VÄ»+Ä» 


Die  Grössen  R mnltiplicirt  mit  den  Richtungscosinus  der  be- 
wegten Geraden  sind  zu  x zu  addiren,  um  die  Coordinate  der  Aus- 
gangspunkte der  momentamen  Rotationsaxen  zu  finden. 


§.  9. 

Der  Gleitungsquotient  oder  das  Verhältniss  des  Normalabstandes 
der  consccutiven  Geraden  zu  der  Verrückung  ergibt  sich  aus  der 
Formel  (9) , wo  da  stets  = m V e du.  Bezeichnet  man  ihn  durch  Q, 
so  findet  man: 


Q(T)  = 0;  Q(^)  = - 


Vl*+h*  ’ 


Q{N)  - - 


Vah** 


(27) 


Q(r,)  = l;  Q(fli)  = 0; 


QW  = 0 


du  an  ein4  Fläche  geknüpft  $ind. 
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m,) 1;  


Acost 


(äNt)  = 


Acost 

yÄ*+Ä* 


Q(T,)“0;  Q(Hj) 


V/*+A*’ 


Qm  “ - 


Va»+a» 


§.  10. 

Für  3 Yerrückangscarven  verschwindet  je  eine  der  Grossen 

h,  h,  l. 

Sind  die  Linien  v — const  Krümmnngslinien,  so  sind  die  Linien 
M = con8t  desgleichen,  nnd  es  wird  A = 0;  T fKllt  in  O,  in  N 
Ni  iü  H-,  es  bleibt  nnr  das  eine  Rechteck  OHT^N, 

Man  hat  jetzt: 

W{H)  = /;  W{N)  - h 

Die  tangentielle  Deviation  wird  gleich  der  geodätischen  Krümmung^ 
die  normale  Deviation  gleich  der  Krümmung  des  Normalschnitts. 


Ferner  wird 

(}  — R;  y = 0 


W(T,)  - 


da 

y e du  * 


6 


da 

arc tg  , ; 

Vk^-i-l*Vedu 


t - R-t=  « 


Die  Grenzlage  von  OP  ist  OT^. 

Die  Gl.  (27)  lassen  erkennen,  dass  07^,  Off,  Off,  Off^,  Off, 
OH^  ON^  nnd  OT^  Coincidenzpnnkte  haben. 


Sind  die  VerrOcknngscnrven  asymptotische  Linien,  so  ist  k =0. 
Die  Conseqnenzen  dieses  Falles  sind  dem  Vorigen  analog  nnd  gehen 
durch  einfache  Vertauschung  hervor;  nur  die  Ql.  (27)  geben  nichts 
entsprechendes. 

Sind  jene  Cnrven  Kürzeste,  ihre  Trajectorien  also  geodätische 
Parallelen,  so  ist  / = 0. 


302 


Schulze:  Die  4te  Rechenslufe. 


XV. 

Die  vierte  Rechenstufe. 


Von 

Herrn  Dr.  Emil  Schulze. 


Die  Definitionsgleichungen  für  Product  und  Potenz  lauten: 


o.p  Ct O “I“ fl 
flp  = ö . fl . fl  . . . 


*“  I ;>mal 


gesetzt. 


Der  Gedanke  liegt  nahe,  das  Zahlensystem  nach  dem  in  diesen 
Definitionen  enthaltenen  Princip  weiter  anszubauen , und,  wenn  man 
wie  üblich  multipliciren  und  potenzircn  als  Operationen  der  2tcn 
und  3ten  Recheiistufe  bezeichnet,  auch  die  4te,  5to  und  allgemein 
die  nte  Rechenstufe  in  die  Arithmetik  einzuführen.  Bezüglich  der 
Functionen  der  2ten  und  3ten  Stufe  ist  wegen  der  Gültigkeit  des 
Commutationsgesetzes  gleichgültig,  ob  man  dieselben  durch  die  Glei- 
chungen 

ap  = {...[(o  + fl)  + o]-|-  ...  a\ 

“ 1.  ..[(fl  .fl). fl]  ...  fl} 

oder  durch  die  Gleichungen 


ap  = {fl+  ...  [fl  + (fl  + «)]  •••} 
aP  «=»  {fl  ...  [fl . (fl . fl)  ] ...  I 


definirt 


Bei  der  Aufstellung  der  Function  der  4ten,  sowie  jeder  höheren 
Stufe  dagegen  bieten  sich  2 verschiedene  Wege  dar,  je  nachdem  man 
von  dem  Definitionssystem  I)  oder  II)  ansgeht.  So  z.  B.  heissen  die 
die  beiden  Functionen  der  4ten  Stufe: 


I ..  . [a")**]  ’ *!  oder  {a  .. . “ . ..} 
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In  den  mästen  bekinnten  Lehrbtchern  der  Anütwetik« 
Hankel,  Grassmnnn,  Schefler,  Schröder,  SdüOmücA 
Berechtignng  der  Einfttknuig  der  4ten  Stufe  ohne  väteriM 
räumt.  Schwer  nennt  die  Function  aus  System  11)  « cv 
lach  bezeichnet  sie  durch  fa  (Zeitschr.  für  math.  u.  uaU  UuU,  13, 

Jahrg.,  6 H.) , Wöpcke  nennt  die  des  Systems  1)  die  dos  Systems 
n)  ^ (CreUe,  Bd.  42). 

Um  beide  Systeme  fOr  jede  beliebige  Rochonstufo  ttborsiohtlloh 
darznstellen ; führe  ich  als  Rechenzeichen  der  m ton  Stufe  des  Hyntems 
I)  m und  des  Systems  II)  m ein,  dann  heissen  die  Detinitiunsglelelmiigeii 
beider  Systeme: 


Das  Prindp.  vejchem  mai:  'ttriiÄirt  lasä  jia 
fassen:  Fügt  maa  die  Zahl  « swU^iiU  4^  • 

Becbenstiife  putal  an  füidcaof^.  m mdUt  A«r 
FoDCtioD  der  «tea  Bactkomu^  nur. 

Kar  veiug  ai^geibelnef  wll 

und  bemaäea  öftmio»  MOtfi  Knu>>iurung^ 

ö"p  = « und  * iL  Kt 


I) 


a*p  — j . ..  [(o*a)*a]  ...  *a) 

a’jj  — { ...  •••  M 

= { ...  [(a*a))*a]  . . . *0) 


o**p  “ I ...  [(a"“*a]  . . . *“*a| 


II) 


= I a^. . . (a*a)]  . . . } 

= [ <^  . . . (a^)J  . . . j 

J ^ 3 ' - 'i 


<^p  = }£<•-*  ...  ...  { 


«>  • t 
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an(p — 1)  -=  (anp)n^a  und  O^ip — 1)  ” ö II  (Lp) 

Diese  Gleichungen  können  dazu  benutzt  werden,  um  anp  und 
a?y)  zu  definiren,  falls  p gleich  Null  oder  negativ  ist.  Man  findet: 

= an— la  a?( — q)  •={...  [(an— la)w-la]  ...  «— laj 

n— 1 n— 1 a— 1 n— 1 

a^O  = a II  a a^( — q)  «=  { a Q . . . [a  fl  (a  | a)]  . . . } 


n-l 

Ist  n ^ 2,  so  ist  g**rll  = a,  folglich  a 0 a = 1,  d.  h.  an_0  =■  1 
Ist  n > 3,  so  findet  man  in  derselben  Weise  a^( — 1)  = 0 
Ist  n 3>  4,  so  ist  a^(— 2)  « 1 
Ist  n >>  3+2,  SO  ist  oL(~?)  “ — (?  -1) 

Dies  wenige  mag  genügen.  Eine  völlig  befnedigende  Unter- 
suchung der  Functionen  jeder  Stufe  müsste  gemäss  dem  von  Hankel 
„Princip  der  Permanenz  formaler  Gesetze“  genannten  Princip  nach 
dem  Plane  angelegt  sein,  für  jede  Rechenstufe  den  Zahlenbegriff 
systematisch  so  zu  erweitern,  dass  die  Operationen  unter  allen  Um- 
ständen, was  auch  a,  p^  a,  a für  Functionen  seien,  ausgeführt  wer- 
den können. 

Ein  oberflächlicher  Blick  genügt,  um  zu  sehen,  dass  solche  Un- 
tersuchung unüberwindlichen  Schwierigkeiten  begegnet,  und  dies  ist 
wol  einer  der  Gründe,  weshalb  man  die  4te  Rechenstufe  meist  nnr 
erwähnt,  die  n te  Stufe  überhaupt  nicht  genannt  findet  Einen  andern 
Grund  giebt  Hankel  bezüglich  der  Function  der  4ten  Stufe  des  Sy- 
stems II)  an,  die  auch  für  jede  höhere  Stufe  passt;  er  sagt  von  ihr 
„ihre  Untersuchung  hat  sich  bis  jetzt  in  der  Wissenschaft  nicht  als 
notwendig  erwiesen“. 

Endlich  will  ich  noch  einen  Gesichtspunkt  hervorheben,  von  dem 
ans  eine  eingehende  Untersuchung  der  Functionen  n ter  Stufe  zweck- 
los erscheint  In  der  Function  a*^p  sind  die  Cardinalzahl  a und 
Ordnungszahl  p durchaus  von  einander  unabhängig.  Weshalb  nnn 
gerade  die  Gleichung  aV:z}a  = a^2  als  Ausgangspunkt  für  die  nächst 
höhere  Stufe  gewählt  werden  darf,  dazu  liegt  keine  innere  Berech- 
tigung vor.  Mit  demselben  Rechte  könnte  man  übrigens  a!LL^fl  =• 
a**l  als  Definition  wählen,  so  dass  a!^p  die  Function  bedeuten  würde, 
welche  man  erhält,  wenn  man  mit  a pmal  hintereinander  die  Ope- 
ration der  nächst  niederen  Stufe  vornimmt.  Einzig  und  allein  die 
Function  der  2ten  Stufe  ap  gewinnt  die  innere  Berechtigung  ihrer 
Einführung  von  einem  anderen  Standpunkte  aus , nämlich , dass  sie 
so  aus  der  höheren  Einheit  a entsteht,  wie  p ans  der  einfachen 
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Einheit  1.  Deshalb  bilden  Addition  und  Mnltiplicatien  und  ihre  Um- 
kehrungen die  elementaren  Rechenoperationen,  und  weiter  sind  keine 
nötig,  selbst  das  Poteuziren  nicht,  wie  Weierstrass  ausgesprochen 
bat  (vergl.  Kossak,  £lcm.  d.  Aritliin.).  Die  3te  Rcchcnstufe  hat  vor 
der4teu  nur  das  voraus,  dass  ihre  Einführung  sich  als  nützlich, 
diese  aber  bis  jetzt  als  zwecklos  erwiesen  hat.  Möglicherweise  findet 
letztere  später  einmal  bei  irgend  einem  Probleme  Anwendung,  doch 
abgesehen  davon,  wird  es  sich  wohl  der  Mühe  lohnen,  ihre  Functio- 
nen näher  zu  untersuchen. 

Die  Function  der  4.  Rechenstufe  aus  System  II)  besitzt  vor  der 
aus  System  I)  den  Vorzug,  dass  sie  durchaus  selbständig  auftritt, 

a... 

während  diese  sich  als  Potenz  darstellcn  lässt:  (a<*)  <=  a 

In  einem  folgenden  Aufsatze  will  ich  erstere,  in  diesem  letztere 
Function,  oder  was  auf  dasselbe  hinauskoinmt,  die  beiden  Functionen 

(a*)  (a“) 

a und  z behandeln. 

Einige  Formeln  für  4.  Stufe,  Syst.  I.  heissen: 

(a»)  (a“)  .)"•-! 

ö*  » Of»  “ Om-^n^  {übed,.^)  =■  am  .hm  ••• 

a*"+a**+a^’+...  ••• 

{flwmp...)  — («m  .On  >ap ...)  , 

W 

I.  Die  Function  a 

Es  sei  = Z,  = 3 > so  entspricht  bekanntlich  dem  Punkte 
z«,  welcher  im  nten  Parallelstreifen  der  s-Ebeno  liegt,  nur  ein  ein- 
ziger Punkt  Zn  im  nten  Blatte  der  Riemann’schen  Z-Schrauben- 
fläche.  Bezeichnet  man  im  nten  Blatt  die  beiden  Ufer  der  von  Null 

ins  Unendliche  laufenden  Unstetigkcitslinic  l mit  und  /«  (s.  Tho- 

mae,  anal.  Funct.),  so  hängen  die  einzelnen  Blätter  in  der  Weise  zu- 

- + - 

sammen,  dass  das  Ufer  /«  au  das  Ufer  /„^i,  an  /m-i  sich  con- 
tiuuirlich  anschliesst  Nimmt  man  an,  dass  l in  gerader  Linie  von 
0 bis  — QD  läuft,  so  muss  der  imaginäre  Teil  des  Hauptwertes  von 
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logZ  zwischen  liegen.  — Denkt  man  sich  die  Blätter  der  Z- 

Fläche  isolirt,  und  in  Parallelstreifen  von  der  Breite  2nl  zerlegt  und 

bildet  man  die  einzelnen  Blätter  gemäss  der  Gleichung  e 3” 
so  entspricht  dem  Punkte  Z(H,n')  im  n'ten  Streifen  des  nten  Blattes 
ein  Punkt  Blatte  der  nten  Schraube  der  3"Fläche. 

Die  Schnittlinien  Z,  welche  in  den  Oten  Streifen  der  Blätter  der  Z- 
Fläclie  von  0 bis  — oc  gezogen  sind,  werden  durch  Schnittlinien  L, 
in  den  Hauptblättcrn  der  Schrauben  der  3"FIäche  von  0 bis  1 ge- 
zogen, abgebildet.  Dem  oberen  Ufer  ln  entspricht  das  obere  Ufer 

- + i 

Ln  und  dem  unteren  Ufer  ln  das  untere  Ufer  Ln^  denn  sind  die 
Zahlenwerte  von  an  den  beiden  Ufern  von  / 

so  sind  die  zugehörigen  Werte  von  3” 

S'(»».0)  = c-P(co8  £ + 1 sin  f ) 8"(h.O)  = «-»»(cos  s — * sin  f ) 

Fügt  man  jetzt  die  Blätter  der  Z-Flächo  so  aneinander,  dass 

ln  an  an  U-i  sich  anschliesst,  so  muss  man  demgemäss  die 

~ + 

Schrauben  der  3'^^^^^^  zusammonsetzen , dass  Ln  und  Lnih 

Ln  und  Ln-i  in  einander  übergehen.  Während  also  die  Z-Fläche 
eine  einfache  Schraube  ist,  ist  die  3*^^^^^^  Doppelschraube. 
Die  einzelnen  Hauptblätter  der  Nebenschrauben  bilden  für  sich  wie- 
der eine  Schraube,*  denn  lässt  mau  z.  B.  den  Punkt  z der  z-Ebene  in 
der  imaginären  Axe  aufsteigen,  so  senkt  sich  dieser  Bewegung  ge- 
mäss der  Punkt  Z um  den  Punkt  Null  in  einer  kreisförmigen  Schrau- 
benlinie durch  alle  Blätter  der  Z-Flächo  positiv  herum  und  ebenso 
Punkt  3 den  Punkt  Eins  in  einer  Schraubenlinie  durch  alle 
Hauptblätter  der  S’^’Iächo  positiv  herum.  Die  betreffenden  Glei- 
chungen heissen: 

Zn  — (2nÄ-f-y)»>  WO  y — ± jr, 

> 


Zn  = cos  y -f  f sin  y,  3("j  0)  = e^o^yfeos  (sin  y)  -j-  i sin  (sin  y)) 

Wenn  der  Punkt  3(”)0)  im  Hauptblatt  der  nten  Schraube  den  Punkt 
Eins  in  beliebiger  Curvo  umkreist,  so  gelangt  er  entweder  in  das 
Isto  Blatt  der  nten  Schraube,  oder  in  das  Hauptblatt  der  n-j-ltea 
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Schranbe,  je  nachdem  er  ausser  Punkt  Eins  auch  den  Punkt  Null 
umkreist  oder  nicht. 


(eO 

Was  von  der  Function  e gilt,  lässt  sich  leicht  verallgemeinern. 

(«') 

(«  ) 

e stellt  eine  dreifache  Schraube  dar,  indem  durch  jedes  der 
der  Hauptblätter,  die  längs  einer  von  1 bis  e gezogenen  Linie  mit 
einander  Zusammenhängen,  eine  Doppelschraube  der  geschilderten 

(«') 

(e  ) 
ie  ) 

Art  gelegt  ist.  Ebenso  stellt  e eine  vierfache  Schraube  dar, 

u.  s.  f. 


{a‘) 

Die  Punkte  3 ^ ebenfalls  auf  einer  Doppelscbraube 

abgebildet.  Man  setze  =•  Zund  6®^  = g , wo  a den  Hauptloga- 
ritbmns  von  a bedeutet ; ist  o <=  a sowohl  die  z-Ebeno  als 

die  Blätter  der  Z-Fläcbe  in  Streifen  von  der  Breite  — 7— , welche 

qVq*+  b* 


mit  der  positiven  reellen  Axe  den  Winkel  arctg 


bilden , 


zu 


“ + 

zerlegen.  Hier  sind  die  Linien  L»  und  Lh+i,  in  denen  die  nto  und 
Nebenschraubo  der  Zusammenhängen,  zwar  auch 

von  0 bis  1 bezogen,  verlaufen  aber  nicht  im  Hauptblatt  der  Neben- 
Bchranben,  sondern  durchsetzen  alle  Blätter  der  einen  Hälfte  der- 
selben. 


(a') 

Reihenentwickelung  von  a Setzt  man  lg a = a,  so 


ist 


3 “ tt! 

0 r ‘ 


1 ««!„ 
0 V 0 / VI 


Die  Reihe  couvergirt  nach  den  Regeln,  betreffend  Potenzreihen  von 
Potenzreihen,  für  jede  Werte  von  z.  Den  Coefficienten  von  **'  findet 
man  am  bequemsten  nach  Mac  Laurin: 


r l 


Aus  der  Gleichung 


riz)  = 
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folgt  nach  den  Regeln  über  höhere  Differential qnotienten: 


fr(0)  — a*  £ (r  — l)r, 
V»=0 


Wendet  man  auf  /*'i(0)die8olbe  Formel  an,  beachtet  aber,  dass 
sie  für  =>  0 nicht  gilt,  so  erhält  man  schliesslich: 

/»*  = aft**[o+a*  £ (r— £ £ (r— l)r,  (r- l)r,+- • 

r,=l  r,=l  r,=l 

r-1  r,-l 

-j-a*'  £ £ ...  £ (r — l)ri(r — l)r, •..(rj—i — l)r 

r.=lr,=l  r^=l 

Ans  dem  Binomischen  Lehrsatz  ergiebt  sich: 


r-1  2^  ir 

” öTii  “ iröi’ 

r,=i  “ ÖT^~  II  l!"*"  2!  0! 

£ £ ^ (r — — l)r,(rj  — l)r, 
fi=l  r,-l  r,=l 

4*'  3»'  , 2»- 

AI  Q!  A t O!  l“ 


!»■ 


0!  3!""012I^2!  l!  31  Ol 


, O.  8.  f. 


Demnach  erhält  man: 

«o)  - m ^ gr'*“'  (,->»(Fi)i 

* - “+ • i. ( 5' 

Reihenentwicklnng  von  » = Lg(Lg8)-  Ebensowenig  wie 
Lg  8 lässt  sich  Lg  Lg  8 io  oi^o  Reihe  nach  Potenzen  von  8 entwickeln. 
Am  einfachsten  gestaltet  sich  die  Entwickelung  von 

a(0,0)  = lglg8(0,0)  = lglg(«(i+  D) 

nach  Potenzen  von  },  wobei  ich  unter  lg  lg  3(0,0)  den  Hauptloga- 
rithmns  vom  Hanptlogarithmns,  unter  3(0,0),  also  einen  Punkt  im 
Hanptblatt  der  Oten  Schraube  der  3"^'läche  verstehe.  Nach  den 
Convergenzkriterien , die  bei  den  Umkehrungsproblemen  Geltung  ha- 
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ben,  lässt  sich,  wenn  e — 1 =»  n ist,  » = nnter  folgender 

Bedingung  in  eine  convergento  Reihe  entwickeln:  Sind  t|, 

n.  s.  w.  die  Werte  von  die  der  Gleichung  ^ ^ gonQgen , und 

ist  mod^  der  kleinste  unter  den  Modnlis  mod^o,  mod^i  u.  s.  w^  so 
muss  mod)  <<  mod^  sein.  Hier  ist 


woraus  folgt: 


Demnach  ist  Gonvergenzbedingung : 

mod5<l— 

Es  ist 

.(0,0)  = lglg(«{l+i))  - 1 ^=^flg(l+»))^ 

Ferner  ist  (Schlömil  ch,  Anal.  Th.  II.) 

A+r 

fi 

Hier  bedeutet  Cr  den  sogenannten  Facultätencoefficienten , definirt 
durch  die  Gleichung: 

/(Z+l)(Z+2)...(Z+ft-l)  = CoZ^+CiZM(»-i)  + .^CrZ^-r+.,. 

Den  Wert  eingesetzt  und  nach  Potenzen  von  5 geordnet,  erhält  man 
.(0,0)— igig  8(0,0) 


0 /r=u— l 

X(— 1)<‘+M  2 

\ r= 


0 fft.fi — l.fft — 2...fft' 


=)y'|modä<l  — i 

tt — r/  • 


Die  Reihenentwickelnng  z(n,m)  » Lg  Lg  für  einen  belie- 
bigen Punkt  mten  Blatto  der  nten  Schraube  lässt  sich 

ganz  ähnlich  durchführen,  denn  es  ist: 

s(fft,  m)  ■=»  lg[lg(«(ij-f-l))-|-2fnÄft^-f-2nJH* 

■“  18^1+  ^8(1+8)  j+lg(  l+2>»5n’)+2njji 


ft^\  V=0  fl . fft — 1 ...  fft — r 


Cr 


(l+2fftm‘)^”'* ) j^lg(l+2mw»)+2nji»' 
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Dio  CoDvergenzbediagang  ist  auch  hier: 

mod|<l  — 

Weil  3 = «(^+1)  ist,  demnach  die  Convergenzbedingung  auch  die 
Form  hat:  mod(c  — 3)<C«  — 1»  so  gilt  die  Reihenentwickelung  fllr 
alle  diejenigen  Punkte  3(”i”^)»  welche  innerhalb  des  Convergenz- 
kreises  liegen,  mit  e — 1 als  Radius  um  den  Punkt  e geschlagen. 


Das  Problem  gestattet  eine  allgemeine  Lösung.  Bedeutet  wieder 
in  der  Gleichung  ä = LgLg3  3 einen  Punkt  im  mten  Blatte  der 
nten  Schraube,  dann  bestimme  man  Lg  Lg  3'  der  Art,  dass  dio  Glei- 
chung erfüllt  wird 


* = LgLgS  = LgLg8'+Ig^„ 

dor  HanpUogaritbnras  von  soin  soll. 

J-<go 


bestimme  man  Lg3i  so,  dass 


Ebenso 


Lg8“Lg.R.+Ig(l  + ^^) 


ist.  Dann  nimmt  die  Gleichung  für  ^ die  Form  an: 


* = L8L8S'+lg  (^)+  lg  [l+iJä'8  ('  + Sr)]’ 

Setzt  man  noch 

LgLg8'+lg(^)=LgLg3.=^, 

SO  erhält  man: 

= i(— i)/<+i  ('‘s  \ . 

fi=l  \r=0  n . n—1 ...  fi— r (Lg8iV*-V  \ 8l  J 

»od(8— 8,  < ^1—  ^)mod8i 

Der  Convergenzkreis  hat  jetzt  8i  als  Mittelpunkt  nnd 
(l— -).mod8i  als  Radius.  Hat  der  Punkt  8i  solche  Lage,  dass 

der  Kreis  einen  Verzweigungsschnitt  schneidet,  so  ist  der  Kreis  n.vi.t 
geschlossen,  aber  auch  in  diesem  Falle  gilt  die  Reihenentwickelung, 
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weil  die  Function  in  der  ß-Fläche  stetig  ist.  Fällt  Punkt  8i  init 
Punkt  e zusammen,  so  liefert  die  Entwickelung  \len  zuerst  behan- 
delten speciellen  Fall. 


n.  Die  Function  Z =>  g. 

Es  sei 

1)  Z = 2)  = i 3)  «* -=  3. 

Die  Punkte  Z denke  man  sich  auf  einer  Schranbenfläche  der 
Gldchung  1)  gemäss,  ebenso  die  Punkte  j auf  einer  Schraubenfläche 
der  Gleichung  2j  gemäss,  endlich  die  Punkte  3 einer  Fläche  den 
Gleichnngen  2)  und  3)  gemäss  ausgebreitet  Letztere  ist  offenbar 
eine  Doppelschraube;  ein  Punkt  Zn  im  nten  Blatt  der  Z-Fläche  ist 
in  einem  Punkte  3'*  i“  Nebenscbraube  der  3-Fläche  ab- 

gebildet Weil  die  Blätter  der  Z-Fläche  in  der  Weise  zusammen- 

— + + — 

hängen,  dass  das  Ufer  ln  an  fnfi)  ln  an  sich  anschliesst,  so 
müssen  in  analoger  Weise  auch  die  Nebenschrauben  der  3’Fl^che 

~ + + 

mittelst  der  jenen  Linien  entsprechenden  Curven  An  und  An-fi,  An 

und  A«-i  an  einander  gefügt  sein.  Um  einen  genaueren  Einblick  in 
den  Bau  der  zu  erbalten,  will  ich  die  ziemlich  complicirte 

Gleichung  jener  Curven  für  den  Fall  näher  untersuchen,  dass  a eine 
reelle  ganze  Zahl  ist  Bezeichnet  — u den  Wert,  welchen  Zn  am 

Ufer  ln  resp.  U hat,  und  sind  §'«,  nnd  3'”»  8''"  entspre- 
chenden Werte  von  )n  und  3”i  ^o  ist: 

j'n  =-  (— tt)«.(lgtt  + (2n-}-l)JJ») 

I) 

= ( - tt)« . (lg  n -f  (2n  — 1)«0 ; 

(— tt)« 

3^w  . [cos(2n-[-l)w.tt®)-|-sin((2n-j-l))7i( — «)“)] 

II) 

(—«*)“ 

Sl'n  = u .[cos((2n  — l)Ä.tt“)-|-fsin((2n— l)7t(— m)®)1 

— • + 

Die  Gleichnngen  II)  sind  die  der  Curven  An  und  An;  dieselben  stellen 

Schraubenlinien  dar,  deren  Radiusvector  r = u ist  Um  zu 
untersuchen,  durch  welche  Blätter  der  3^‘Nebenschraube  dieselben 
sich  winden,  teile  man  das  »te  Blatt  der  5-Fläche  iu  Parallelstreifon 
von  der  Breite  2ä»;  liegt  nun  j'n  für  einen  bestimmten  Wert  von  u 
iiB  mten  Streifen  und  infolgedessen  3'”  mten  Blatt  der  3^~ 


L 
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Nebenschraube,  so  muss  der  imaginäre  Teil  von  d.  i.  (2n+l)jr. 
{—u)H  zwischen  den  Grenzen  {2m±i\)7ii  liegen,  d.  h.  wenn 
gerade  positiv  .... 

“ ungerade  ” negativ  dagegen 

ungerade  , positiv  . . ^ , 

" gerade  ” negativ  negativ  sein.  Daraus  folgt 

dass  die  Sebranbeulinie  Ah  sich  im  ersten  Fall  durch  die  Plus-Blätter 

der  S^"Sehraube,  im  zweiten  durch  die  Minus-Blätter  derselben  win- 

+ 

det  Das  nämliche  gilt  von  der  Schraubenlinie  Ah.  Beide  Linien 
schneiden  sich  in  einem  Punkte;  in  diesem  findet  die  Gleichnng 
8'n  = !^'n  statt,  die  beiden  zugehörigen  Werte  von  u sind  : 

2w  “I“  1 2ti  — 1 

2a  2a 

” (i^i)  - (£^i ) 

Wächst  u von  0 bis  00,  so  ändert  sich  der  Radiusvector  r der 

(tt«) 

Schraubenlinien  stetig;  die  Curve  r = « gibt  diese  stetige 
Aenderung  an. 

Ist  z.  B.  a positiv  und  gerade  und  n positiv,  so  beginnen  die 
Schraubenlinien  im  Punkte  Eins,  winden  sich  entgegengesetzt  dem 

_ 1 
a 

Zeiger  einer  Uhr  zuerst  nach  innen,  von  u = e an  nach  aussen; 

für  u <=>  1 gehen  sie  durch  den  Punkt  ( —1)  und  zwar  Ah  auf  der 

+ 

Grenze  zwischen  dem  nten  und  n-|-lten,  Ah  auf  der  Grenze  zwischen 
dem  n — Iten  und  nten  Blatt. 

Der  Bau  der  8'Uoppolschraube  ist  jetzt  klar  zu  erkennen.  Die 
Blätter  je  zweier  benachbarten  Nebenschrauben,  der  3«“  and  3»»+l’ 
Schraube,  durchsetzen  einander  in  der  Weise,  dass  sie  in  den  Schrau* 

bcnlinicn  Ah  und  A^^.i  Zusammenhängen.  Einer  stetigen  Bewegung 
des  Punktes  Z in  der  Z-Schraube  entspricht  eine  stetige  Bewegung 
des  Punktes  8 der  8"I^oppelsch raube.  Wie  der  Punkt  Z,  wenn 
er  bei  seiner  Bewegung  im  nten  Blatt  der  .^-Fläche,  an  die  Linie 

ln  kommt,  entweder  im  nten  Blatt  verbleiben  oder  insn-j-lte  über- 
treten kann,  so  kann  auch  der  Punkt  8«  wenn  er  an  die  Schrauben* 

linie  Ah  kommt,  in  der  nten  Nebenschraube  bleiben,  oder  in  die 

n-f-lte  übertreten.  Damit  im  Schnittpunkt  von  An  und  Am  keine 
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Verzweigung  stattfiudct,  muss  man  annchmen,  dass  dort  die  eine 
Schraubenlinie  isolirt  über  die  andere  fortgeht.  Der  singulären  Stelle 
Z = 0 der  Z-Flächc  entspricht  die  singuläre  Stelle  8 “ 1 der  8“ 
Fläche,  falls  a positiv  ist,  und  8 “ 0 oder  8 =<^0,  falls  a negativ 
üod  zwar  gerade  oder  ungerade  ist. 

Reihenentwickelung  von  8=  2Aft{Z—ZQy. 

Es  ist 


3 


(Z»)  lgZ.e«hrZ 


Z = ß 


z 

*=0 


k\ 


efüiXgZ 


1 

*=OA=rO  *1  AI  ° 


Macht  man  von  den  schon  früher  angewondeten  Formel 


(igzjHA  = 2:(_i)r 
r=0 


m-f-A-l-r 

(k+k)  Cr 

(A'-f-A)  (A^-|-A+l) ...  (A-f-A+r) 


(Z-;i)*+A+r 


Gebrauch  und  führt  man  f»  = A*+A  + r ein,  so  erhält  man: 

^=0  V(»+A)=0  / I 

Nach  den  Regeln  über  Convergenz  der  Potenzreihen  von  Potenz- 
rcil>en  (z.  B.  Thomae,  anal.  Fuuet.  S.  68)  ist  Convergenzbedingung : 
mod(Z— 1)  < 1. 


Reibenentwickelung  von  Z -=  -^i?Iu(8“"  8o)^- 


Zn  dem  Zwecke  benutze  ich  die  Bürmann’sche  Reihe,  welche 
ihre  Anwendung  bei  den  Umkcbrnngsproblcmen  findet  Ist  ^ eine 
Function  von  z und  umgekehrt  f(z)  eine  Function  von  |,  so  hat  jene 
Reihe  die  Form: 


/■(») 


1 

r=orl« 


Bcdentet  zq  den  Wert  von  z,  welcher  die  Gleichung  ^ 0 erfüllt, 

so  sind  die  Cocfhcicnten  A durch  die  Gleichungen  bestimmt: 


Im  vorliegenden  Falle  sei 

/W  = c*  j-~^ 
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Weil  zq  =*  0,  so  ist 
“ 1 

Folglich : 


(I -ar))^_Q  ^ (1  ^ary-l. 


® (1  — ary-'^  ^ 

rt  T»  ** 

r=0  ” • 


Setzt  man  jetzt  e*  = Z und  e*  =•  8 entwickelt  man  (IgS)*" 
in  eine  Reihe,  so  findet  man: 


00  /»■=^  fi  \ 

fi-Q  \r=0  / 

Der  Gleichung 


(8-1)'* 


^=«“‘(l  + o>i)-  ö=0 


genügen  die  Werte 


ae 


So  =*  « ? 8i  = 0,  82  ” 0. 


Nach  den  Convergenzkriterien  ist  dann  Bedingung  der  ConTcrgenz: 
mod(l  — 8)  <C  mod(l-— 8o)j  d.  h.  die  Reihenentwickelung  ist  erlaubt 
für  alle  Punkte  8?  die  innerhalb  eines  Convergenzkreises  liegen,  um 
den  Punkt  Eins  mit  mod(l  — 80)  Radius  geschlagen. 


Ist  a reell  und  beschränkt  man  die  Untersuchung  auf  reelle 
Werte  der  Variablen,  so  ist  Bedingung,  dass  3 zwischen  den  Gren- 


— ae 

zen  e liegen  und  für  ^ = 1 den  Anfangswert  80  “ 1 haben 
muss. 
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XVI. 

Ueber  den  Eisenstein’schen  Satz. 

Von 

F.  Gomes-Teixefra, 

Prof,  an  der  polytechnischen  Schule  ron  Oporto, 
Torm.  Professor  an  der  Universität  Coimbra. 


Man  kennt  sehr  wol  den  bemerkenswerten  Satz  von  Eisenstein, 
nämlich : 

I Die  Reihe 

» 

(1)  Oq~\-  a^x-\-a^x^  ...  ... 

WO  oq,  O),  a,,  etc.  anf  einfachsten  Ansdmek  redncirte  Brüche  dar- 
stellen,  kann  nicht  die  Entwickelung  einer  Wurzel  y einer  in  x und 
y algebraischen  Gleichung  mit  ganzen  Zahlen  als  Coefheienton  sein, 
wenn  die  Nenner  der  oq,  a^,  o,,  ...  eine  unendliche  Anzahl  von  Prim- 
factoren  enthalten. 

Der  Zweck  der  gegenwärtigen  Note  ist  zu  zeigen,  das  man  diesen 
Satz  sehr  leicht  aus  der  folgenden  Formel  hcrloiten  kann  *) : 
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welche  die  nie  Derivirte  einer  impliciten  Function  y,  definirt  durch 
die  Gleichung 

y)  = 0 

darstcllt,  von  der  wir  voraussetzen,  dass  sie  ganze  Function  von 
X und  y,  und  ihre  Coefficienten  ganze  Zahlen  seien. 

In  dieser  Formel  bezieht  sich  das  Summenzeichen  £ auf  alle 
ganzen  positiven  Lösungen  der  Gleichung 

(3)  a + 2/J-f“3y*4”  • ••  =:  n — ^ 

wo  k alle  ganzen  positiven  Werte  von  0 bis  n annehmen  soll,  und 

(4)  m « ... 

ist 

Sondert  man  in  der  Formel  (2)  den  Term  ab,  welcher  y(**>  ent- 
hält, so  hat  man  die  Gleichung: 


(5) 


, 0Fy(**) 


o!  ßl  ...  0)1  ä!  0a:*”—*0y*  0y  nl 
die,  wenn  mau  « *=  0 setzt,  die  Werte  von 


0 


yo)  2!'  «! 


gibt,  welche  mit  den  Coefficienten  oq,  a^,  ...  o«  der  aufgestellten 
Reihe  zusammenfallon  müssen. 


Man  sieht  ans  dieser  Formel,  dass  der  Nenner  von 


(6) 


nl 


nur  die  folgenden  Primfactoren  enthalten  kann: 

1)  Diejenigen,  welche  aus  dem  Factor 

a!  ß\  y!  ...  0)1  k\ 

2)  diejenigen,  welche  aus  dem  Nenner  der  Function 


3) 

(8) 

4) 


diejenigen,  welche  aus  dem  Nenner  der  Function 

' (|)x=0  . 

diejenigen,  welche  aus  den  Nennern  von 
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, p^  yp[-» 

yo . 2j  • 31' 

her?orgehen. 

Wir  werden  sehen,  dass  die  den  3 ersten  Fällen  entsprechenden 
Primiactoren  nicht  mit  n ins  nnendliche  wachsen. 

Da  F(x^y)  ganze  Fnnction  von  x und  y ist,  so  sind  ihre  Den- 
virten  höherer  Ordnung  als  ihr  Grad  null,  folglich  kann  m nicht  ins 
unendliche  wachsen;  daher  können  auch  nicht  die  Grössen  a,  ß, 
und  ebensowenig  deren  Primfactoren  ins  unendliche  wachsen. 

Die  Derivirte  (7),  welche  ganze  Fnnction  von  ^0,  folglich  von 
og  ist,  kann  augenfällig  im  Nenner  nur  Primfactoren  enthalten,  die 
anch  im  Nenner  von  oq  Vorkommen. 

Die  Derivirte  (8),  welche  ganze  Function  von  yo  mit  ganzen 
Coefßcienten , also  ganze  Function  von  oq  ist,  kann  im  Nenner  nur 
Primfactoren  in  begrenzter  Anzahl  haben. 

Aus  allem  Vorstehenden  erhellt,  dass  die  Primfactoren  des  Nen- 
ners von  (6)  oder  an  nicht  ins  unendliche  wachsen  können,  was  wir 
beweisen  wollten. 
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Zur  Construction  des  Kriiinmungsmittelpunktes 

bei  Kegelschnitten. 


Von 

Carl  Schirek. 


A.  Mannheim  gibt  auf  pag.  285.  seines  Cours  de  G6om4trie  de- 
scriptive  de  l’jfecolc  polytcchnique,  Paris  1880.  ein  Verfahren  an  zur 
Bestimmung  des  Krümmungsraitteljwmkies  des  ebenen  Schnittes  C 
einer  beliebigen  Fläche  F,  welches  darin  besteht,  dass  man  die  Cur\c 
C als  Leitcurve  einer  Normalenfläche  der  Fläche  F auffasst,  welche 
man  mittelst  orthogonaler  Projection  auf  die  Schnittebene  S bezieht. 
Die  Projection  des  sichtbaren  Umrisses  der  besagten  Normalenfläcbc 
oder  dio  Coutour  derselben  ist  die  Enveloppo  der  Projectionen  ihrer 
sämtlichen  Erzeugeudeu  uud  nachdem  jede  einzelne  Erzeugende  nor- 
mal ist  zu  der  Tangentialebeue  desjenigen  Punktes  der  Fläche  F,  för 
welchen  sie  eine  Normale  vorstellt,  so  ist  auch  ihre  orthogonale 
Projection  normal  zur  Traco  jener  Tangentialebene  auf  der  Pro- 
jectionsebene,  d.  i.  normal  zur  Tangente  der  Curve  C in  jenem  Punkte 
und  demnach  eine  Normale  von  C,  so  dass  die  Coutour  der  Nor- 
malcnfläche  durch  die  Evolute  der  Curve  C dargestellt  wird.  Dem- 
zufolge ist  der  Punkt,  in  welchem  dio  Normale  eines  Punktes  von  C 
dio  Evolute  berührt,  oder  der  diesem  Punkt  entsprechende  Krüm- 
mungsmittelpunkt die  Projection  des  Berührungspunktes  der  Nor- 
malcnfläche  mit  einer  durch  die  der  Normalen  des  gedachten  Punktes 
entsprechenden  Erzeugenden  der  Normalflächo  gehenden , zur  Ebene 
S senkrechten  Ebene  und  dieser  kann,  wie  in  dem  citirten  Werke 


d 
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aosgefilbrt  ist,  wenn  die  HanptkrflmmnDgsccntren  von  F fQr  den  be- 
treffenden Punkt  bekannt  sind,  mit  Hilfe  eines  Schmiegungspara- 
boloides  mit  Cirkel  and  Lineal  allein  gefunden  werden. 

Dieses  Princip  ist  einer  Ansnatznng  fähig  zur  Constrnction  des 
Krflmmnngsmittelpnnktcs  einer  ebenen  Cnr\'e  überhaupt  Wenn  näm- 
lich eine  ebene  Curve  C als  gegeben  vorliegt,  und  es  soll  deren 
Krümmnngsmittelpunkt,  welcher  einem  bestimmten  Punkte  entspricht, 
geanebt  werden,  so  kann  man  durch  dieselbe  irgend  eine  krumme 
Fl&che  legen,  oder  man  kann  sie  als  Leitlinie  einer  windschiefen  oder 
aofwickelbaren  Kegelfläche  betrachten  und  mit  Hilfe  einer  Normalen- 
fläche, welche  die  letztere  zur  Leitfläche  und  die  Curve  C zur  Leit- 
enrve  besitzt,  weitere  Schlüsse  ziehen,  wie  vor.  Von  der  zweck- 
mässigen Wahl  der  durch  C gelegten  Fläche  wird  die  grössere  oder 
geringere  Einfachheit  der  sich  ergebenden  Krümmnngsmittelpnnkts- 
coDstruction  abhängig  sein,  und  wir  werden  nur  dann  im  Stande 
sein,  dieselbe  mit  alleiniger  Benutzung  von  Cirkel  und  Lineal  dnreh- 
zn führen,  wenn  wir  in  der  Lage  sind,  ans  den  die  Hilfsnormalen  be- 
stimmenden Gebilden  in  3 Punkten  einer  ihrer  Erzeugenden  sofort 
die  Tangentialebenen  angeben  zu  können. 

ln  den  folgenden  Zeilen  beabsichtigen  wir  die  Constrnction  des 
Krflmmnngsmittelpanktcs  bei  Kegelschnitten  im  Sinne  pes  Gesagten 
zur  Ausführung  zu  bringen. 

Ist  K ein  gegebener  Kegelschnitt,  so  ist  unter  den  unendlich 
vielen  Flächen,  welche  sich  durch  denselben  legen  lassen,  eine  auf- 
wickelbre  Rotationsfläche  zweiten  Grades,  also  ein  Rotationskegel 
resp.  Cylinder,  die  für  unseren  Zweck  geeignetste.  Die  Erzeugenden 
der  Norroalenfläcbe  eines  Rotationskcgels  längs  des  auf  ihm  liegen- 
den Kegelschnittes  K müssen  dessen  Rotationsaxe  schneiden  einer- 
seits und  den  Erzeugenden  des  ihm  zngchörigen  Ergänznngskegels^ 
d.  i.  eines  Kegels,  dessen  Erzeugenden  normal  sind  zu  den  Tangen- 
tialebenen des  gegebenen  Kegels  (und  der  mit  demselben  concen- 
trisch  ist)  parallel  sein  andererseits,  so  dass  wir  als  neue  Bestim- 
mnngsstücke  der  Normalenfläche  3 Leitcurven  erhalten,  u.  zw.  die  Axe 
des  Rotationskcgels  als  gerade  Leitlinie,  ferner  den  Kegelschnitt  K 
und  die  unendlich  ferne  Curve  des  Ergänzungskegels  als  krumme 
Leitlinien. 

Wir  besprechen  nun  der  Reihe  nach  jeden  einzelnen  der  drei 
Fälle,  wo  der  Kegelschnitt  A eine  Ellipse,  Hyperbel  oder  Parabel  ist. 

1.  „Der  Kegelschnitt“  ist  eine  Ellipse  E,  gegeben  durch  die 
Axen  und  m sei  derjenige  Ellipsenpunkt,  dessen  Krüm- • 

mnogsmittelpunkt  bestimmt  werden  soll.  (Fig.  1.). 
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Unter  den  unendlich  vielen  durch  E gehenden  Rotationskegeln 
gibt  es  zwei,  deren  Scheitel  im  Unendlichen  liegen,  welche  also  Ro- 
tationscylinder  sind;  eines  derselben  72,  wollen  wir  uns  bedienen. 
Die  Normalenfläche  desselben  längs  der  Ellipse  E hat  die  Cylinder- 
axo  zur  Leitlinie  und  eine  zu  derselben  normale  Ebene  r zur  Ricbt- 
ebeno. 

Nehmen  wir  die  Zeichnungsebene,  in  welcher  E liegt,  als  hori- 
zontale, die  durch  AA^  zu  derselben  senkrecht  gelegte  Ebene  V als 
verticale  Projectionsebene  an  und  bezeichnen  wir  die  horizontalen 
Projectioneu  mit  Buchstaben  ohne  Accent  und  die  verticalen  Pro- 
jectionen  mit  Buchstaben,  die  mit  einem  Accent  versehen  sind.  Die 
Erzeugenden  von  72  sind  zur  Ebene  V parallel  und  die  Richtung 
ihrer  verticalen  Projectiou  ist  gegeben  durch  die  Gerade,  welche  einen 
Endpunkt  B der  kleinen  Axe  mit  einem  Brennpunkte  F verbindet 
Ziehen  wir  daher  durch  den  Ellipsenmittelpunkt  O eine  Parallele  a 
zu  BF^  so  repräsentirt  diese  die  verticale  Projectiou  der  Axe  von 
72i,  während  die  horizontale  Projectiou  a mit  der  Projectionsaxe  AÄi 
zusammenföllt.  Die  auf  diese  Axe  in  O errichtete  senkrechte  Ebene 
d.  i.  die  Richtebene  r^rh  der  Normalenfläche  ist  eine  verticalprojici- 
rende.  Die  durch  den  Punkt  mm*  gehende  Erzeugende  der  Nor- 
malenflächo  hat  die  Normale  von  E im  Punkto  m zur  horizontalen, 
die  durch  m'  zu  r®  geführte  Parallele  zur  verticalen  Projectiou,  vv 
ist  ihr  Schnittpunkt  mit  der  Axe  aa\  Den  Berührungspunkt  der 
durch  diese  Erzeugende  gehenden  horizontal  projicirenden  Ebene 
«e«A  mit  der  Normalenfläche  finden  wir  mit  Hilfe  eines  sich  ihr  längs 
der  Erzeugenden  (tnv,  m*v)  anschraiegendeu  hyperbolischen  Para- 
boloides , dass  die  Ellipsentangente  («')  im  Punkte  mm\  ferner  die 
Gerade  (a,  a')  zu  Leitlinien  und  die  Ebene  {urh)  zur  Richtebene 
des  ersten  Systems  hat;  die  Richtebene  des  zweiten  Systems  ist  zu 
den  Leitlinien  des  ersten  Systems  parallel,  daher  («)*  = a ihre  ver- 
ticale, die  durch  O zu  t gezogene  Parallele  {x)h  ihre  horizontale 
Trace  vorstellt.  Der  fragliche  Berührungspunkt  ist  der  Schnittpunkt 
von  der  in  der  Ebene  {evCh)  liegenden  Erzeugenden  'des  zweiten 
Systems  des  Paraboloids;  diese  muss  alle  Erzeugenden  des  ersten 
Systems  schneiden  und  zur  Richtebene  ((r,  (r)*)  des  zweiten  Systems 
parallel  sein,  d.  h.  parallel  zur  Schnittlinie  (vä,  vh')  der  Ebenen  (r) 
und  e.  Eine  Erzeugende  des  ersten  Systems  ist  die  in  der  horizon- 
talen Projectionsebene  liegende  verticalprojicirendo  Gerade  OBx\ 
nachdem  nun  diese  von  allen  Erzeugenden  des  zweiten  Systems  ge- 
troffen werden  muss,  und  der  Punkt  O ihre  verticale  Projection  vor- 
stellt, so  folgt  hieraus,  dass  die  verticale  Projection  der  in  der  Ebene 
{e^ch)  liegenden  Erzeugenden  des  zweiten  Systems  sich  als  die  durch 
O zu  vh’  geführte  Parallele  ergibt,  welche  der  verticalen  Projection 
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toV  der  Erzeogenden  des  ersten  Systems  im  Punkto  #T*  bo^'^wot, 
dessen  zügehörige  horizontale  Projoction  Ä*  als  Sohnilt  von  .V  mit 
dem  ans  K'  zur  Projectionsaie  goßillieQ  Peri^K'udikol  ix'sultirt  uml 
bereits  der  gesuchte  Krümmungsmittelpuukt  ist,  NVouu  dio  Punkto 
h und  V nahe  an  einander  fallen,  so  ist  es  gut,  um  dio  Uiohtuug 
der  Geraden  v‘h'  genauer  zu  fixireu,  die  Ebeuo  ((r)»(r>jk)  )u\raUol  *u 
sich  selbst  zu  verschieben. 

Wollte  man  auf  Grund  der  für  die  Construction  dos  Krümmuuga- 
mittelpunktes  von  m erhaltenen  Liniencombiuation  den  IvrUmmungH- 
mittelpunkt  des  Endpunktes  B der  kleinen  Axo  BB^  sin'lum,  ho  kllmo 
man  zu  keinem  bestimmten  Resultate,  da  dio  iduiou  mo,  /*'<»' 
diesfalls  alle  mit  der  Geraden  zusanimcufallen,  und  mau  köiuito 
geneigt  sein  zu  vermuten,  dass  das  angegebene  Princip  auf  (hm  Punkt 
B speciell  angewendet  kein  Resultat  ergebe,  llillt  mau  Hioli  juiloob  an 
die  rämliche  Betrachtung,  durch  welche  mau  zu  der  vorHtoliomlou 
Construction  geführt  wurde,  so  wird  mau  alsbald  zur  folgoudoii,  von 
der  allgemeinen  scheinbar  verschiedenen  Construction  gelangen:  Um 
den  Krümmungsmittclpuukt  K von  B zu  finden  (Fig.  la)  iieliiiio  man 
in  AA^  einen  beliebigen  Punkt  d'  an,  zielio  durch  deiiHcilxoi  oiiio 
Senkrechte  zur  Geraden  a'  und  fülle  aus  ihrem  FusHpunkte  /I'  ein 
Perpendikel  zu  welches  letztere  Gerade  iin  PuiikU)  /I  hclineldet 
und  ebenso  aus  d'  ein  Perpendikel  auf  die  Tangente  t den  Axen- 
endpuuktes  if,  und  heisse  6 dessen  Fuss]juukt;  die  VerbindungHgerade 
der  Punkte  ö , J schneidet  BBj  in  dem  verlangUfii  Punkt/;  Iler 
Punkt  d'  kann  auch  als  mit  dem  BrennpnnkU;  /'  zu ftammen fallend 
angenommen  werden. 

Nimmt  man  an,  dass  der  Punkt  m ein  Endpunkt  der  gro>,vrw 
Aie  z.  B.  sei,  so  degenerirt  Parab'/leid  di^'V 

falls  in  2 Ebenen,  und  man  muei  d^r»,v  ll/<rn  ein  a/xhrr'ii 

Schmiegungsparaboloid  aa^eLdes,  von  (U,r 'i 

Scheitels  verschiedese  Gerade  zzlt  2ten  />,*♦. hat,  0^  su 

durch  diese  ScheiteltangeiV:  7.n  f'x.  a f Evr?^ 

gelegen  ist,  und  mit  der  Csrvi  AA^  '*/7  . Pa.» **/„.,* 

znsammeoBLlit. 

Die  y ormaiei^i. : hf:  ia  vi.ir'.rett  suj>,  v.r'.a  '/y 

und  die  feri»e  vc  » *-d , ^ 

gerades  KegelscLz^':::*^.*. ijVjL  t.-u  4Vi  G'<->  *Ar.  xvv 

Punkt  3/  der  £ /.% 

Geraden  ±* . so  i*x  ua  a.  i tr^.iu'v 

den  wird,  (krea  'ru<  i.uT  t«?'  /; 

seits  durch  'i=a  Pir  — 3*"  nat  i»»^r 

lipse  £■  veii  r jl-i  *.  /v 

Punkt  der 
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Die  Erzeugenden  des  Konoides,  welche  durch  die  SchuiUpnnkte 
mit  der  Geraden  ÜDJ  gehen,  schneiden  die  Geraden  'Jh',  aa\  die  El- 
lipse E und  sind  ferner  der  Ebene  (rpr*)  parallel;  ihre  Spuren  der 
Ellipsenebenen  können  daher  auch  erhalten  werden  als  Schnittpunkte 
von  E mit  einem  hj perbolischen  Paraboloide,  welches  und  («,«') 
zu  Leitlinien  und  (rer*)  zur  Richtebene  hat,  oder  was  dasselbe  ist, 
als  Schnittpunkte  der  Ellipse  E mit  demjenigen  Kegelschnitte,  in 
welchem  die  EHipsencbcne  von  dem  hyperbolischen  Paraboloide  ge- 
schnitten wird.  Man  findet  nun  leicht,  dass  das  Paraboloid  ein 
gleichseitig-hyperbolisches  und  der  letzt  genannte  Kegelschnitt  eine 
gleichseitige  Hyperbel  ist,  identisch  mit  derjenigen,  welche  Chaslcs 
zur  Lösung  des  Normalenproblenis  bei  Kegelschnitten  überhaupt  an- 
waudte,  wie  wir  bereits  a.  a.  0.  gezeigt  haben. 

2.  „Der  Kegelschnitt  ist  eine  Hyperbel  //,  AA-^  die  reelle,  BB^ 
die  imaginäre  Axe  (Fig.  2.),  m der  Punkt,  um  dessen  Krümraungs- 
mittelpunkt  es  sich  handelt“. 

In  diesem  Falle  müssen  wir  von  einem  durch  IJ  gehenden  Ro-  ' 
tationskegel  Gebrauch  machen,  da  nach  einem  bekannten  Satze  vou 
Daudelin  der  Focalkegelschnitt  einer  Hyperbel,  d.  i.  der  Ort  der 
Scheitel  aller  durch  dieselben  gehenden  Kotationskegel,  eine  Ellipse, 
also  eine  Curvo  mit  nur  in  Endlichen  gelogenen  Punkten  ist,  u.  zw. 
werden  wir  uns  eines  solchen  bedienen,  dessen  Scheitel  sich  in  der 
einfachsten  Weise  finden  lässt. 

Wenn  wir  die  im  vorigen  Artikel  getroffene  Vorkehrung  bezüg-  i 
lieh  der  horizontalen  und  verticalen  Projcctionscbene  beibchalten,  so 
ist  der  Punkt,  welcher  den  Hyperbelmittelpuukt  O zur  horizontalen  ' 
und  den  Punkt  B zur  verticalen  Projection  hat,  der  Scheitel  eines 
durch  H gehenden  Rotationskegels.  Die  Axo  desselben  hat  A.l,=a 
zur  horizontalen,  dio  durch  B zu  AA^  gezogene  Parallele  a‘  zur 
verticalen  Projection.  Die  durch  den  Punkt  mm*  gehende  Erzen- 
gende  des  Rotationskegels  ist  (Gm,  Bm'),  (die  horizontale  Projection 
wurde  in  der  Figur  nicht  ersichtlich  gemacht),  die  durch  mm'  gehende 
Erzeugende  der  Nornialenfläche  hat  die  Normale  A'von  m zur  hori- 
zontalen, die  Gerade  m'v*  zur  verticalen  Projection,  tn?'  ist  ihr  Schnitt- 
punkt mit  der  Kegelaxe  (a,  a');  dieselbe  ist  normal  zu  der  Tangen- 
tialebene des  Kegels  längs  der  Erzeugenden  (Gm,  Bm').  Die  hori- 
zontal projicirende  Ebene  (ctn)  durch  die  Erzeugende  (mr,  m'r'} 
berührt  die  Normalenfläche  in  einem  Punkte,  dessen  horizontale  Pro* 
jection  uns  den  gesuchten  Krümmungsmittelpunkt  liefern  wird,  und 
werden  wir  diesen  Punkt  am  einfachsten  mit  Hilfe  eines  sich  an- 
schmiegenden hyperbolischen  Paraboloides  finden,  welches  die  Hv- 
perbeltangente  t ira  Punkto  m,  ferner  dio  Axe  (et,  a)  zu  Leitlinien 
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hat,  und  dessen  Richtebene  vom  ersten  System  senkrecht  ist  zur  Er- 
zeagenden (Om,  Bm’).  Die  Richtebeuo  des  zweiten  Systems  ist  die 
horizontale  Projectionsebene  selbst.  Wir  haben  wieder  die  in  der 
Ebene  cpc*  liegende  Erzeugende  des  zweiten  Systems  aufzusuchen, 
walche  alle  Erzeugende  des  ersten  Systems  schneiden  und  der  Uicht- 
ebene  des  zweiten  Systems,  also  der  Geraden  iV  = <•*  parallel  sein 
mass.  Eine  Erzeugende  des  ersten  Systems  linden  wir,  indem  wir 
durch  den  Schnittpunkt  a der  Geraden  t und  AA^  eine  zu  Um'  senk- 
rechte Gerade  führen,  d.  i.  die  Gerade  r'j  •,  diese  können  wir  als  die 
verticale  Trace  einer  durch  a zur  Richtebeuo  des  ersten  Systems 
parallel  gelegten  Ebene  ansehen,  und  weil  d’esc  in  der  Ebene  1'  liegt, 
so  schneidet  sie  auch  d^c  Axe  (a,  a)  und  reprüseutirt  daher  eine 
Erzeugende  vom  ersten  System,  welche  die  Ebene  (c„eh)  im  Punkte 
dd'  trifft  Der  gesuchte  Berührührungspunkt  der  Ebene  e hat  von 

der  horizontalen  Projectionsebene  den  Abstand  tld*  und  kann  daher 
durch  Umlegung  der  Ebene  e um  ihre  Trace  ch  in  die  horizontale 
Projectionsebene  wie  folgt  gefunden  werden:  Im  Punkte  v wird  zu 
(i  eine  Senkrechte  errichtet,  auf  derselben  von  v aus  eine  Strecke 
= vv'  aufgetragen,  ihr  Endpunkt  Vq  mit  m verbunden,  ferner  auf  der 
Verlängerung  der  Wy  die  Strecke  vr/y  = gemacht  und  durch  r/y 
zu  €k  eine  Parallele  geführt,  welche  mpy  ira  Punkte  Ay,  dem  umge- 
legten  Berührungspunkte  trifft;  die  horizontale  Projection  K des- 
selben resultirt  als  Fnsspnnkt  des  aus  Ay  zu  eh  gefällten  Perpen- 
dikels und  ist  der  gesuchte  Krümmungsmittelpunkt.  Oder  auch:  Man 
verbinde  den  Punkt  m mit  dem  Punkte  r',  ziehe  durch  d'  zu  ek  eine 
Parallele,  welche  die  mo’  im  Punkte  Ay'  schneidet;  die  aus  A'y'  zu 
AAj  gefällte  Senkrechte  schneidet  M = ek  ebenfalls  im  Punkte  A'. 


3.  Kegelschnitt  ist  eine  Parabel  I\  A ihr  Scheitel,  /’  d(T 

Breunpankt  und  m ein  Parabelpuukt , dessoi  Krümmmigsniitrelpunkt 
K gesucht  werden  soll’*.  (Fig.  3.). 


Auch  hier  machen  wir  Gebrauch  von  einem  Rotationskegel ; wir 
finden  den  Scheitel  AA'  eines  solchen,  indem  w'»*  AA'  senkr.  auf  AF 

und  AA’  = '2AF  machen.  Wird  weiters  AA^  = 2ÄF  gemacht,  so 
ist  A'Jj  = ft'  ilie  verücale  Projeetion  seiner  Axe,  während  die  hori- 
zontale a in  die  Parab<‘laxe  fällt.  Betreffs  der  weiteren  P>klärungen 
glauben  wir  uns  wegen  der  Analogie  dh^ses  P’alles  mit  den  früheren 
kürzer  fassen  zu  können.  Der  Berührungspunkt  der  fibene  eT,e.h  mit 
der  Hilfsnormaientijie.he  ergibt  sich  mit  Hilfe  eines  Schmieguugs- 
paraboloides , wehdies  die  Tangente  t von  F »m  Punkte  /»,  die  Axe 


(<w  ) zu  Leitlinien  und  eine  auf  der  Geraden  ( senkrechte 

Ebene  zur  Richtebene  hat  und  nach  diesem  ergibt  sich  fhr  AT  die 
folgende  Constmetion : Man  ziehe  durch  den  Schnittpunkt  <s  voa  # 
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und  AF  eine  Gerade  senkr.  auf  welche  in  trifft;  sodann 
errichte  man  in  v eine  Senkrechte  zur  Normale  N und  trage  auf 
derselben  vom  Pnnkte  v aus  nach  der  einen  Seite  eine  Strecke 
vvq  •=  vv'  und  nach  der  andern  vdQ  ==  vd\  verbinde  den  Punkt  vq 
mit  dem  Punkte  wi,  den  Punkt  d^  mit  dem  Punkte  h (nachdem  man 
zuvor  auf  der  Seite  die  Schnittliuie  einer  zu  «rc*  parallelen  Ebene 
mit  einer  zur  Richtebene  des  zweiten  Systems  des  Paraboloides 
parallelen  Ebene  (r),  deren  Tracen  (r),,  (r)*  beziehungsweise  parallel 
sind  mit  der  Geraden  a'  und  der  Parabel tangente  ermittelt  hat); 
diese  Schnittlinie  ist  in  der  Figur  mit  p*q  bezeichnet  und  durch 
den  Punkt  dd'  wurde  zu  derselben  eine  Parallele  gezogen,  als  deren 
horizontaler  Durehstosspunkt  sich  hh‘  ergab),  so  schneiden  sich  die 
Geraden  mvQ  und  A</y  in  einem  Punkte  Kq\  der  Fusspunkt  des  aus 
demselben  auf  die  Normale  N gefällten  Perpendikels  ist  der  Krüm- 
mungsmittelpunkt  K der  Parabel  F im  Punkte  m. 

Brünn,  27.  November  1883. 
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XVllI/ 

4 

M iscellen. 


1. 


Zar  Analyse  sehr  grrosser  Zahlen.  ] 

lu  weiterer  Ausführung  der  von  mir  in  T.  II.  S.  329  des  Archivs 
Bkizzirten  Methode,  sehr  grosse  Zahlen  in  ihre  Factoron  aufzulösen, 
gebe  ich  zunächst  ein  Beispiel,  hei  welchem  die  verschiedenen  Com- 
binationen  der  für  a gefundenen  Werte  besonders  hervorgehoben 
werden;  dann  lasse  ich  diesem  in  grösserem  Umfange  entwickelten 
Beispiel  die  Anwendung  der  Methode  auf  einige  andere  Zahlen  fol- 
gen, und  es  wird  sich  das  Ergebnis  herausstcllen , „dass  dies  Ver- 
jähren nicht  nur  dazu  dient,  um  durch  Gewinnung  einer  Anzahl 
„von  Determinanten  diejenigen  Primzahlen  ausscheiden  zu  können, 
„welche  als  Divisoren  der  gegebenen  Zahl  unmöglich  sind,  sondern 
.,das8  man  vermöge  desselben  durchweg  auf  leichte  Weise  zu  zwei 
„binäi’cn  quadratischen  Darstellungen  für  dieselbe  Determinante  und 
jiSomit  zur  unmittelbaren  Bestimmung  zweier  Factoren  gelangt.  Da- 
„mit  ist  denn  das  Problem,  sehr  grosse  zusammengesetzte  Zahlen  in 
„ihre  Factoren  auf  leichte  Weise  anfzulösen,  in  einer,  wie  ich  hoffe, 
„befriedigenden  Weise  gelöst“.  Es  wird  sich  zugleich  zeigen,  dass 
für  den  Fall,  in  welchem  die  zu  untersuchende  Zahl  eine  Primzahl 
ist,  sich  gewisse  Anzeigen  hcrausstellen,  welche  zwar  nur  die  Wahr- 
scheinlichkeit nahe  legen , dass  mau  es  mit  einer  Primzahl  zu  tun 
hat;  indes  ist  diese  doch  so  gross,  dass  sie  Veranlassung  genug 
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bietet,  um  auf  dem  Wege  ±K^)*)  «Me  Wahrscheinlich- 

keit zur  Gewissheit  zu  erheben. 

Die  Zahlen,  welche  ich  zu  Grunde  lege,  hatte  ich  bei  Gelegen- 
heit einer  anderen  Untersuchung  als  vorläufig  zu  umständlich  fär 
eine  weitere  Prüfung  zurückgestellt;  nach  dieser  neuen  Methode 
konnte  ich  anf  dieselben  znrUckkommen;  es  sind 

17.2”+1  = 142  606337 
31.2“-f  1 = 520  093697 
17.2”-fl  = 2281  701377 
7. 2« -1-1  = 120259  084289 

Also  zunächst 

141.606337  = (11941  — o)»-|- (23882  — 0)0-1-18856. 

Bezeichnet  man  das  zweite  und  dritte  Glied  der  rechten  Seite 
zusammen  mit  B,  so  erhält  man  durch  d'recte  Bestimmung,  B te''- 
bar  durch  2“,  2*  etc.,  wenn 

o = 2»t.-f-0,  2,  4,  6;  2‘»t-f4,  6,  12,  14;  2»u-|-4,  6,  20,  22; 

2«« -1-4,  6,  36,  38;  2’m-(-36,  38,  100,  102  ; 2*u-f  36,  38, 

164,  166;  29«-|-164,  166,  420,  422  ; 2»«»-fl64,  166,  676,678; 
2“u-f676,  678,  1700,  1702;  2»*«-fl700,  1702,  37  48,  3750: 

o = 11« -f  2,  10;  11*«-|-21,  24 
= 13«-|-3,  11;  13*«-t-102,  102 
= 17W-I-6,  8;  17*»-f-2.5,  159 
= 23«-t-13,  18:  23»« -1-87,  519 
= 37»-t-20,  34  ; 37»» -f- 626,  1352  (1369) 

= 47«-|-24,  29;  47»a-l- 1904,  2097  (2209) 

= 61»-f39,  53;  61»»-f 2174,  3103  (3721) 

= 79« -1-47,  56;  79»»-l-1074,  4085  (6241) 

Mittelbar  findet  man  auch  bei  Benutzung  der  angeführten  Werte 
folgende  andere 

o = 103« -|- 39,  50 
= 113«4-50,  102 


*)  Siehe  die  folgende  Anmerkung. 


DIgitized 


Miscellen. 


327 


a = 149tt  + 6,  36 
= 179w  + 7.  68;  u.  8.  w. 

Für  M ==  0 findet  man 

a=  68,  i?  = 11.13.179. 4* 

a=102,  B =-  2.113.104^ 
a=  6,  13  = 17.149.8* 

a=  24,  B=z  2.13.47.22* 
a=  36,  Z?  = 23.149.16* 

Für  u = — 1 (es  sind  nur  die  geraden  Zahlen  berücksichtigt) 

a = — 130,  5 = —11.61 .68* 

= — 10,  i?  = — 2.13.92* 

Aus  der  Combination  von  llw,  13m,  17  etc.,  für  = 0 und  — 1, 

o=  76,  11.13.17.47.4* 

«=—166,  B=-  2.11.13.23.151.2* 

Aus  der  Combination  von  llu,  13m  etc.  mit  den  Quadraten 

a=  2174,  B=  13.61.244* 
c=  1904,  B^  2.23.103.94* 

<*  = —1068,  B = — 2.13.1012* 

Diese  Werte  mögen  genügen. 

Aus  den  beiden  Werten  für  B^  erstens  — 2.13.92*  und  —2. 
13 . 1012*  ergiebt  sich 

17.2*5+1  = 11951»— 2.13.92 
= 13009*— 2.13.1012» 

und  hieraus 

17.2*5  + 1 = 142606337  - 9871,14147. 

Die  zweite  Zahl 

iV’  = 31 . 2*^+ 1 = 520093697  — (22805  — «;*  f (45010  m;"  I 'MVd 

liefert  unter  anderen  folgende  tariUllüngen 

a=  8894  13911»+  7. 19.83.172*  - A'  (\) 

a=  4910  17895*+ 19. 8.3. 3T/6»  - (2; 

«=—10  22815*—  7.2i8  — A/  (3; 

Eliminirt  man  aus  (1)  und  (2)  die  19  83  ln  tUu  U*AAr- 
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minanten,'  und  verbindet  die  gewonnene  binäre  quadratische  Dar- 
stellung von  ft.iV  mit  (3),  so  findet  sich 

5200093697  = 3581 . 145  237. 

Für  145237  lässt  sich  dann  noch  setzen  311.467. 

Die  dritte  Zahl 

iV==  17.2*7+1  ==  2281701377  = (47767 -«>*+(95534— «)«+ 15088 

bietet  mehrere  Zusammenstellungen  dar,  welche  auf  zwei  Darstel- 
lungen nach  dem  Typus 

ma*  + w6*  ==•  (aN 

führen;  beide  Darstellungen  gehören  jedoch  jedesmal  einer  und  der- 
selben Congruenz 

(i  w?>*  = — mn  (N) 

an.  Die  Vermutung  liegt  also  vor,  dass  N eine  Primzahl  ist 

Diese  Vermutung  wird  durch  den  weiteren  Umstand  bestärkt, 
dass  eine  grössere  Anzahl  von  Darstellungen  eine  Determinante  dar- 
bietet, welche  nur  aus  einem  Factor  besteht.  In  der  Tat  erhält  man 

= 1050986483  (17 . 2”  + 1) 
und 

2'^**  =1(17.2*7+1) 

Da  nun  otfenbar  q>(iV),  wenn  cp  wie  gewöhnlich  die  Anzahl  der 
relativen  Primzalilcu  bezeichnet,  in  dem  Falle,  dass  N zusammen- 
gesetzt wäre,  kein  Divisor  von  7.2-®  sein  könnte,  so  ist  eben 

iV  = 228 1701 377 

eine  Primzahl*). 

Die  letzte  Zahl 

7 . 23^  + 1 = 120  259  084289  = (346  783  - «)*+(693  566— «)«  + 635  200 
giebt  für 

«=  1950  344833*+2. 7. 11.2960* 

«=  143432  203  351*+ 7. 106 172* 

« = —3836  350619*  — 2.11.11026* 

und  man  findet  auf  ähnliche  Weise,  wie  in  dem  zweiten  Beispiele 

120259084289  = 379,317  306291 

♦)  Diese  zweite  Ermittelung  lässt  sich  wol  vermeiden,  wenn  man  bei  den 
binären  Darstellungen  von  die  Zahl  ^ vollständig  berücksichtigt. 
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Um  zum  Schlüsse  zu  kommen,  will  ich  nur  noch  bemerken,  dass 
es  zweckmässig  ist,  wenn  die  vorliegende  Zab^  die  Form  8n-|-3,  5 
oder  7 hat,  die  Darstellungen  3(a  — + — «)«+r,  5(a  — «)^  + 

5(2<i— a)a-|-r,  resp.  7{a~  a)^ -{-7{2a — a)a  + »*  zu  benutzen,  damit 
man  stets  die  Potenzen  von  2 mit  verwenden  kann. 

Bremen,  im  April  1885.  P.  Seelhoff. 


2. 

Der  Fenerbach’sehe  Satz. 

Der  nachfolgende  Beweis  ist  eine  Modification  desjenigen,  welche 
Herr  Schröter  im  7 ten  Bande  dor  mathematischen  Annalen  von  Clebsch 
gegeben  hat  Er  ist  rein  geometrisch,  *dabei  so  einfach,  kurz  und 
übersichtlich,  dass  er  sich  recht  gut  den  Elementen  einreihen  und 
als  Schüleranfgabe  verwerten  lässt 

Im  Dreieck  ABC  seien  A'B'C  die  Mitten  dor  Seiten,  JaJbJe 
die  Fusspunkte  der  Winkelhalbirenden  und  die  Berührungs- 

punkte des  eingeschriebenen  Kreises.  Man  klappe  das  Dreieck  um 
jede  der  Linien  AJa^  BJt,,  CJe  hemm,  dann  kommt  es  der  Reihe 
nach  in  die  Lage  ABaCa-t  AhBCi^  AcBcC^  der  eingeschriebene  Kreis 
bleibt  au  seiner  Stelle,  während  9155®  auf  demselben  nach 
und  A*BC’  nach  AaBhCc  fallen.  ist  ein  gleichschenkliges 

Trapez,  weil  Wkl.  A*  = Ac  = A,  folglich  ist  93*®'  parallel  und  gleich- 
gerichtet mit  AbAe  oder  B'C\  ebenso  tl'©'  mit  A’B'  und  91'®'  mit 
A'C,  parallel  und  gleichgerichtet,  demnach  sind  die  Dreiecke  9l'93'®‘ 
und  A' B*  C'  ähnlich  und  ähnlich  liegend.  Ihr  äusserer  Aehnlich- 
keitspunkt  ist  der  Schnittpunkt  T der  Geraden  A'91',  ü'ö',  C"®'. 
Die  Linien  Ajßf,,  AcCa  und  B^Cb  sind  parallel,  denu  fällt  z.  B.  durch 
die  Drehung  um  ßJb  der  Punkt  Ba  nach  i?'«,  so  ist  AbBa  =AcBc 
~ABa.  demnach  II  A^Ac,  folglich  JbBa  : JbAb  = JbBc  : JbC 

oder  JbBa  : JbAb  = JtDciJbCb  d.  h.  AbBa  ||  CoBc,  ebenso  folgt  AcC«  1| 
^bBc.  Da  ferner  9lAc  = ÖAj  = A55  und  AaBa  ~ AaCa  etc.,  so  ist 
auch  91  Ao  11  AbBa  Ö Ü ®C'c.  Zufolge  der  Symmetrieaxo  AJa  ist 
A'Ja9l'9I  ein  gleichschenkliges  Trapez,  daher  Wkl.  9lAa®'=9IA'9l' 
^AcCaBa,  ferner  BA'C'^  ACB  = ACaBa^  folglich  2A'C*=^ACaAc. 
Ebenso  folgt  TD*C'  =-  BCbBc  = AC’aAc  = TA' C\  d,  h.  T liegt  auf 
dem  Kreise  A'B'C’  und  wegen  ri8'®'=  TÄ'®'  auch  auf  9l'iö'®'. 
T ist  aber  auch  für  diese  beiden  Kreise  äusserer  Aehnlichkeitspunkt, 
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da  er  auf  beiden  liegt,  so  berührt  der  eine  Kreis  den  andern  cin- 
scbliessend  in  T.  Für  die  angeschricbenen  Kreise  wird  der  Beweis  ' 
in  ähnlicher  Weise  geführt. 

Berlin,  d.  1.  December  1855.  Dr.  J.  Lange. 


3. 

Integration  einer  Differentitilgleichung. 

Die  Gleichung 

(aj  + yy')  -=  Const 

erscheint,  wie  wol  wenige,  dazu  geeignet,  ein  Bild  zu  geben  von  der 
Vielfachheit  der  Wege,  auf  denen  die  Integration  einer  Differential- 
gleichung zustande  kommen  kann.  Denn  fast  alle  die  Hilfsmittel^ 
denen  sich  die  (als  iudirecte  Rechnungsart)  auf  Probiren  angewiesene 
Integration  bedient,  lassen  sich  mit  Erfolg  auf  dieselbe  anwenden. 


I. 


Da  die  Gleichung  nicht  homogen  ist,  so  suchen  wir  zunächt  die 
Integrale  der  entsprechenden  Gleichung  mit  Weglassung  des  con- 
stanten  Gliedes,  um  durch  passende  Wahl  der  Coustanton  in  einer 
Combiuation  derselben  auch  jene  ursprüngliche  zu  integriren.  Aus 

y')  ^ 

folgt  ohne  weiteres 

yj  = cx,  iji  = Va^  — 

Setzen  wir  also  in  die  ursprüngliche  Gleichung  ein 

y = Ax  -|-  il  — fJ*, 


so  folgt,  indem  die  Constauto  mit  c*  bezeichnet  wird. 
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Ans  dem  2J&hler  dos  ersten  Factors  verschwindet  die  Variabele, 
so  dass  sich  folgende  Form  herstcllen  lässt: 

y a* — a;*  Bx^ 

B 

Bx — aVo* — i 


Setzt  man  hierin  die  willkürliche  Constanto  A = 0,  so  folgt 


B^ 


a*  — 6* 


also 


oder 


. y* 


(a*  — x^) 


a»+  o»-«»  “■ 


II. 

Löst  man  dio  Differontialglcichnng  nach  t/  auf,  so  folgt 

y'=  ^ **±  V(c*+y^  — **)*+4xVl- 

Hieraus  ersieht  man  als  vorteilhaft  die  Quadrate  als  neue  Variaboln 
einzufübren,  also 

X*  = i,  y*  = rj, 

wodurch  die  Gleichung  folgende  Form  annimmt: 

(S- 2,)  (!+,')  = .». 

Durch  dieselbe  Operationsfolge,  wie  zuvor,  erhält  man  das  Com- 
binations  integral 

=>  Af  -j-  B(a  — f ) = «5  -j- 1?. 

Bei  Einsetzung  desselben  fällt  die  Variabele  vollständig  fort, 
indem  entsteht: 

also 


r 
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oder 


udu  vdv 

— 1 

— 1 =■=  c(e*tt*+l) 


__! «2  _ _£f_  ^,2  ^ 1 

c+l“  c+l 


Die  Rückübcrtraguug  nach  Punktcoordinaten  ergiebt, 


e + l 


gesetzt  wird, 


X* 


+ 


a 


y 

2__.2 


1. 


wenn 


Eine  Behandlung  derselben  Differentialgleichung  in  der  allge- 
meinen Form 

{yy'—  A^x)  (y  -xy')-~  B^y  = 0 

mittelst  unendlicher  Reihen  findet  sich  bei  Martin  Ohm,  Höhere  Ana- 
lysis (Berlin  1831,  Kap.  XII,  § 270,  XVIII).  In  dieser  Gleichung 
w'äre,  um  auf  unsere  zu  kommen,  A = » , 2/  = ie  zu  setzen. 

Als  Resultat  ergiebt  sich  also  stets  die  confocale  Schar  der 
Curven  zweiter  Classe  mit  den  Brennpunkten  im  Abstande  t vom 
Coordinatenanfaug.  Letztere  liegen  auf  der  x oder  y Axe,  je  nach- 
dem positiv  oder  negativ  angesetzt  wird.  Da  nun  der  Vorzeicheu- 
wechsel  von  c*  in  der  Eudglcichung  nur  einer  Vertauschung  der 
Coordinatenaxeu  gleich  kommt,  und  d*e  Factoren  in  der  ursprünglichen 
Differentialgleichung  die  Abscissen  der  Schnittpunkte  der  x Axe  mit 
Tangenten  und  Normalen  der  Curve  darstellen,  so  sehen  wir:  dass 
durch  Tangenten  und  Normalen  einer  und  derselben  coufocalen  Kcgel- 
schnittschar  auf  ihren  beiden  Axen  iuvolutorische  Reihen  ausge- 
schnitten werden  [auf  der  Hauptaxo  mit  Doppelpunkten,  auf  der 
Nebenaxe  ohne  solche],  beide  mit  demselben  Parameter  gleich  der 
constanten  Excentricität  aller  Curven  der  Schar. 

Durlach,  October  1885. 

Dr.  Joseph  Sachs. 
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4. 

Zwei  Kreisstttze. 

Lehrsatz  1. 

Legt  mao  durch  eiuen  der  Durchchnittspuukte  zweier  sich 
schneidenden  Kreise  zwei  Linien ; so  verhalten  sich  ihre  Abschnitte, 
welche  durch  die  beidon  Kresdurchschnitte  gebildet  worden , wie  die 
Sinus  der  Winkel,  welche  sic  mit  der  gemeinschaftlichen  Sehne  der 
Kreise  bilden. 

Sind  also  durch  deu  Punkt  A der  gemeinschaftlichen  Sehne  Ali 
der  Kreise  M und  M*  zwei  Linien  gelegt,  welche  M in  C und  79, 
M'  in  C'  und  7)'  schneiden,  so  hat  mau; 

CC'i  DD'  = sin sin  BAD 

Verbindet  man  nämlich  C\  C',  75,  75'  mit  77,  so  ist  Dreieck  CDC' 
ähnlich  DUD*  da  die  Winkel  bei  C und  75,  sowie  bei  6"  und  7)' 
übereinstimraen,  da  nun  ist 

776' : BD  = sin  BAC  ; sin  77^175, 

so  ist  auch 

CC':  D75'=  8in77ylC’:  siu77A75. 

Das  Eigentümliche  dieses  Satzes  liegt  darin,  dass  das  Verhültniss 
jener  beiden  Abschnitte  von  deu  Radien  der  Kreise  unabhängig  ist; 
und  dies  ze’gt  sich  noch  mehr  in 

Lehrsatz  2. 

Legt  mau  durch  einen  der  Durchsclmittspunkte  zweier  sich 
schneidenden  Kreise  unter  gleichen  Winkeln  mit  der  gemeinschaft- 
lichen Sehne  zwei  Linien,  so  sind  ihre  Abschnitte,  welche  durch  die 
beiden  Kreisdurchschnitte  gebildet  werden,  einander  gleich. 

Es  ist  also,  wenn  BAC  — BAD  auch  CC  = DD\  weil  dann 
die  Dreiecke  CBC  und  757775'  congrueut  sind. 

ln  Hinsicht  auf  die  gegenseitige  Lage  der  Punkte  6',  C ',  75,  D\ 
A lassen  sich  in  Bezug  auf  Lehrsatz  2.  sechs  Fälle  unterscheiden; 

1)  C und  C'  liegen  auf  derselben  Seite  von  A,  ebenso  75  und  75'. 

2)  C und  C'  liegen  auf  derselben  Seite  von  A,  75  liegt  in  A. 
D.  h.  A75'  ist  Tangente  des  Kreises  A7,  der  als  der  grössere  auf- 
gefasst wird. 

3)  C und  C'  liegen  auf  derselben  Seite  von  A,  75  und  75'  auf 
verschiedenen  Seiten. 
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4)  C*  fällt  in  d.  h.  AC  ist  Tangente  an  den  Kreis  um 

D und  D'  liegen  auf  verschiedenen  Seiten  von  A’^  der  Kreis  M*  ist 
alsdann  als  der  kleinere  gedacht. 

5)  C und  C liegen  auf  verschiedenen  Seiten  von  A^  ebenso  D 
und  D\ 

6)  Es  ist  noch  der  Fall  hervorzuheben,  dass  Wkl.  ABC  ^ 
ABD  = R. 

Die  Fälle  No.  2)  und  4)  geben,  da  in  No.  2)  ABC  und  in  No. 
4)  ABD'  gleichschenklig  sind: 

Lehrsatz  3. 

Verbindet  man  den  Mittelpunkt  des  einen  von  zwei  sich  schnei- 
denden Kreisen  mit  einem  ihrer  Durchschnittspunkte  und  zieht  vom 
anderen  Durchschuittspunkt  eine  senkrechte  Sehne  auf  diesen  Ra- 
dius; 80  bildet  diese  mit  der  gemeinschaftlichen  Sehne  denselben 
Winkel,  den  die  Tangente  im  Kreisdurchschuittspuukt  bildet;  und 
der  von  den  beiden  Kreisen  gebildete  Abschnitt  dieser  Sehne  ist 
gleich  der  Sehne,  welche  die  Tangente  im  anderen  Kreise  bildet. 

Im  Falle  No.  6j  fällt  D in  C und  C in  D\  also  fallen  die 
gleichen  Abschnitte  CC‘  und  DD'  in  eine  Lin'e.  i^’sdann  ist  diese 
Linie  die  grösste,  welche  man  durch  A so  legen  kann,  dass  ihre 
Endpunkte  in  die  Kreisumfänge  fallen.  Es  ist  nämlich  in  No.  6) 
CBD'  das  grösste  aller  vorkommenden  ähnlichen  Dreiecke,  we'*  BC 
und  BD'  Durchmesser  der  Kreise  sind. 


Dr.  Adolf  Beyssell. 
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XIX. 

Potential  einer  elliptischen  Walze. 
I Von 

I 


Herrn  Dr  Ulrich  Bigier, 

I . ^ • 

Frivatdocent  in  Bern. 

■ 


Erster  Teil. 
Einleitung. 


Nach  Heine  (Kugelfunctionen  II.  S.  342)  war  Lagrange  der  erste 


(Oct  1777),  der  den  Gebrauch  der  Function  empfahl,  um  durch 

T 


ihre  Ableitungen  nach  ar , y , z die  Kraftcomponeuten  auszudrücken. 
Den  Namen  Potential  für  die  Function  hat  Green  zuerst  (1828)  an- 
gewandt, dann  Gauss  (1839).  Im  Sommersernester  18^)1  hielt  Uie- 
mann  in  Göttingen  Vorlesungen  über  Schwere,  Elektricitüt  und  Mag- 
netismus und  aus  derselben  ist  rlas  Buch  von  llatU.'udorf  „über 
Schwere,  Elektricität  und  Magnetismus“  bervorgr'gangen,  welche*s  im 
Jahre  1880  bereits  in  2.  Auflage  erschienen  ist.  |.  20.  dieses  Huches 
handelt  von  der  Anziehung  eines  homogenen  elliptischen  linders.  Das 
Potential  derselben  wird  hier  als  Unt/;rv;hied  zweier  Functionen  dar- 
gestellt, von  welchen  Hattendorf  aber  bemerkt,  dass  sie  durch  ein- 
fache Integrale  nicht  darstelll/ar  s^den.  i>emna/:b  wäre  alv>  über- 
haupt die  Darstellung  dc*s  PoUmliaU  eines  elliptischen  Cylindm 
durch  einfache  Integrale  unmöglich.  J>b;se  H<rbauptung  ist  um 
auffallender,  als  in  §.  28.  gez/dgt  wird,  ^lass  die  Kraft/:omponente  in 
der  Richtxing  der  z Axe  als  Pot/;ntiaIfunction  »dne-r  KIlipsenflA/;be 
aufgefasst  werden  kann.  Wie  die  AuvJrOcke  für  die  Al/geieiteteo 
gefunden  wurden,  darüber  sagt  Hattendorf  kein  Wort.  Ob  sie  von 
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Ricmann  oder  Dirichlct  herrühren,  das  ist  aus  der  Arbeit  nicht  zu 
ersehen.  Die  auftretenden  Formeln  sind  auch  gar  nicht  die  Kraft- 
compouenten  des  liomogenen,  elliptischen  Cylinders,  was  man  doch 
aus  der  üeberschrift  der  Abhandlung  erwarten  sollte,  sondern  nur 
ein  Teil  davon  und  somit  leidet  der  Abschnitt  auch  an  dem  Mangel 
dass  er  keine  fertigen  Formeln  aufweist.  Während  nun  über  das 
Potential  und  die  Kraftcomponentcu  eines  homogenen  Ellipsoides 
eine  grosse  Litteratur  existirt,  so  ist  hingegen  dieselbe  über  den 
elliptischen  Cylinder  nur  sehr  klein.  Die  erste  mir  bekannte  Arbeit 
ist  die  Dissertation  des  H.  Grubo  in  Hamburg  aus  dem  Jahre  1859. 
In  dieser  Abdandlg.  „de  cylindri  et  coni  attractione“  werden  die  3 
Kraftcomponenten  des  geraden,  elliptischen  Cylinders  durch  Ein- 
führung von  Kugclcoordinateu  so  weit  behandelt,  bis  die  Möglichkeit 
ihrer  Darstellung  durch  elliptische  Integrale  eingesehen  werden 
konnte.  Der  Intogrand  dieser  Formeln  ist  aber  so  überladen,  dass 
von  einer  Durchsichtigkeit  keine  Rede  sein  kann,  und  deswegen 
wurde  auch  der  Verfasser  gezwungen,  den  allgemeinen  Fall  zu  ver- 
lassen und  speciclle  Fälle  zu  behandeln,  bei  welchen  die  Reduction 
auf  elliptische  Integrale  sich  leicht  vollziehen  Hess.  Im  Jahre  1861 
versuchte  nun  Herr  Röthig  in  Berlin  auch  das  Potential  des  ellipti- 
schen Cylinders  durch  einfache  Integrale  auszudrücken,  welche  für 
alle  Lagen  des  Bezugspunktes  ihre  Gültigkeit  haben.  Seine  Arbeit 
findet  sich  in  Grelle,  Bd.  61.,  S.  180  — 186.  Er  geht  dabei  von  dem 
Pot.  eines  Parallelepipedes  aus,  welches  er  im  Jahre  1860  im  Journal 
von  Grelle,  Bd.  58.,  S.  24ü.  dargcstcllt  hatte,  und  findet  für  dasselbe 
ein  einfaches  Integral,  dessen  Integrand  auf  rationale  Weise  aus 
Logarithmen  und  Arctg.  zusammengesetzt  ist,  die  aber  eine  ver- 
wickelte Form  haben  und  weitere  Betrachtungen  sehr  erschweren. 
Von  sehr  grossem  Interesse  ist  die  Methode  des  Herrn  Beltrami  in 
Pavia,  nach  welcher  er  von  dem  Potential  einer  zwischen  zwei  ähn- 
lichen Ellipsoideu  enthaltenen  unendlich  dünnen  Schale  aus  zum  PoL 
einer  homogoncu,  elliptischen  Scheibe  gelangt.  Seine  Abhaudlung 
„über  die  Theorie  der  Anziehung  der  Ellipsoide“  steht  im  ersten 
Bande  der  4.  Reihe  der  Denkschriften  der  Akademie  der  Wissen- 
schaften des  Instituts  von  Bologna  und  ist  im  April  1880  vorgetragen 
worden,  lieber  diese  Arbeit  findet  sich  eine  Recensioii  im  Jahrbuche 
über  die  Fortschritte  der  Mathematik  (Bd.  12.,  S.  72.)  von  Herrn 
Bruns  in  Leipzig,  welche  sagt,  dass  die  Methode  neu  und  interessant 
sei,  aber  die  Resultate  seien  doch  der  Hauptsache  nach  schon  be- 
kannt, oder  doch  aus  bekannten  ohne  Schwierigkeit  herzuleiten.  Ob 
nun  Herr  Bruns  die  oben  angeführten  Arbeiten  im  Sinne  hatte, 
weiss  ich  nicht.  Meine  weiteren  Nachforschungen  in  dieser  Be- 
ziehung blieben  fruchtlos. 
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Es  ist  mir  nnn  gelungen , das  Pot.  eines  geraden , homogenen, 
elliptischen  Cylinders  auf  elementarem  Woge,  allein  durch  Integra- 
tion darzustellen,  und  die  Formeln  für  dasselbe  und  die  Kraftoompo- 
nenten  sind  so  einfach  und  durchsichtig,  dass  sie  ein  Studium  im 
ganzen  unendlichen  Raume  zuliesscu.  Bei  der  Ableitung  des  Pot. 
eines  elliptischen  Ringes  musste  eine  biquadratischo  Gleichung  auf- 
gelöst werden.  Diese  AuHösung  erfolgte  nach  verschiedenen  Metho- 
den und  das  Interesse,  welches  eine  jede  darbictet,  ist  auch  der 
Grund  ihrer  Veröffentlichung.  Immerhin  ist  aber  die  Darstellung 
derselben  nach  jeder  von  diesen  Methoden  mit  bedeutenden  Schwierig- 
keiten verbunden,  welche  in  gar  keinem  Verhältniss  mit  der  Ein- 
fachheit des  Endresultates  stehen.  Das  Studium  der  auftretenden 
eigeutümlichcn  Relationen  Hess  mich  deshalb  auch  schon  lange  einen 
viel  einfacheren  Weg  vermuten,  das  Pot.  des  elliptischen  Ringes  dar- 
zustellen. Diese  Vermutung  hat  sich  denn  auch  auf  das  schönste 
verwirktlicht,  und  die  Methode  tindet  sich  in  dieser  Arbeit  unter 
dem  Titel:  Von  allen  früheren  uuabbängigo  Berechnung  dos  Pot. 
einer  Ellipse,  deren  Dichtigkeit  in  jedem  Punkte  gleich  ist  dem  Ab- 
stande des  Mittelpunktes  von  der  Tangente.  Auch  ist  es  mir  ge- 
lungen, die  gleiche  Aufgabe  mittelst  des  discontiuuirlichcn  Factors 
von  Dirichlet  zu  lösen. 

So  hoffe  ich  denn,  durch  vollständige  Behandlung  vorliegender 
Aufgabe,  die  Schwierigkeiten,  die  bis  dahin  einem  gründlichen  Stu- 
dium des  Pot.  der  elliptischen  Walze  im  Wege  stunden,  beseitigt  zu 
haben.  Möge  die  Arbeit  wolwollendc  Aufnahme  finden. 

Ich  kann  diese  Gelegenheit  nicht  vorübergehen  lassen,  ohne  noch 
unserem  Altmeister  der  Mathematik,  Herrn  Prof.  Schlätli  in  Born, 
für  seine  freundliche  Unterstzüung  in  der  Arbeit  hier  öffentlich 
meinen  besten  Dank  auszusprechen. 


I.  Potential  einer  Ellipse,  deren  Dichtigkeit  in  jedem  Punkte 
gleich  ist  dem  Abstande  des  Mittelpunktes  von  der  Tangente. 


§.  1.  Vorbereitung. 


Wenn  ein  Punkt,  dessen  rechtwinklige  Coordinaten  a-,  y,  z sind, 
einen  Kreis  mit  dem  Radius  yA  durchlaüft,  so  ist  die  Bahn  eines 
andern,  dessen  Coordinaten  Xj  F,  Z mit  denen  des  ersten  durch  die 
Gleichungen 


X = 


y =» 


yyy 


22« 
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verbunden  sind,  eine  Ellipse  mit  den  Halbaxenquadraten  A und  B. 
Denn  es  ist 


also 


+ + 


A ^ B 


B 


-1, 


1. 


Pie  Ellipse  entstellt  also  aus  einem  Kreise  durch  Multiplication  aller 

iB 


Ordinaten  mit  dem  constanten  Verbältniss 

A d(p 


VA’ 


Ist  demnach  der 


Inhalt  eines  Krcissectors  ^ so  ist  der  Inhalt  des  entsprechenden 

Ellipseusectors  X ^ Richtigkeit  dieses 

Resultates  ergibt  sich  auch  sofort,  wenn  man  bedenkt,  dass  die  El- 
lipse 

£!+  -L*  = 1 

A ^ B 


als  die  Projection  eines  Kreises  aufgefasst  werden  kann,  welcher 
um  seinen  Durchmesser  A soweit  aus  der  Projectionsebene  her- 
ausgedreht wird,  bis  seine  Ebene  mit  derselben  einen  Winkel  bildet, 

VB 


dessen  Cosinus 


yA 


ist.  Wenn  ich  nun  das  Curvenelement  der  El- 


lipse mit  c/s  und  das  Perpendikel  vom  Mittelpunkte  auf  die  Tan- 
gente  mit  p bezeichne , dann  ist  der  Inhalt  des  Ellipsonsectors  auch 

gleich  Die  Gleichung  einer  der  vorigen  ähnlichen  Ellipse  hat 

die  Form 


v2  y2 

- + ^ = (1+*)* 


oder 


+ 


= 1 


und  die  Inhalte  der  Sectoreu,  welche  zwischen  denselben  Radien- 
vcctoren  liegen,  verhalten  sich  demnach  wie  die  Quadrate  entspre- 
chender Radien.  Wenn  ich  dio  Sectoreu  mit  B und  S'  und  die  zu- 
gehörigeu  Radien  mit  r und  r bezeichne,  so  ergibt  sich  also  die 
Proportion 


Nun  aber  ist 


folglich 


S:S'  =r2:r*2 


r'  = (1  -|-  f)»* 
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Das  Element  des  elliptischen  Ringes,  welcher  von  den  beiden  Ellipsen 


Ist  dieser  Ring  nun  mit  Masse  von  der  constduten  Dichtigkeit  q 
belegt,  daun  lässt  sich  das  Masscnelemcnt  derselben  durch  den  Aus- 
druck 


darstellen.  Derselbe  ist  also  dem  Perpendikel  aus  dem  Mittelpunkte 
auf  die  Tangente  proportional.  Wenn  nun  r den  Abstand  des  Be- 
zugspunktes mit  den  Coordinaten  o;,  z von  einem  Punkte  der 
Ellipse 


bezeichnet,  dann  lässt  sich  das  Potential  des  elliptischen  Ringes 
durch  das  Integral 


darstellcn.  Da  nun  der  Factor  ps  für  denselben  eine  constantc  Grösse 
ist,  so  lasse  ich  ihn  vor  der  Hand  weg  und  betrachte  also  das  Po- 
tential einer  Ellipse,  deren  Dichtigkeit  in  jedem  Punkte  gleich  dem 
Abstande  des  ?Iittelpunktes  von  der  Tangente  ist.  Dieses  Potential 
sei  mit  T‘  bezeichnet.  Also 


und 


begrenzt  wird,  ist  demnach 


und  für  den  Fall  eines  sehr  kleinen  c 


AB.  dtp 


oder  weil 


oder  weil 


ist,  auch  gleich 


f. 

0 


2n 

pds  P’^ABdtp 


T*  = 
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§.  2.  Uebersicht  der  Formeln,  die  zur  Auflösung  einer 

Gleichung  4.  Grades  dienen. 

Das  Polynom  4.  Grades  habe  die  Form 


1.  p = = 0. 

Um  das  Glied  vom  3.  Grade  wegzuschaflFeu,  multiplicire  ich  dasselbe 
mit  a*,  also 


ct^p  = -\~^a%x^-^^a^cx^’\-^a^dx-\-a^e  — 0 

Weil 

{ax-\-h)^  = a^x^-\- 4ta^bx^-];~^a%^x^-\-A:ab^x-\-h^ 


ist,  so  setze  man 
dann  folgt 


ax-\-h  = y 


Wird  dieses  in  Gleichung  1'.  eingesetzt,  so  ergibt  sich 


1".  d^p  = y^  — — ^b^x  — b^-\-  ^a^cx^ + 4:a^dx  + = 0 

Es  ist  aber 

— Ga^ex*  = (ax)‘^  (ac  — b^)  6 

ferner 

— 4aÄ^x  -}-  4a^dx  = 4ox  (a^d  — b^) 

und  wenn  man  für  ax  obigen  Wert  einsetzt  und  zugleich  die  Ab- 
kürzungen 

A'=  ac  — b^ 

B'=  a^d-~3bac-j-2b3 

= a^e  — 4a^bd  -|-  ali^c  — 3b^ 


cinführt,  so  erhält  man  dio  Gleichung,  in  welcher  das  Glied  vom 
3.  Grade  nicht  mehr  vorhanden,  in  der  Form 

2.  a^p  = y^-\-^A'y“-\-4B'y-\-Cf 

Die  Wurzeln  dieser  Gleichung  seien  mit  — a,  — — y,  — d bezeich- 
net, dann  folgt,  wenn  das  Zeichen 


^Cn  . . .) 

die  Summe  aller  Combinationen  der  eingeklammerten  Elemente  zur 
n Classe  bedeutet 


2C\{—a,  —ß,  — y,  = 0 
ofj  — ß,  — y,  — ^)  = GA' 

«,  -ft  — y,  — d)=  — 4ii' 
(—  or,  /3,  — y,  ~Ö)  = C' 
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Man  setzo  nun 

a4-|3  =.  r;  a + y = r';  a+d  = r"; 
dann  folgt 

d + y = — r,  |3  + d = — r',  |3  + y = — r" 

ferner 

SCii—a,  — —y,  — (5)  = (o-|-^)(y-|-d)  + «/3  + yd  = 6^' 

_ 6^1' 
also 

a.  6-4'-j-r*  = 


Ebenso  ist 
folglich 


“i?,  — y,  — d)  = a|3(y+4)  + y^(«+W 

= «|S  ( — r)  yd  r = 4B' 


b. 


AB' 

r 


yö  — aß 


AB' 


Werden  nun  die  Werte  unter  a und  b in  die  identische  Gleichung 

(aß  -|-  yd)*  — (yd  — aß)^  — Aaßyö  = 0 
eingesetzt,  so  folgt 

(^»+6^')*-^*-4C  = 0 

Dieser  Gleichung  genügt  nicht  nur  r*,  sondern  auch,  wie  leicht  ge- 
zeigt werden  kann,  r'*  und  r"*;  ihre  Wurzeln  sind  demnach  r*,  r'* 
und  /'*.  Durch  die  Substitution 

= t 

geht  dieselbe  in 

3.  t^  + 12A't^+A(gA'^  — C)t  — lQß^  = 0 

über  und  die  Wurzeln  der  Gleichung  2.  werden  aus  den  r durch 
folgende  Wurzeln  bestimmt: 

« = i(r +»•'+»*") 

|3  = i(r-/-r") 
y * + r") 

d = i(  — r — r'-f  r ') 

Weil 

r'r"  = tt*  + “(y  + ^)  + y^  a(«  + y + d)  + yd 

= — -f-  yd 

_ A^ 

r 

ist,  so  hat  man  für  die  r die  Bedingung 
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rrV"=  4B' 


durch  welche  das  Vorzeichen  des  dritten  r bestimmt  wird,  wenn  die- 
jenigen der  zwei  ersten  willkürlich  gewählt  werden.  In  der  Gl.  3. 
soll  das  Glied  vom  2.  Grade  weggeschaflft  werden.  Es  ist 


also  für 
erhält  man 


t-{-4:A'  — 8 

+ ==  s3_(48^'2^_f_64^'S) 


Wird  dieser  Wert  in  Gleichung  3.  eingesetzt,  so  folgt 


und  für 


^ — 4 (3^'»  + C')t  — l<o  + 4^'S)  = 0 

t = 8 — 4cA' 


geht  diese  letzte  Formel  in 

3'.  «3  — 4(3yl'2-f  C')s+16(— + .ß'*)  -3  0 


über.  Die  quadratische  Invariante  der  Gleichung  1.  werde  mit  I und 
die  kubische  mit  A bezeichnet,  dann  erhält  man  für  dieselben  fol- 
gende Ausdrücke: 


oder  auch 


/=  ae— 4Ärf+3c* 

A — ace  — a*d  — c®  -j-  2öcd  — 


J = 


a h c 
h c d 
c d e 


I 


Zwischen  diesen  Invarianten  und  den  Coefficienteu  der  aus  der 

y — ^ 

Gl.  1.  mittelst  der  Substitution  x = — abgeleiteten  Gl.  2.,  welche 

in  der  allgemeinen  Form 

a/  + 4Z»j3^+6c,y*  + 4</,y+ei  = 0 

geschrieben  werden  kann,  bestehen  die  Relationen 


und 


«ißj  ^ 3(?i*  = 


= a^I 


OlC^c^  — a^dj^  — 0^3  -|-  2b^Cidi  — 


In  unserem  Falle  ist  aber 


= 
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a,  = 1,  = 0,  c,  = A\  - C' 


folglich  erhält  man  ans  obigen  Relationen 

3.4'+ C'=  a^I 
and 

Die  Richtigkeit  dieser  beiden  letzten  Formeln  ergibt  sich  auch  aus 
den  anf  Seite  343  für  A\  B'  und  C'  angegebenen  Abkürzungen.  Aus 
Gleichung  3'  geht  somit 

3".  «8— 4a*Ä  + 16o*^ -0 


hervor,  und  setzt  man  hier 

8 = 2au 

80  geht  dieselbe  in 

4.  — /tt+2^/  = 0 

über. 


§.3.  Auflösung  der  Gleichung  — 0 durch 

algebraische  Betrachtungen. 

Da  die  Coordinaten  irgend  eines  Punktes  der  Ellipse 


JC*  . ^ 
B 


1 


durch  VAcos(p  und  yRsinqp  ausgedrflekt  werden  können,  so  erhält 
man  fbr  die  Entfernung  r*  die  Formel 

r*  = (y  Acos9— x)*+(y  .ßsünp  — 
oder 


=»  x*+jr*+**+ Acos^*  + i5fiD*‘^  — 2y ÄfJAfp.x  — 2y B^fktp.y 

Setzt  man  nun  in  des  b^kannt/'H  Aokirtu^en  \ht 


cos^ 


also 


■24  fl3iF 


eJf—€ 
2/ ' 


COf  f 


1 . — I 

, — «Ift  tli-f  — 


und  subftiuirt  ia  i,»?:  F^rswi.  r*,  V/  errUvt 


r*  = x8+y-:-,*-^r_r.  

^ 


oder 


uif 
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4<2>v  = + <2^*+^  (<P*+1)*  — 1)» 

- 4V^x(a)»  + l)  <P4-4y^y(<P*—  1)  d>,* 

4<PV2  = M — ß)(Z>*-4(V^flc~£Y%)  <2>8  + (4(a:*+y*4-2*) 

+ 2(^  + -ö))  <2>*  — Ax~\-i^ By)  <P-|-(i4  — j») 

und  wenn  wir  noch  auf  beiden  Seiten  mit  3 multipliciren,  so  bekommt 
die  aufzulösende  Gleichung  = 0 die  Form 

5.  3 U --  Z^)  0>*  — 12  (V  — ^Y  <r>8  ^ 6 (2  (x^+y^  + z^) 

+ (^  + -ö))  — Ax-\-i^  By)  <I>  Y3(^  — i?)  = 0 

oder  auch,  wenn 

ä = 3(^  — jB),  b = — Z(-^A  — i}/By) 
c = 2(x*+äf*-f**)  + (^-|-J5),  7l  = -Z(T/Ax-\-i-\fBy) 

e = Z(A—B) 

gesetzt  wird 

^ 4/>(P^  Y Y 4<^(P  Y ^ “ 0 

Die  Auflösung  dieser  Gleichung  lässt  sich  aber  nach  den  Born- 
bcllisclien  Regeln  auf  die  Auflösung  einer  kubischen  Gleichung  von 
der  Form 

u^  — Iu  + 2A  = 0 

zurückführen,  wo  die  beiden  Invarianten  / und  J durch  die  Formeln 
I — ac  — 4tbd  Y 3c^ 

= 3 (3  ( A - i^)2  - 12  (Aä*  Y By^)  Y (2  {x^ +y^  + z^)  + {A  + BW 
und 

A ==  nee  — ad^  — l^-\-2bcd  — 7*e 

= ~c{g{A^Bf+l^  {Ax^-\-By^)  - c*)  — 54  (A  — 2^)  (Ax*  ~ By^) 
bestimmt  werden. 


a.  Auflösung  der  Gleichung  — /mY2A  = 0 durch  Betrachtung 

der  beiden  Invarianten  I nnd  A. 

Durch  den  Bezugspunkt  gehen  drei  confocale  Flächen  mit  den 
dritten  Halbaxenquadraten  <,  t*  und  t".  Diese  Halbaxenquadrate  sind 
die  Wurzeln  der  Gleichung 


X* 


A Y** 


+lT-»+»=' 


oder 
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6.  H“  ^))  -|--4  (y*-|-2*)  — ÄB)u 

— ABz^  = 0 

QDd  folgenden  Bedingungen  unterworfen: 

< > 0 > /'  > — > r > >1 

Ferner  folgen  aus  Gleichung  (6.)  für  dieselben  die  Relationen 

XCj(i,  i")  = — {A-\-B) 

t\  O = AB-{Bx^  + Ai/)-{A  + B)z^ 

Das  Zeichen  S sei  eine  Abkürzung  für  eine  Summe,  die  nach 
den  Buchstaben  fortschreitet;  findet  hingegen  ein  Fortschritt  nach 
Accenten  statt,  so  werde  das  Zeichen  S augowendet.  Mithin  ist 


oder 

= {A  + t)  + {B+V)+e* 

Da  die  Elemente  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  ver- 
schieden gruppirt  werden  können,  so  ist  in  dieser  Relation  der  Satz 
enthalten,  dass  die  Entfernung  des  Bezugspunktes  vom  Mittelpunkte 
gleich  ist  der  Summe  je  dreier  ungleichnamiger  Ilalbaxenquadrate 
der  durch  ihn  gehenden  confocalcu  Flächen.  Weil 


Ax^-\-By^  — {A-\- B){x^ -\-iß — Bx^  — Ay^  — {A-\-B)z^ 

+ AB  — AB 

^st,  so  folgt  nach  obigen  Relationen 

Ax^  + By^  ={A  + B)  {S  (t)  + (A  + Z?))  + S (t'O  — AB 

= {A  + B)Sit)-\-Sit^r)-{-A*-\-B^  + AB 

ond  demnach 


4 / = 3 (A  - ZZ)-  — 1 2 (S  (t'r)  + ( A + Z/)  5 (0  + A»  -f  ZZ*  -f  A B) 

-j-  (2  S (Z)  -j-  3 («  + B))^ 

= 3 (A  — ZZ)2  — \2S{t’t'*)  - 12  (A+jö)  S (Z)  — 12 {A^+B^  + AB) 
+ 4 {S{t)Y  + 12  ( A + ZZ)  S (Z)  + 9 (A  + ZZ)* 

4(5(Z))2  _ 45(Z»)  + 85(Z'Z") 

9(A+^)2+3(A  - ZZ)*=  12(A2-fZZ»  + AiZ) 


Es  ist  aber 
and 

folglich 


/=  12(5(z*)  — 5(zV')) 


Aus  der  Theorie  der  confocalen  Flächen  folgt  ferner 


(A-fz)(A  + z')(A  + z")  , {B+t){B  + e){B-\-n 

“■  A(A  — Ü)  ’ '■>  “ oiH  — A) 
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demnach 


u't" 

AB 


Ax^  = 


und  ebenso 


jZTb  itef^+AS{t^t'^)  + A^S{t)+A^) 





folglich 


Ax>—B,/  ■ j::7^(2«r+(^+i>)5(«Y')+(^*  + B*)5(«)H-^*+ö») 

= (M  + ß)5(04-S(tY')+^*+-ö*+^Ä) 

ferner  ist 

c = 2S(0  + 3(^  + i?) 

also 

c*  = 4S(«*)  + 8S(<Y')  + 12(4+5)S(0  + 9^'+9^*+18JÄ 
und  demnach 


9 (.^  — iJ)2+ 18  (,.(x»+ 71»*)  — c»  = — 4S(<*)  +6  + B)  8(<) 


folglich  anch 


+ 10S(«Y')  + 18M*+7J*  - AB) 


c (9  U — 7#)*  + 1 8 (^x*  + Tlj«)  _ c* ) = (_  4S  (<i)  + 6 (yl  + 71)  S (t) 

+ lOS  (t'l")  4- 18  M* + ü*  — ^71)  (25  (1)  + 3 -4-  Ä) ) 

Nun  ist 

5(<Y')5(<)  = 3«  «'<"+5  ((»(«'+«")) 
und 

S(t)S(t)  = 5(<»)  + 2S(«Y') 

ferner 

5«*)S(«)  = S(<3)+S(t>(t'+<")) 

demnach 

J{9(^  — ß)»+18(^x»+71y*)  — c*)  = 60«Y'+12S(<»('+O) 

- 85  (<8)  + 54  (xl  + 71)  5 (<  Y')  + 54  (^>  + 71»)  5 (0  + 54  ( /4S+7S») 

und  weil 

54  (xl  — 71)  — 71»>)  = i08«Y'+54(4+71)5(«r) 

+ 54  {A^  + S*)  5 (0  + 54  (.18  4-  Tiä) 

ist,  so  bekommt  man  für  die  kubische  Invariante  die  Formel 


A = 12S(<Y'(l'+l''))  — 85(l8)  — 48«Y' 

Um  diesen  Ausdruck  in  Factoren  zerlegen  zu  können,  ordnen 
wir  denselben  nach  Potenzen  von  (.  Demnach  ist 

A =.  4(-9<8+3l»(t'4-t")4-3t(t’*+l"8  — 4lY')  -2(t'S4-<"8) 

4-3l't"(t'4-«") 
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Hier  kann  aber  das  von  t freie  Glied  leicht  in  Factoren  zerlegt 
werden,  Es  ist 

= (<*  + <")(— 2«'*  + 5n"— 2«"*) 

= (<*  + (/'  - 2i")  (—  2f  + «") 

mithin 

^=4(— 2i'+0 


Die  Gleichung  -^  = 0 liefert  nun  für  t drei  verschiedene  Wurzeln, 
die  ans  den  Coefheiouten  sogleich  abgelesen  werden  können.  Die 
Werte  derselben  sind 


t*-\-t"  2t‘ - t'*  2t" 

~2  * 2 ’ 2 

folglich  ist 

j 4/7(— 2<+t'  + t") 

und  die  Gleichung 

u8  -/tt+2^=  0 

bekommt  non  folgende  Gestalt 


tt’  — 12(S(<^)  — 5(rO)**  + 8i7(— 2<  + r + 0 — 0 


Zum  Zwecke  der  Aoftindung  der  Wurzeln  dieser  Gleichung  zerlege 
man  noch  die  Invariante  I in  eine  Summe  von  drei  Termen , deren 
jeder  aus  zw'ei  Factoren  besteht.  Weil 


(f  -t")^+(t"—ty+(t  — t‘)^  =>  2(S(t^)  — S(t't") 

so  ist 

6S(t '—<")* 

and  da 

S(f  — i")  = 0 

ist,  so  ist  auch 


S(f  — t") 2S(f  - 1")  (t"—  t) 

Ferner  folgt 

5(t+r-2r)(r+i  -20  = -{2S{e—t'y+s{f  -o(<"-0) 

also  anch 

= — 3/25(i'-0* 

— 4 

demnach 

— / = 45(i  -f  t"  - 2f)  (f+t  — 2t") 


and  somit  die  aufzulösendo  Gleichung 

i^+^{t+t"-2t"){f  + t — 2t")u-{-m{—2l  + f+i")  = 0. 
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In  dieser  Form  nun  liegen  die  Wurzelwerto  klar  vor  Augen.  Werden 
dieselben  mit  u,  n'  und  bezeichnet,  so  erhalt  man 


u = 2(2^  —t’—f) 
u‘  = 2{2f  — t”—  t) 
u'  = 2(2i"  - t — t‘) 

Ich  setze  ferner 

tt  ^ V — 1'\  «'  = t”  — a"'  ==  t — f 

also 

«-f-a'4"  ==  0, 

daun  ist 


und 

folglich 

und 


1=  6(«^-|- 

= — 4<S(a'  — c(")(a' — «) 

= 8/7(«'— O 

+ iS(a‘  - O (a'  _ «)  + 827  (a'  - «")  = 0 


u = 2(a'  — Ci') 
u = 2(a  — Ci”) 
u”  — 2(ß'  — Cf) 

Wird  schliesslich 


ß — a”  — ß‘  ~ Ci  — a'\  ß”  = Ci' — a 
gesetzt,  dann  folgt 

/ = _ 4S(ß^  ß”) 

2J  = —Sßß'ß” 

also  auch 

u3+4S(l3'(3'>— = 0 

oder 

(m  — 2ß)  {u  — 2ß‘)  (m  - 2ß”)  = 0. 


b.  Auflösung  der  Gleichung  u^  — Ju-}- 2/1  = 0 mittelst  der 

Cardauischen  Formel. 


Ich  setze 


also 

oder 


tt  =;7  + f/ 

= 3pq.u-]~  { -{- q^) 

71^  — 3pqu  “ “ 0. 


Soll  diese  Gleichung  nun  mit  der  aufzulöscndeii  Gleichung  identisch 
sein,  so  muss 


und 


3pq  = I 


DIgitized  by  Google 
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j 

2 “ 

sein.  £s  ist  non 
also 

(^_g3)S  = 4^1  -4,j/)a 

oder 

(lemnacb 

■ ±V^-lVf 

folglich  

p3=  _^j-yj»_(j/)a 

nnd  

Wir  hatten  aber  gefunden,  dass 

i=  12(a*  + «'«'+«"*) 

und 

J - 4/7(a'-a') 

ist  Weil  aber 

a' — et  = a'  -j-  2a  \ a — a'  — — 2u*  - W 

so  folgt  auch 

A - 4{2a^  4-2a' V'  - ’Aafa'^  — 

somit  ist 

16(4a‘«+12a'V— ^ — i 


Ebenso  folgt,  dass 

-|-  2o^  a"-|-  3«'*  «"*  -j-  4*  ^ 4^*/'  ^ 4/'*/ 

= 4*(ft'*  -r  So'^  «*-r  -f  74^Är"*  -r  ^ 


ist  nnd  denmaci  asca 
— (Ji)>  = 4^ — 

fol^ch 


t. 
/ 


* 10'— ^<r-* »"»- r 
=*  *0'—  4'  ¥ *, 

— — irr  1*:'^  »'  ^ jr  -*-♦'/ 


somit 


I 
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nnd 


^ ^ = ±12.Y3oV'(o‘  +o") 


7>*  + 9® 


4(2o'S4-3o‘»o"  -3o'o"*  -2aS) 


demnach,  wenn  man  in  der  Formel — ^ — nur  das  pos.  Zeichen  be- 
rücksichtigt, 

3a' V'-f  12a' V'+12^V  3a'a"2_i2a'a"2~8a"3 
=8«'»-24<»'V'  (~^~'^^^+24a'«"»  8o"3 


Die  Wurzeln  der  Gleichung 

sind 
oder 


1, 


x^  — 1 ^ 0 

g2in^  ^in 

— l + i*V3  1 + «V3 


und  wenn  man  die  Abkürzungen 

-;i+Y3 
e- 2 — 


und  q' 


1 + Y3 


einfabrt,  so  erhält  man  fttr  dieselben  die  Relationen 

l + P + (»‘“0;  P + + = 0;  = 1 

also 

\ = Q^  = Q'i  Q-+Q  + i = o 

V » 

Folglich  ergibt  sich 

= 8(a'3  — 3a'“  a"  p'  -j-3a'  g — ct"^) 

oder 

= 8(a'*  — 3a'*  p*  3a'  a"*  — p^  a"^) 

also  ist 

= 2^(a'  — p*  a")8  = 2®  g^{a*  p*  — 

demnach 

;,  = 2(a'p*-a"p) 

Um  den  Wert  von  q für  das  pos.  Zeichen  zu  erhalten,  haben  wir 
nur  in  der  Formel  für  p i durch  — i oder  was  dasselbe  ist,  p*  durch 
p zu  ersetzen.  Also  ist 

q =•  2(a'  p — a"  p*) 
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Bei  der  Berücksichtigung  des  neg.  Zeichens  in  der  Formel  für 

— 9^ 

erhält  man  auf  ganz  ähnliche  Weise 


und 


p «=»  2(a'p** — o'q')  =“  2(a'|»  — 
q = 2(«'p*— p'V')  —»  2(a'p*  — a"p) 


Es  ist  demnach  ganz  gleichgültig,  welches  Zeichen  gewählt  wird. 
Werden  nun  die  Wurzeln  der  aufzulösenden  Gleichung 


f 

tt,  tt,  1* 


bezeichnet,  so  erhält  man  für  dieselben 

U = p-\-q  = 2(o'e»— — 2(a'((»*+^)— a"(p*+p)) 

=-  — 2(a*— a") 

“ 2(2o* — 

= 2(2a'-|-a")  = — 2(«— a') 

m"  = = 2(oV*  — •“  — 2(a'' — a) 

oder 

u — 2(o" — a');  u*  = 2(a — a");  w"  = 2(a' — a) 


c.  Wurzeln  der  Gleichung  r*<P*  = 0. 

Die  gefundenen  Wurzelwerte  der  Gleichung 

tt* — Iu-^2/^  “ 0 

sind  nach  den  gemachten  Substitutionen  mit  denen  der  Gleichung  3. 
des  §.  2.  durch  die  Relation 

r*  -=  2a  u — 4A*' 

verbanden.  Zur  Vereinfachung  der  auftretenden  Formeln  führen  wir 
folgende  Abkürzungen  ein: 

l = VÄ+f,  ^ = V5+7;  X-  = yi+?;  p'  = yFlT; 

X"  = ~^A+i' ; fl"  = Vü+f" 

ist  nördlich  lateral  verstanden).  Es  ist  demnach 

.. 


fi'i 


23 
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und 


demnach 


, _ U+O  {A  + f){A  + t") 

A(A—B)  A{A  — B\ 

a = (^^  + 0 (i?+0(^^+0 

B(B  — Ä)  ^ B(B—A) 

r = ^ it-  r 

* “ Val  i{A  — B) ' ^ y'B  V(al  —B) 


Mittelst  dieser  Abkürzungen  lassen  sich  nun  die  auf  Seite  346.  an- 
gegebenen Coefficienten  der  aufzulüsenden  Gleichung  auf  folgende 
Weise  darstellen: 


rt  =>3(vi_j5)  = 3(;i2--|a2) 

b = — 3(}/  Ax  — fy  Iff/)  = ^ 


V(A  -B) 


c = 2(i»+j,*+«»)  + (^-f-ü)  = 2S(0  + 3M+Ä) 

= 5(1'»+^'») 

7i  = -3(yAx+iyBg)  = - !*>.".) 

V(A-B) 

e~=3{A  — B)  = 3(A»--^*) 

Ferner  ist 


A*'  «=  a c — b^ 

^ o^d  — 3a  b c-\~ 

G'  = «^  c — 4a*  b </  -j“  6a  b^c  — 3^** 

WeU 

ist,  so  lässt  sich  (A  — /y)*  auf  die  verschiedensten  Weisen  darstellen, 
was  uns  ein  Mittel  an  die  Hand  gibt,  in  den  auftretenden  Formeln 
die  Symmetrie  herzustellen. 


Es  ist 

A"  = 3(al  - B)  (25  (0  + 3(al  + B))  - (i  X'  X"  - ^ /')* 

= jirjj  {(A  - Ä)»  5(i*  + - 3(U'  X"-  fi  fi'«")*) 


ferner 
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+M— 

(*"*) 

u-2j)»(i"»+(t"»)  = (i'*) 

and  weil 

(A-B)>  + (A"»+  a"*))  = (i‘  - ^*)  ((r»  + - |i"*) 

= 2(A»— ,**)  (A'*  A"i — fl' V"‘) 
so  erhalten  wir  für  Ä'  die  Formel; 

-3(AX*  A"— jüfiV")*] 


welche  anch  zeigt,  dass  ihr  Wert  durch  Accentenfortschritt  nicht 
geändert  wird.  Für  die  erste  Wurzel  der  Gleichung  3.  des  §.  *2.  er- 
halten wir  den  Ausdruck 

r2  = 


WO  A"  den  in  der  Formel  für  A"  eingeklammerten  Ausdruck  be- 
deutet Die  andern  Wurzeln  ergeben  sich  dann  einfach  durch  Ac- 
centenfortschritt.  Es  ist  nun 


demnach 

folglich 


Qß 

r2  = ^^((u*r-fi,iV'02-(A2-#i2)(r2r2--|^V'2)) 
und  nach  Entwicklung  des  Quadrates  in  der  Klammer 


somit  auch 
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.'2 


36 

A—JJ 


.''2 


36 

A—B 


d.  Probe  für  rr'r"«=  AB*'. 

B"  wurde  früher  durch  den  Ausdruck 

B"  ^ ä^d  — '^+l^ 

definirt.  Wenn  wir  nun  hier  für  die  Elemente  die  inf  Seite  3bi. 
angegebenen  Werte  einsetzou,  so  erhält  man 


B''^-27{A-B)l{k  l r+fi  V")+27V(A 


54 


oder 


27 


Ul-JJ) 


WO 


L = -(A  — B)^+(A-^  B)^S{k^  + fi2)  - 2(A2  ;'2 1'>2  ^ 3^2 
und 

A/  = _ (^  — i^)3  _ ^ ^ 2(3 A2  A'2  + fl2  2 ^'^2  ) 

ist.  Vertauscht  man  in  der  Formel  für  L die  A mit  den  ft,  also 
auch  A mit  B,  so  geht  dieselbe  in  den  neg.  Wert  von  M Ober. 

Wir  hatten  früher  gefunden,  dass 
(A— i^)2  5(A2  + ^2^  = (A2  +|h2)(;i'2  _ ^'2)  ßf2  _ ^^'2) 

+ 2(A2  — 1142^  (A'S  A"2  - #4*2;i"2) 

ist ; folglich 

L « — (A2  - #i2)(X^2  _ ^*2)(r2  _ ^»2)  ^ (A2  + ^2)(;t'2  - |it‘2)(A"2  _ 

+ 2(A2  — #t2)  ( A'2  A"2  _ ^'2  ^"2)  _ 2(A2  A'*  A"2  3^2  ^'2  ^"2) 

2(^i2  fi*2  ^''2  ^ S (A2  ^'2  ^"2)) 

und  demnach  auch 

M « 2( A2  A‘2  A"2  + S(n^  A'«  A"2)) 


mithin 


54 


i-»  i"“'  c f ' f*"-A  V'  <*'  “ »*>"«  (m*  A“*  n 

— A'rAS(iV«ji"2)) 
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Der  eingcklainmerte  Aasdrack  verrät  nun  sogleich  seine  Factoren, 
und  man  erhält 

f*'  - »*') 

oder 

wenn  P ein  Prodnet,  fortschreitend  nach  den  Accenten , bezeichnet 
Es  ist  also 

91  ^ 

^ (*•  /') 

was  eine  vollständige  Uebereinstimmnng  mit  dem  Prodnet 

r r*  r" 

offenbart 


Die  Wurzeln  der  Gleichung  =»  0 werden  nun  schliesslich 
dnreh  die  Formel 

aO~\-b  « — 


bestimmt,  in  welcher  für  die  r die  auf  Seite  343.  angegebenen  Zei- 
chencombinationen  zu  setzen  sind.  Löst  man  nun  dieselbe  nach  d> 
auf  und  setzt  die  abkürzenden  Elemente  ein,  so  sieht  man  sogleich, 
dass  sich  die  drei  andern  Wurzeln  durch  Entgegensetzung  je  zweier 
fl  ableiten  lassen. 


Es  ist  nun 


und 


a = 3(A  — B) 

- _3(XX‘r--fifi'fi") 


demnach 

3U— -7=^=  X 
V(A—B)  f r r y y(A—B) 

X (X‘xy-X^y’+X"i^-  - A»+a>"-i'V^') 
3 


V(A-B) 
3 


= (i  A'  X"—  S{X‘  X"  ft)  + S(X  ft'  ft")  — ft  ft'  ft") 
(i-y(i.'-ft'){x"-ft") 


V{A-B) 

folglich  ist  die  erste  Wurzel  der  Gleichung  <Z>*  *=  0 
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“ U-B)\ 

uud  also  nach  dor  obigen  Bemerkung  die  drei  andern 

(A+>.)a--ft0(r4-M") 

g-fiHv+n-)  (r+(i") 

U-B)l 


§.  4.  Birecte  Auflösung  der  Gleichung 

<P2,2  0. 


Wir  haben  gefunden,  dass  die  anfzniösende  Gleichung  in  der 
Form 

(T>4  _ MVAx  — iyßp)  (4(x2  + y2-fz2)  + 2(^-f  ^)) 

A — B A — B 

4(V-4a;+  »y  By) 


A--B 


= 0 


geschrieben  werden  kann. 


Mittelst  dor  Abkürzungen 


A “j—  t 
A—B 


B + t 
A -B 


fin2«; 


A—B 


B + V 
A—B 


A + r 

A—B 


cos^ri ; 


B+r 

A—B 


C0j2f; 


lassen  sich  nun  die  Coordinaten  des  Bezugspunktes  auf  folgende 
Weise  schreiben 


(A  — B)  . _ A—B,.  ^ . 

x=  -y-  cottcot^cosi?;  y ^ -y^finefin  ^sin?? 

Ferner  ist  also 

t —t'  = (col^t  - cof»J)  {A  — B) 

V —t"  = (co(2f— cos^ijXA  — B) 
t"  — t = (C0S2>)  — C0l2j)(A  — if) 

und  weil  t — /'  pos.  ist,  so  folgt 

t>  J 


DIgitized  by 


Wenn  nun  die  Wuixehi  der  lafralO^seuden  GleioKuns  w\t  f*\ 

bezeichnet  werden,  so  hat  man  inr  Bostiiuumt^  dis' 

Gleichungen 


4(V.4x-»y/?y) 

{A  - /.*) 


®-)  = ^ M±I’^  _ 


ZCAO  O'  d>"  <!>'")  — iil-lf-i- ^ #t 

-»1  =-  / 


welche  nach  Einsetznng  obiger  Abkürzungen  folgende  Können  iiit* 
nehmen : 

Fj  *=  4(cof  f coj^cosT/  — lfm«  |ini;Hint;) 

Fg  = 2(coP£4-|in*£  + cof*i:+fln*(;-|-coH*>/  -Kln*r/) 

Fj  =•  4(cof  f cof  f cos  fin  «f in  fsln  i\) 

F^  = 1. 


Wir  führen  weiter  folgend  AbkOrzangC'U  ein: 


also 


<2  = «J=  Cof«  + flii;  o' — — 0/1 J -}  l‘.i J; 

d"  = — <»•  r/+  r/ 


< . 
ry  f 


atf*  . <■«  c 1 
' c er 


uir  < 


",  = 1 . — ^ ^ '• 


. 


< 


_ ^ r 1 

/",  = ftre  ^ ^ 

t-c  r t 


• # 
0 


cot*  = i(«+iy,  — j ~ ) 

und 

fin*  = J ‘ i-  if. 

fol^ch 


3 . 

v'  - i.  I / 

V', 


; 

V> 


♦ 

♦ /* 


V / 
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Diese  Gleichungen  nun  offenbaren  die  Wurzolwerte  sehr  deutlich. 
Dieselben  sind: 

_ o o'  . « . 
a 


= 


a 


Weil 


5^  k 


^7,  - 

aaa 


■^A—B 


’^A—B 


Mf*; 


fint-, 


■^A—B 

r 

-^A—B 


lini; 


iA—B 


tt 


COS  ri\ 


' -^A—B 


= cofJ; 


tsini} 


also 


f = cof«—  fine  = e-M  = cofi;— fin^  -=  «-C 

iA  —B  Va  —b 

r— fl'' 

■ . = COS1?  — isin«  = 

iA  —B  ' ' 

ist,  so  stimmen  die  erhaltenen  Wnrzelwerte  mit  den  auf  Seite  358 
augegebenen  überein. 


§.  5.  Auflösung  der  Gleichung  r*d>*  = 0 durch 
geometrische  Betrachtungen. 

p,  p*  und  p"  seien  die  Abstände  des  Mittelpunktes  von  den  drei 
Borührungsebenen  der  durch  den  Bezugspunkt  (x,  z)  gehenden 
confocalen  Flächen  mit  den  dritten  Halbaxenquadraton  t*  und  i'\ 
Die  Richtungscosinusse  dieser  drei  Perpendikel  seien  a,  j?,  y;  a\ 
a",  /J",  y".  Aus  der  Theorie  der  confocalen  Flächen  folgt  aber, 
dass 


px 

a -=  — - : 

A + t 

ß = 

vy 

~B  + t^ 

p> 
r = j 

ß' 

p‘y 

""  2?  + 1'  ’ 

ms*  m 

i P ^ 

o"=  • 

A+f'^ 

ß" 

tr 

p y 

^ B + t"' 

II 

DIgitlzed  by  Google 


Biller:  P9tn»iml  «mr  IFU^v 


ist.  Durch  den  Bezugspunkt  werde  ein  neues  Axeusystetw 
dessen  Azen  den  Perpendikeln  ans  dom  Mittolpuukte  auf  die 
r&hrnngsebenen  entgegengesetzt  parallel  sind^  und  nun  soll  die  illei' 
chnng 

^+u^iJ+u“  u 

in  den  neuen  Coordinaten,  welche  mit  «*  und  »*  bczoiohnot  wonlon 

sollen,  dargestellt  werden.  Wenn  nun  Y und  X die  Coordlimten 
eines  freien  Punktes,  bezogen  auf  das  alte  Syston,  sind,*  daun  hat 
TT\a.Ti  fttr  dieselben 

JT  — X — 

y = y -(/?*+ 

Z-z-(y*+y‘s'  + /V') 

demnach  ist 


AT  * = «* + S(a*  «*)  — 2x8  (as)  + 28  aa' ms' 

nnd  ebenso 

y*  =3  y 2 + S(ß^  «*)  -2y8  (ßs)  + 28  (ß  ß'  ä ä') 
Z»  = z^  + 8(y*s^)  — 2z8(yM)+28(y/0  0') 


Werden  diese  Werte  in  die  obige  Gleichung,  welche  lu  <h.'«  iüjucm 
Coordinaten  mit  bezeichnet  werden  soll,  eingenetzt,  <iaun  erhalt 
man 


£s  ist  aber 


ferner  sei 

also 

and  für 
ist 


A-^  ~ \Ä  +'e>»  (Ä  + uj 


(A-j-ij  ^A  ^ ^ u) 


A = — t-r  ^ 
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folglich  ist 


G = 


u — t 


F=z  — 


demnach 


(u  - 0*’ 


H 


(u-0" 


0 (^+0  (m— 0*”^  (^4-u)(u— 0* 

somit 


y y X^ 

^ (^-pu)  ( A-X-il\(il — I ^ 


X* 


{Ä+u){u—t)^~^'^{A-^t)\u—t)  ^{A-\-t)  (u— 0* 

t 9 ^ o 

,+ 


(«—<)*  (yi+tt)^«— « (^+0“  («—<)*  (^+0 


X 

^r7xr,+ 


1 1 


(m — ty  {A-\-u)^  u - t {u—t)^ 


also 

p^s 


X* 


7)2  1 

p 2;A-  + 


(w— 0*  i (u—t)^ 

= _L_£('_^y 

M i \M  t/ 


wo  demnach 


£=  1 — Z 


(^  + u) 


ist.  Wenn  das  Zeichen  [ | den  Coefficienten  des  cingeklammerten 
Elementes  bedeutet,  so  hat  man 


H “ 


E 


»"8 


(t*  - 0*  ’ 

I 1 


»'2 


_ _1 p__p1_ 

u—t'  (tt  — O"* 


p 


,"2 


Ferner  ist 


und  setzt  man 


so  ergibt  sich 


also 


«— t"  ^ (u—r)‘ 


— 2Z 


xa 

A-\-u 


— 22 


x^p 


{A-\-u)  (A-\-t) 


X* 


F G 


(A+u){A  + t)  (A  + u)^  (A  + t) 


St^  fT^ 

F und  G -=  


tt  — t 


u — t 


Digler:  Potential  einer  elliptischen  Walze. 


363 


X* 


folglich 


{A t)  {u  — t)  {A-\-u){u 
1 / \ 
tt  — t \/4  *4“  / 


“ö 


-2E 


xa 
A“\~u 


denmach 


Jp_ 

(i: 

*■  - 

a;* 

u — t 

\ 

A-\-t  A-f- 

2p 

(i- 

2;  ^ 

tt t 

\ 

. ^+w/ 

2p 

E 

u — t 

1 

-1 

1 - 

1 

L 

1 ^ — 

t 

1 

V 1 

2p’ 

E 

1 

u — t 

1 

■.»  1 

2p" 

Schliesslich  suchen  wir  noch  dio  Cocfficicntcn  der  Producto  zweier  s 
Es  ist 

^ a'a"  , a* 

- p p ^ (j+t')(A+n(s+u) 


nnd 
Z 


(A-\-t'){A~{-^'){A-\-u) 
weil  aber 

ist,  so  erhalten  wir  anch 


{A+t'){A+n  '"{A+t 


\ 

t*'){A-{^)) 


{A+n  (A+n 


7T^  =0 


oder 


(A  + OiA  + n (A  + u)  {A  + t^^){A^u) 


1 1 


folglich 


nnd  somit 


u —V  u—t 


t.E 


€t  a 


A-\-u 
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8*  s" 


tf 

8 8 


8 8* 


Die  Gleichung,  in  den  neuen  Coordinaten  ausgedrQckt,  erhält  somit 
die  Form 


Sl  — s 

u — t 


+“(5=«fe=F) 


odee  auch,  weil  der  eingeklammcrte  Ausdruck  ein  vollständiges  Qua- 
drat ist 


(_2  N.  ✓ f > tt  ir  s. 

-?-)  _ ß fl  + -2i_+ 

w — tj  \ ^ fi — t'n  — t ' u — t } 


Setzen  wir  diesen  Ausdruck  gleich  null,  so  erhalten  wir  je  nach  dem 
Werte  von  u die  Gleichung  eines  Ellipsoides,  eines  eiuschaligen  oder 
zweischaligeu  Hyperboloides.  Die  Gleichung 


ist  die  Gleichung  eines  Kegels,  dessen  Spitze  im  Ursprung,  also  im 
Bezugspunkte  liegt,  während  das  Polynom 


1 + 


P»  . P»*  I P'»  _ 

tt—  i ‘ tt— u — t" 


eine  Ebene  darstellt  Die  Fläche  Sl  0 berührt  somit  den  Kegel 
in  seinem  Durchschnitte  mit  dieser  Ebene.  Derselbe  ist  demnach 
Tangenteukegel  der  Fläche  und  die  Ebene  ist  die  Polarebcne  des 
Bezugspunktes.  Für  u ==  0 stellt  aber  die  Gleichung  Ä = 0 das 
abgeplattete  Ellipsoid  dar,  dessen  Coordinaten  den  Bedingungen 


— 4- 


y* 


z=o 


genügen;  folglich  ist  die  Gleichung  des  Kegels,  dessen  Spitze  im 
Bezugspunkte  liegt,  und  dessen  Directrix  die  Focalellipso  ist, 


.'2 


."2 


J-+7-4-7T-0 
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and  die  Polarcbene , welche  in  diesem  Falle  mit  der  Ebene  Z = 0 
znsammenfUllt,  hat  die  Form 


p»  I p'«' I 

T+~F  + 


ff  ff 
p_8_ 

Aff 


FQr  die  neuen  Coordinaten  eines  Punktes  der  Focalellipse  gelten 
demnach  die  Gleichungen 


1) 

2) 


"2 


• I * I * 

,-  + p-  + pr  =0 


./f 


JtJ* 


3) 


t V t"  ^ 


Weil 

r*  = Aco%(p  — a;)*  + (y -ßsingp  — y)^+a- 

ond 

X *=•  cos  g)  = X — fS(cf«) ; F = y sin  (jp  = y — <S(  |3«) 


ist,  so  ist  demnach 

r*  = /(.,  s'^) 

und  nun  sollen  solche  Werte  von  a.  s'  und  gesucht  werden,  welche 
die  Function  /(«,  s\  «")  zu  null  machen.  Dieselben  bestimmen  dann 
auch  die  Werte  von  g>,  welche  der  Gleichung 

r*=.  0 

genügen,  mithin  auch  die  Wurzeln  der  Gleichung 

<p2r*  = 0. 


Wir  erhalten  somit  zur  Bestimmung  der  Wurzeln  der  aufznlösenden 
Gleichung 

<P*r*  = 0 


die  Formel 


e*9 


cosg)  + t8inqp  = y-2+» 


Y 

IJB 


in  welcher  diejenigen  Werte  von  («,  «")  zu  substituiren  sind,  die 

der  Gleichung 

/(ir,  «")  = 0 


genügen.  Für  dieselben  haben  wir  aber  folgende  Gleichungen: 


1') 

2') 

7+r  + 7^-° 

3') 

p«  , p'«'  , p'«" 

3GG 


Bigleri  Ihtential  einer  elliptischen  Walze. 


Weil  sich  nun  2 Kegel  zweiter  Ordnung  iu  einer  Curvc  von 
doppelter  Krümmung  schneiden,  die  von  einer  Ebene  also  in  4 
Punkten  geschnitten  wird,  so  sicht  man  sogleich,  dass  das  System 
der  drei  Glcichungcu  4 vcrschicdeue  Lösungen  hat. 

Es  ist 

X^x  — cta  -a! 8*  — 

oder  nach  Einsetzung  der  Werte  für  die  Richtungscosinusse 


und  weil 


also  auch 


somit 


und  es  entsteht  nun  die  Aufgabe,  die  Werte  für  — » 
aus  dem  System  der  Gleichungen  darzustellen. 


Aus  den  beiden  Gleichungen 


folgt,  dass 


ist,  und  demnach 


wo  p einen  noch  zu  bestimmendon  Factor  bedeutet 
Nun  ist 
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(«"  — 0 («"—<*) 


oder,  wenn  man  die  Abkürznngon 

a — t' — a'=t‘' — a'=^t  — i";  A-\-t  = k^\ 
B-\-t  = /i*;  A + e^  r*; 

gebrancht. 


folglich 


«••«  < p = 


aa 


vi^  8^  il*U*  A*  li*  Cf* 

t*  aa^a"-^ 


Cf  Cf  oc 


g g'  g"  ^ 


pt 


Unsere  Aufgabe  verlangt  aber  nur  die  ersten  Potenzen  von  - und 

C 

fQr  dieselben  sind  nun  folgende  Zeichcncombinationen  möglich: 


t 

P'm* 

V 

pUgO 

1 

+ 

+ 

+ 

2 

+ 

+ 

— 

3 

+ 

— 

+ 

4 

+ 

— 

— 

5 

— 

+ 

+ 

6 

— 

+ 

— 

7 

— 

— 

+ 

8 

— 

— 

— 

Alle  diese  Combinationen  müssen  aber  auch  der  Gleichung  3'  ge- 
nügen, durch  welche  auch  der  Factor  / bestimmt  wird.  Für  die  I. 
Combination  erhält  man 
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oder 


wo 

ist,  und  für  die  8. 


-- - («  A fi'O 

— ««'er 

- a €t'  a*‘ 

h = S{alp) 

V— 

“ h 


0 


also  gleich  dem  entgegengesetzten  Werte  der  1.  Combination.  Dem- 
nach liefern  diese  beiden  Comb,  für  die  ersten  Potenzen  von 

— dieselben  Werte.  Ebenso  kann  man  zeigen,  dass  2 mit  7,  3 mit 

Tß 

G und  4 mit  5 zusammenfilllt , so  dass  cs  ira  ganzen  nur  4 ver- 
schiedene Combinationen  geben  kann,  welche  nun  die  4 Wurzeln  der 
Gl.  ==  0 liefern.  Diese  4 Comb,  sind; 


1' 

2' 

3' 

4' 


+ 

+ 


+ 

+ 


+ 

+ 


Man  sieht  ferner  sogleich  ein,  dass  die  zweite,  dritte  und  vierte 
aus  der  ersten  durch  Entgegensetzung  je  zweier  p abgeleitet  werden 
kann.  Wir  suchen  deshalb  nur  die  Wurzel,  welche  die  erste  Com- 
bination liefert,  und  leiten  aus  derselben  durch  Entgegensetzung  je 
zweier  p die  Werte  für  die  andern  ab. 


Es  war 


ferner  ist 


demnach 


oder 


X^AxS 


ps 


{A+t).t 
l V V 


^A  y(A  — B) 


X 


A A'  P' 


S 


kpec 


yAY{A-B) 


X 1 

= — 7^  5 («A'A'» 


hV{A^B) 


Um  den  Wert  von  Y zu  bekommen,  hat  man  nur  A mit  B zu  ver- 
tauschen, folglich  auch  die  A mit  den  p.  Demnach  ist 


Btfltrt  rimtr  HÜftfisciktn 


aod  also 


Weil 

ist,  so  folgt 


iY 


*V(^— ß) 


t'—  t''  •=  — (<"—  /)  — (/  — <•) 


+ (z-/')((A>|:4‘4-AAy')-(A|u>"  f AU‘») 

= (r-0(A#i'-A»(r-^4'‘)- {t  nik^  n^){ky  A^i") 

Nun  ist 


4+(".4+« 

A"*.A* 

1 . I 

Ä+(" . ß+« 

“!  fl+r./i+<  1 ■“<'’  •") 

ii-\  1" , // 1 / 

also 


= (J-Z/) 


1 . 0 

ü+r . r' 


(i-r)(yi  •//) 


{A  -B){t-  n = (A"V*  - iV"»)  - (A>  + 0/> 

and  ebenso 

{A-ß){t*--t)  = (AV'*“  - ay+A»aM'-  aV; 

folglich 


aod 


AV/A' 

•/// 


-A>, 


demiach  ist 
h(A—B^ 

=(AV — A#"i  Aj('— A h f .d.  -- ä(' ! 
Wess  msi  ii:  öen.  i;d»unrik» 


* ^ M J / jk'-  t»a(  ^ 


bcadi*^  Q2itt 
iSL  fil  Js  ÜsieiK 


^ f # 


• ^ y-  4^'#'  — /'5‘— 

cnc  wsL  lenKT 
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i-ü  _ A"»  = = |(A'*  - A"»)  + ■ 

so  ist 

p - A'V"—  (A'2  _ r *)  = - 2r  f*"+  fi"2  2xy  - fi'*) 

demnach 
oder  auch,  da 

A-^B  ^ A'2_^‘2  = r2__^"2 
ist 

A(^-iJ)«'»’-(A^-  -A»(A'V-A^")(A-m) 


und  wenn  wir  noch  den  Factor  (A" — — f*')  aus  der  Klammer 
herausnehmen,  so  ergibt  sich 

A(^-it)Je'»’=-(A^'-A»(A'V-Ap")(i>"  -i>-)(A  -^)(A'- p')(A"-p") 
Es  ist  aber 


und  weil 


/i  - S(nX(i) 


«'  = A"*  — A*:  o"=A2-A'2 


so  ist  auch 

A = (A'2-A"2)An+(A"2-A2)A>'+(Aä-A'-’)AV' 

folglich 

-it)A  = (A'2  - A"2)(A"2  - + (A“2  - A3)(A2  - ^2)A>' 

+ (A2— A'2)(A'2  — ^'2)A'V' 


ferner  ist 


(A.2_a"2)(A"2_j,"2j 


A'»,  A"2 

A"2— /'2,  A"2— f."2 


A'2  A"2 

A-^-^-2,  A"2-p"2 


A'2,  A"2 

- - C"" 


demnach 


{A—B)h 


A2,  Af«, 
i'2,  A'ft',  ft‘3 
A"2,  A"f.",  ft"2 


oder  auch 
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Weil 


12  — (a-\-b)  Ifi 

l'2  — (a  + Ä)i>'+flÄ^'2  X'ii'  fl 

r2-(a+i)iV'+a^#t"2  fi 


«2 


1* — {a-\-b)kfi-{-ab  fi^  = (k  — afi)  (1  — bfi) 

1*2  — (o  -f-  b)  k*  p*-\- ab  fi'2  — (1'  — afi*)  (1*  — bfi*) 
i"2  -(a  + Ä)lV+aZ»#i"*  = (r-a/i")(r-i#4") 

ist,  so  können  a nnd  b so  bestimmt  werden,  dass  das  zweite  und 
dritte  Glied  der  ersten  Spalte  verschwindet.  Das  ist  der  Fall  für 

k*  1" 

o «=  — und  b = 

fl*  fi 

oQd  für  diese  Werte  bekommt  man 

{kfl*  - nk*){ku'-  k"fl),  1/1,  /i2 

0 !>',  -*2 

0 


rr  n« 

* (*  1 (» 


V, 

r, 


X',  fL‘ 

r, 

B. 

X", 

(* 

Die  erste  Wurzel  der  Gleichung 

®»r»  = 0 

ist  demnach,  nnd  dem  zufolge  die  drei  andern 

(X-y)(X‘-^')  (r-M").  1 (X+>.HX--)i-)(X»+(t") 


1 


(X  + >.)(X-  + >«')  (r-M")  _ (X~M)(X-+|»-)(X"  + I»") 

1~4—  it 

Wie  in  §.  4.  Seite  360  werden  wir  die  Abkürzungen 

gebranchen  nnd  schicken  uns  nun  an,  die  Konntniss  der  Wurzeln 
«»+C 

der  Gleichung 

4(I>2,J2  =,0 

zur  Reduction  des  Potentials 


2n 
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auf  eine  in  Bezug  auf  t,  t"  symmetrische  Form,  die  wir  Normal- 
form heissen  wollen,  zu  verwenden. 


§.  G.  Herstellung  des  Potentials  der  Ellipse  nach 

der  ersten  Methode. 

Nach  dem  Vorhergehenden  ist 

oder  auch,  wenn  wir 

setzen 
also 


4di2r2  = {A  — B)Sl^ 

A—B  ^^2 
4 ' (P2 


.2  — 


Wenn  nun  q>  von  0 bis  2n  läuft,  so  durchläuft  O ==  in  pos. 
Richtung  den  Einheitskreis,  und  weil  r als  Function  von  (p  auf  dem 

Sl 

ganzen  Wege  pos.  ist,  so  muss  auch  dom  Einheitskreise  entlang 
pos.  sein,  was  sich  auf  folgende  Weise  zeigen  lässt. 


Es  ist 


also 


+ t 


0 — = e4('-C+*(v>+’j))-l{'-C-*(^-v))~cf-C+*i7 

= -♦/))) 

, irl+.-rhs  /£-f  .<p-v\ 

= -2e  2 +‘  2 fin(-2-  -»  Vj 

.(P+V 


= — 2«  2 +*  2 


Ebenso  ist 


<Z>— = 2e 


-~r+’^2~  -J-.- 

pn  V 2 +*  2 ; 


i—t  , ,<P+V 
o “T*  o 

2e  [tnA' 
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d>— =.  2e 


_ !Ü_l-?±5 

9 I • «> 

2e  fini#. 

«+f  , .<P— 


(P_c'+C-«>?  = — 2c 


2-|l.(^t-'-.’'  + ’) 


«+f  I 

„ 2 2 fiiiB' 

= — die 

und  demnach 

Ä8=  16c‘2f  fin^fiit^'fiii/y|ln/j' 


oder 


Ä» 


-^  = 16  fin  A fin  A'  |in  B »in  B\ 


Weil  unn  A und  A'  und  ebenso  B and  B'  arnjugiri  simlf  so  Ist  d<rr 

Sl^  Sl 

Ausdruck  rechter  Hand  sicher  pos.,  also  auch  -^j ' ^ kann  nun  p^tn, 
oder  neg.  sein;  allein  da  r pos.  aafznfasson  ist,  so  muss  aii^h 

Q 

^ pos.  aafgefasst  werden,  and  es  ist  also 


Ä 

“ 2 ' ^ 


ferner 


also 


i4f 


'/  »■  ».#— * » ./  Ä 


»o  Bsa  &f  Tiraitm  1>  tua  ZiuiwttHk.*’»  ai  ja*.  S.iUunnot 
läoft.  ^ I ÜH  “iftuUtn.  >c^-**  *'  m»4 

recto^izttr  inui'Jiiij*wK  mit 


li  ü*iL  JLiBfOnca:  :lihm  .natt  Ue  p inr-^H 

fewÄe  sinsimxiiut 


^ -=  ' 


Ei  js  um 


— o 


J - 
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und  ebenso 


= — pp.  — »(1 — «■"'+v+«>F)) 

l-J-C“^+^+’*7  / 1 — «“'^+C+*^f\ 

p~\-i  V * 1-}-^^  / 



^ . r . 1 *V\ 


O — =»  — 


1+6-^-C-^  / .1  — c— \ 

p+i  “■*!+«-'-;-«? ) 

- ..  . I+ä'+C-**?  / . .1— 

(P— c=>  — ■ I n-X^  i — -'  I 

/>+»■  1+e—i+^J 


und  wenn  man  nun  das  Product 


(1  + c-^+c+»i7 ) (1  -j-  c'-C+*?)  (1  + (I  + 

abkürzend  mit 

n{l-\-  e’“^+C+»>?) 

bezeichnet  und 


•'  = ‘ J^lS  = - . l"««  (*—;”■■) 


.1— 
1— 


b' 


setzt,  so  folgt 


wenn 


- t 


1 — 

1— c-«-C+»»? 


ftang  ^ 


g + ^ + f^ 


) 


iton0(t+^-i5) 


77(1 

(p+0*  ^ ’ 

i’*  = (p  — a)(p  — a')(p  — b)(p  — b'). 


Die  4 Wurzeln  der  Gleichung  = 0 sollen  im  Folgenden  noch 
näher  untersucht  werden. 
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BifUr: 


ir*W 


«=  itflig  ^2  ^) 

f iB  (*~^~”')  «f  sin  ^ + .•  sin  ] om 

toi  co|  (^^)«>S2  ~ ' **"  (*  a^)  **"  a 

Ich  multiplidre  nnn  Zähler  nnd  Nenner  dieses  llruches  mit 
cof  CCS  5 + { fin  sin .]  t 


dann  ist  der  Zähler 


Z = 


V 

COS^t 


. n 

sing 


• V 


COS  • ' 


cof(^^cos|  — «fin^^^sln’  asin^cos^ 
= 2sin|cos^  — 8in|cos  l^coj*  -|in» 

?co.|+.W'i*X‘7") 

= J(siii  i|-|-ifii(a  — w/ 
nnd  der  NeaKT 

.V  = (er  ^ 

X (T'y  ^ i - -«*  l- 

= af>(-~’  sKr’-'l-s* 


sing 


i'  J 


■t  !_.* 

V SS  Jj 


v>  <: 
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__  sin^-f  (t  — D 
^ cos  4~  cof  (e  — t) 

und  demnach 

t sin7/-~efin  (e  — t) 

^ C081?  + C0f(€  — S) 

und  weil  sich  die  Wurzel  b aus  der  Wurzel  a durch  Vertauschung 
von  und  rj  mit  — ^ und  — tj  ableiten  lässt,  so  ist  auch 


. ^ _ 8ini/4-2fiu (s  + k) 

“ co8ti  + coH^-\-t) 
und 

_ BinT?  + 8ftn (f + D 
cost^  -f-cof  (£  + ^) 

Aus  diesen  Formeln  ergibt  sich,  dass  mod  (rfcpa)  ^ mod  (recp4) 
und  weil 

rtn(g+t) fin(£  — 

cosi?+ cof(£  + ^)  cos  1?  + cof  (e  — (;) 

^ ftn (g  + DcofCg-^IO  — cof(g  + ^)fi»  (g  — , 

“ (CO8??+C0f(£+S))(CO8??  + C0j(f  — D) 

^s  ??(rtn(c4-D  — rin(£  — S)) 

(.  . ■ ) 


ftn  (g+^) — D 

cos  l?+C0f  (£+^;)  COS1?+COf(£  — 

ftn  2^+^coy£tin^co8t? 

“ (cos?/  + cof  (£  + |:))(COS»?+C0l(ff  — S^)) 

also  positiv  ist,  so  folgt  auch 


Ferner  ist 


imep  a imep  b 


_sin^£4-^!^(£  — p cos  2rj-j-2  cos  tj  cof  (£  — -|- 1 

(cos  7]  + CO  j (£  — f))*  ""  (cos  fj  + cof  (£  — ^))* 

2 cos  fJ  (cos  7}  + cof  (£  — f)) 

' (COSl?  + COf(£  — 


und  weil 


so  folgt 


2cos^ 

cost;+cof  (£  — J) 


cosi; 


> 


cos  rj 


C08^+ Cof(£  — f) COS  »?  + cof  (I  + 0 
mod  a <<  mod  b <^1 
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nnd  somit  liegen  alle  4 Wurzeln  innerhalb  des  K K,  Der  Kadius 
des  Kreises  durch  die  4 Wurzeln  werde  mit  n und  der  Mittelpunkt 
mit  m bezeichnet;  dann  hat  man 


ne*"  = a — m 

and 

ne~*"  «=  a' — m 

also 

M*  ==  (a  — m)  (a' — m) ; 

ferner 

“ (6  — m)  — m) 

demnach 

(a  — m)  (a' — m)  = (i  — m)  {b' — w 

aa' — bb' ^ {a-\~a* — b — b*)m 

folglich 

aa' — bb'  aa' — bb 

o+a'-4  — // " L 

wo  also 

*o 

1 

*Q 

1 

+ 

O 

D 

17un  ist 

0 

sinn 

a-f-rt'  = 2.recpo  — 2 r-  --77 — l: 

^ ^ cos  COj  (« — i) 


und  • 

i+4'=  2.recpi  = 

demnach 

L =-  2 sin  ij  fcof(«  — ^ -|-C09ty  Coj(«  cÖm) 

2sin  r\{ca\{i  + (s  — t)  + 2co% rj ) 

(cof(«  — S)  + cosi?)(cof(g  + i:)  + cÖ3'ij)  • 

49ini;(cof  gcofi;+co8  rj) 

(cof  € cm  cos  I]  — fiu  jin  (cof  s cof  ^-Pcos)?  + fin#  fin  t) 
_ 4 sin  ij  fcof  g cof  cos  rj) 

(cof  g cof  J-f  cos  jj)^  — fin^  g^^J 

4sin  T^rcof  gcof^4~  cos  rj) 

i (Cof  2g  -f“  cof  2^;  4“  - cos  ij  coj  g cof  cos^  »j 

also  ist  L positiv.  Ferner  ist 


«'  = tang  3 j ,<,„g 

^ cof  ( g ^ C03 

Ö+C08  fj 


L 
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und  durch  Vertauschung  von  r\  und  ^ mit  — und  — I erhält  man 
hieraus 

ÄÄ'  = + COS1? 

COf  (f + ?)  + COS1? 

folglich 

aa  hl)  — (fQj  f cos  i;)*— fin*£fin*^  ^ 

C0[  (£  — J)  — cos  V\ . cof  (£  — D + cos  7] 

C0|  (£  + f)  — cos  1?  . Cüf  (£  + t)  + cos  TJ 


(cof  £ cof  1; + cos  Tj)^  — fin*  £ fin*  ^ ^ 


cof  (£  — J).COSl? 

1.— 1 

cof  (f + J^).cost? 

1.  1 

4ftn  £fin^C08  rj 

“ (coj£Cof  t+cos??)*  — fin^£fin*|; 

Der  Mittelpunkt  des  Kreises  durch  die  4 Wurzeln  wird  demnach 
durch  die  Gleichung 

* 

fin  £fin^cos7? 

^ ^ (cof  £ cof  cos  rj)  sin  rj 

bestimmt.  Derselbe  liegt  also  auf  der  R.  L.,  westlich  vom  Ursprünge. 


Um  einen  richtigen  Einblick  in  das  Wesen  der  Substitution 
0 — 1 

p — — i ^“^3^  erhalten  und  um  aus  derselben  unmittelbar,  also 

(p 

ohne  Hülfe  von  tang  den  neuen  Integrationsweg  zu  erkennen  und 
um  auch  dem  Verständniss  der  zweiten  Art  der  Behandlung  der  Re- 

2ti 


duction  des  Integrals  V AB  i“  die  Normalform  entgegen 

0 

kommen,  stelle  ich  noch  folgende  Betrachtung  au. 


zu 


1.  Abbildung  der  innerhalb  und  ausserhalb  eines  beliebigen 
Kreises  liegenden  Teile  des  x Feldes  durch  die  Function 

1 

X — a 

Die  Strecke,  welche  den  Pol  a (Fig.  2.)  mit  dem  Punkte  x ver- 
bindet, wird  nach  Grösse  und  Richtung  durch  die  Zahl  x — a dar- 
gestellt. Die  Zahl  , welche  mit  y bezeichnet  werden  soll,  kann 

X iX 


\ 
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durch  einen  Strahl  dargestellt  werden,  dessen  Länge  gleich  dem  re- 
ciproken  Werte  von  mod(x  — o)  ist,  und  welcher  unter  dem  Azimute 
vom  Ursprünge  abgeht,  wenn  die  Phase  von  x — a mit  q>  be- 
zeichnet wird.  Der  Punkt  x durchlaufe  nun  einen  beliebigen  Kreis. 
Um  auf  der  y Ebene  das  Bild  dieses  Kreises  zu  erhalten,  ziehe  ich 
Tom  Ursprünge  aus  unter  den  Azimuten  der  Phasen  von  (x--a) 
Strahlen  und  trage  auf  denselben  die  umgekehrten  abs.  Werte  von 
(x — a)  ab. 


Es  sei  also 


oq 

n.  8.  f.  Weil  nun 


aq 


SO  ist  auch 


oder 


Pt 


oq 


ax 


ap  .aq  = ax.  ax'** 


1 1 _ 

ap.aq  ax.  axf** 

oq' . op*  = op” . oq* 


ax 


die  4 Punkte  />',  q'y  p",  q*  liegen  demnach  auf  einem  Kreise.  Es 
ist  nun  leicht  zu  zeigen,  dass  auch  alle  andern  Bildpunkte  auf  dem 
y Felde  auf  diesem  Kreise  liegen  müssen.  Durchläuft  x den  Kreis 
von  p aus  in  pos.  Richtung,  so  durchläuft  y einen  andern  von  p' 
aus  in  neg.  Richtung.  Diese  so  erhaltene  Figur  1 auf  dem  y Felde 
lege  ich  um  die  R.  L.  um,  und  erhalte  so  einen  Kreis  der  von 
der  Variablen  y in  demselben  Sinne  durchlaufen  wird,  in  welchem  x 
den  gegebenen  Punkt  durchläuft.  Mittelpunkt  und  Radius  lassen  sich 
auf  folgende  Weise  bestimmen. 


Der  Radius  dos  gegebenen  Kreises  sei  n und  die  Strecke  vom 
Pole  a bis  zum  Mittelpunkte  werde  mit  m bezeichnet.  Demnach  ist 


also  Mittelpunkt 


and  Radius 


Man  denke  sich  nun  die  x Ebene  mit  Kreisen  belegt,  welche 
mit  dem  gegebenen  den  Mittelpunkt  gemein  haben  und  wende  auf 
dieselben  die  erhaltenen  Formeln  für  Mittelpunkt  und  Radius  an. 
o und  m sind  für  alle  Kreise  constant  und  nur  n ist  unveränderlich. 
Weil  nun 
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, n 

^ *2 
Vir  — 

dn 


d 


m 

vC^  — n* 
ein 


2mn 

(w*  — n*)* 


SO  nimmt  sowohl  der  Radius,  als  auch  der  abs.  Wert  des  Mittel- 
punktes mit  wachsendem  zu  und  weil 


2m»  {m  — 7»)*  1 

— n^)*  (7»^  — (m*  — Tt*)*  (m-f-n)* 


SO  ist  die  Zunahme  des  Radius  grösser.  Allo  Kreise  auf  dem  x Felde, 
welche  innerhalb  des  gegebenen  liegen,  geben  auf  dem  y Felde  wieder 
Kreise,  die  aber  alle  innerhalb  des  Kreises  /'  liegen-,  somit  ist  das 
Innere  von  I'  Bild  des  Inneren  des  gegebenen  Kreises  und  der 

g~tO 

Mittelpunkt  h bildet  sich  im  Punkto ab.  Mit  wachsendem  7»  ent- 

771 

ferut  sich  der  Mittelpunkt  des  Bildkreises  immer  mehr  vom  Ursprünge, 
bis  er  für  71  = m in  unendlicher  Ferne  liegt  und  weil  für  diesen 
Wert  von  n auch  der  Radius  unendlich  gross  geworden  ist,  so  geht 

der  Kreis  in  eine  Gerade  AB  über,  welche  in  der  Entfernnug  ^ 

auf  der  Linie  der  Mittelpunkte  senkrecht  steht  Der  Teil  des  y Feldes, 
welcher  zwischen  dieser  Geraden  nnd  dem  Kreise  /'  liegt,  ist  also 
Bild  des  Kreisringes,  welcher  von  dem  gegebenen  und  dem  durch 
den  Pol  a gehenden  Kreise  gebildet  wird.  Die  Mittelpunkte  derjeni- 
gen Kreise  nun,  deren  Radien  grösser  als  m sind,  werden  durch  die 
Formel 


A/  = 


g-iXofTT) 


bestimmt.  Sie  liegen  auf  einer  Geraden,  die  unter  dem  Azimute 
— («  + .t)  vom  Ursprünge  abgeht,  also  auf  der  Rückverlängerung 

der  Linie  oA.  Der  Kreis  II  z.  B.  ist  Bild  des  Kreises  durch  r auf 


dom  X Felde.  Weil 


n 


VI 

n*  — 7/1*  ’ 


so  schliessen  alle  diese 


w — mr 

Kreise  den  Ursprung  ein,  welcher  selbst  Bild  des  Horizontes  wird. 
Der  Teil  des  x Feldes,  welcher  ausserhalb  des  Kreises  durch  r liegt, 
bildet  sich  in  das  Innere  des  Kreises  II  ab.  Diese  Betrachtungsweise 
schliesst  die  Abbildung  des  x Feldes  für  alle  Lagen  des  Poles  a in 
sich,  derselbe  mag  also  ausserhalb,  innerhalb  oder  auf  dem  gegebenen 
Kreise  liegen.  Liegt  der  Pol  a ausserhalb  des  gegebenen  Kreises, 
so  bildet  sich  derselbe  wieder  als  Kreis  ab,  und  das  Innere  desselben 
ist  Bild  des  Inneren  des  gegebenen  Kreises,  während  das  Aoussero 
Bild  des  übrigen  Teiles  dos  x Feldes  ist.  Liegt  der  Pol  a auf  der 
Peripherie  des  Kreises,  so  ist  eine  Gerade  Bild  desselben,  und  das 
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Innere  bildet  sich  anf  der  einen,  und  das  Aenssere  auf  der  andern 
Seite  derselben  ab.  Liegt  der  Pol  o schliesslich  im  Innern  eines 
Kreises,  so  ist  das  Bild  desselben  wieder  ein  Kreis,  und  der  Teil  des 
X Feldes,  welcher  ausserhalb  des  gegebenen  Kreises  liegt,  bildet  sich 
in  das  Innere  desselben  ab,  während  das  Innere  sich  ausserhalb  ab- 
bildet. In  allen  Fällen  ist  der  Horizont  des  y Feldes  Bild  des  Polos, 
während  der  Horizont  des  x Feldes  sich  im  Ursprünge  abbildct. 
Wir  wollen  noch  einen  analytischen  Ausdruck  ableiten,  welcher  die 
Bilder  auf  der  y Ebene  ebenfalls  offenbart.  Der  Pol  werde  mit  a 
bezeichnet,  der  Mittelpunkt  des  Kreises  mit  dem  Radius  n sei  h und 
seine  Entfernung  vom  Polo  m.  Wenn  nun  irgend  ein  Punkt  dieses 
Kreises,  bezogen  auf  den  Mittelpunkt  als  Ursprung,  mit  x bezeichnet 
wird,  dann  ist 


—ta 


also 


e 

m nc'V 
2 


ß — Winc’VX 

^ — w*  m*  — \ ) 


folglich 


nß~*“  /w  -f-  me*9  \ 
m*  — n*  -j-  ne*vj 

/w»  ne~*9\ 

\ m ne*9  ) 


7**  \ f/i-j- 


7»e‘^ 


) 


Weil  nun  der  abs.  Wert  des  eingeklammerten  Bruches  1 ist,  so 
darchlänft  nach  dieser  Formel  y einen  Kreis  um  den  Mittelpunkt 

mt — **  71 

“ü 5 mit  dem  Radius  — ü s . wenn  <p  von  o bis  2n  läuft.  Liegt 

der  Punkt  a auf  der  Peripherie  des  Kreises,  so  ziehe  man  durch 
denselben  einen  Durchmesser,  und  der  Winkel,  den  irgend  ein  Strahl, 
dessen  Länge  r sei,  mit  demselben  bildet,  werde  mit  <p  bezeichnet; 
dann  ist 

y = — 7:lv  = —TT  «=1  — V-  (cos  y — 7 sin  g>) 

^ re*“  re*“  ^ 

Nun  ist 

r = 2ncOB(p 
also 

e~*“ 

y = -^l—*tangqp) 


Diese  Formel  stellt  nun  aber  eine  Gerade  dar,  welche  auf  einer 
andern  Geraden,  die  unter  dom  Azimute  — « vom  Ursprünge  abgeht, 


in  der  Entfernung  senkrecht  steht 
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2.  Abbildung  der  innerhalb  und  ausserhalb  des  Einheitskreises 
liegenden  Teile  des  x Feldes  mittelst  der  Formel 


X — 1 

Zum  Zwecke  der  Abbildung  gebe  ich  dem  Ausdrucke  — 

die  Form  — »Yl— — • Liegt  nun  x auf  dem 
\ 1 + a;/  '1+x 

Einheitskreise,  so  wird  x -f-1  durch  einen  Strahl  dargestellt,  welcher 
den  Ursprung  mit  einem  Punkte  des  Kreises  verbindet , welcher  mit 
dem  Radius  1 um  den  Punkt  1 beschrieben  wird.  Durchläuft  nun 
X vom  Punkto  1 aus  den  innern  Rand  des  Einheitskreises  recht- 

2 

läufig,  so  durchläuft  nach  dem  Vorhergehenden 


x-f- 1 


die  Südhälfte 


einer  Geraden,  welche  auf  der  Rcalitätsliiiie  in  der  Entfernung  1 
senkrecht  steht,  in  südlicher  Richtung,  durchläuft  daun  die  Osthälfte 
des  Horizontes  rechtlüufig  und  kehrt  über  die  Nordhälfte  der  Gera- 

2 

den  zur  Realitätslinie  zurück.  ? - ^ j umläuft  daun  in  pos.  Richtung 

das  ganze  Gebiet,  welches  nördlich  der  Geraden  liegt,  die  in  der 
Entfernung  i auf  der  lateralen  Axe  senkrecht  steht  und  schliesslich 

2 f X — i\ 

umkreist  + oder  — i vom  Ursprünge  aus  in  pos. 

Richtung  das  ganze  Gebiet  nördlich  der  Rcalitätslinie.  Das  x Feld 
wird  nun  durch  den  Einheitskreis,  die  Realitätslinie  und  die  laterale 
Axo  in  verschiedene  Teile  geteilt,  die  einzeln  abgebildet  werden  sollen. 


Kreis  I des  x Feldes  stelle  den  Horizont  dar,  Kreis  II  sei  der 
Einheitskreis,  und  III  der  Kreis  durch  die  4 Wurzeln  <»,  b,  etc. 
Ebenso  sei  IV  der  Horizont  des  y Feldes,  V der  Einheitskreis  und 
IV  der  Kreis  durch  die  4 Wurzeln  o,  b,  etc.  Die  entsprechenden 
Wege  beider  Variablen  x und  y seien  mit  den  kleinen  Buchstaben 
a,  c,  etc.  und  die  entsprechenden  Gebiete  beider  Felder  mit  den 
grossen  Buchstaben  A,  C etc.  bezeichnet.  Durchläuft  x deu  innem 
Rand  des  Einheitskreises  vom  Punkte  1 aus  in  pos.  Richtung,  so 
umläuft  die  Variable  y vom  Nullpunkte  aus  die  ganze  Nordhälfte 
des  y Feldes  in  pos.  Richtung.  Ferner  ist  der  Rand  der  Südhälfte 
des  y Feldes  Bild  des  äusseren  Randes  des  Einheitskreises.  Der 
Horizont  des  y Feldes  ist  das  Bild  eines  unendlich  kleinen  rück- 
läufigen Kreises  um  den  Punkt  — 1.  Denn  für  einen  solchen  Punkt 
ist  X = — 1 -f-  pe*V,  also 


y 


Q 
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wo  (p  von  .y  bis  — ^ abnimmt.  Die  pos.  Hillfto  der  RcalitUtsUnio 

des  X Feldes  bildet  sich  auf  der  lateralen  Axo  zwischen  4-»  und  — » 
ab,  und  der  nördliche  Horizont,  in  pos.  Richtung  durchlaufen,  gibt 
als  Bild  einen  unendlich  kleinen  lieg.  Halbkreis  um  den  Punkt  -^i. 
Denn  für  einen  Punkt  desselben  ist 


wo  (p  von  0 bis  n läuft.  Ferner  wird  die  ncg.  Ih'nlitätslinio  vom 
Westpuukte  bis  zum  Punkte  — 1 auf  die  ncg.  laterale  Axe  zwischen 
— I und  dem  Südpunktc  geworfen,  während  der  Östl.  Horizont  Bild 
eines  kleinen  neg.  Halbkreises  um  — 1 ist.  Das  Stück  der  Realitllts- 
linie  zwischen  —1  und  0 bildet  sich  auf  der  nördl.  Hälfte  der  latera- 
len Aie  zwischen  dem  Nordpunkto  und+*  ab.  Durchläuft  demnach 
X den  Rand  der  Nordhälftc  oder  Südhälfto  des  x Feldes , so  durcti- 
länft  y den  Rand  der  Ost-  oder  Westhälfto  des  y Feldes.  Durchläuft 
schliesslich  x vom  Ursprünge  aus  die  laterale  Axe  in  nördlicher 
Richtung,  so  durchläuft  y vom  Punkte  +*  aus  den  Kiiihcitskreis  in 
neg.  Richtung.  Denn  es  ist 


y = 


bat  also  beständig  den  abs.  Wert  1.  Der  innere  Rand  des  Einheits- 
preises anf  dem  y Felde  ist  also  Bild  des  Randes  der  Osthälfte  des 
X Feldes,  während  der  äussere  Rand  Bild  des  Randes  der  Westhälfto 
ist  Wenn  non 

a = b -=  C = b — 

die  Wurzeln  der  Gleichung  Ä*  — 0 sind,  so  ist  mod  (ab)  = mod  (bc)  = 1 
nui  «ietnnach  liegen  dieselben  anf  einem  Kreise,  der  von  d .m  Einheiis- 
Pr^öe  rechtwinklig  geschnitten  wird.  Weil  nnn  derselbe  ganz  in  der 
Osthäl^  des  X Feldes  liegt,  also  der  Pol  0 der  Abbildung  ansserhalb 
desselben,  so  ist  sein  Bild  ein  Kreis,  der  ganz  innerhalb  des  P^inheits- 
Preiaes  Ih?gt,  und  dessen  Mittelpunkt  wegen  der  confnrmcn  Abbild nng 
suf  der  Realirätsimie  liegt  Die  Abbildung  zeigt  also,  da.ss  durch  die 
^^dwätatioa 


lüe  Wurzeln  .ier  neuen  Gleichung  in  das  Innere  des  E.  K.  verlegt 
wden  and.  wieder  auf  einem  Kreise  liegen. 
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WO 


ß!  _ /7(l+e-«K+..;) 

(p  + i* 


pi  = (p  — a){p  — a')(p  — b)(p-h') 

Für  die  Wurzeln  der  Gleichung 

= C7i4  , ^VAx  — i^By)  , (4(a:a4.y2-|-,2)_|.2(yl-|-7?)) 

A-n  -1  ÄTTJi 


<2>» 


die  wir  mit  a,  b,  c und  b bezeichnet  haben,  gelten  nun  die  Relationen 


sc\{q^  b,  c,  b)  — a + b + c -f- b •=  ~a  — b — * V ^y) 

b,  c,  b)  = (a  + b)(c  + b)  + ab  + cb 
_ 4Jx“  -j-  2/2  _|_  Jj2^  _|^  2 (A  — B) 

^ — B ~ 


ZC\  (a,  b,  c,  b)  <==  abc + abb  + QCb  + beb  = — (y  -f » y By) 

-Sc\(a,  b,  c,  b)  = Qbcb  =.  1 

Nun  ist  auch 

^ + -^^3  + ^^4  = (1  + 0 (1  + b)  ( 1 + c)  ( 1 + b) 

und  demnach 

n(l  + e-'-C-.i)  = 2 + . 2 + ^ 

^A  — B^  A — B ^^A~B 

^ ~A B ^^"(“2  V + y“  + 2*) 


— ((V ^ + a^)*  + 2/*  + s*) 


wenn  wir  mit  11  die  Entfernung  des  Bezugspunktes  vom  neg.  Ende 
der  X Axe  bezeichnen. 


Somit  ist 
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Um  das  Vorzeichen  der  Quadratwurzel  zu  bestimmen,  dividire 
ich  mit  also  ist 

4//*  1 4//-  1 

ö»  = A ‘ (7+  7)^(7+  ^ ' (T^'+T? 

Weil  nun  pos.  sein  muss,  so  ist 


<P 

also 


Aus 


folgt 

somit 


Durchläuft  (P  don  inncrn  Rand  des  K.  K.  von  1 aus  in  ])om. 
ifichtuug,  so  durchläuft  j>  vom  Ursprünge  aus  in  )>oh,  lUc.hfiiug  den 
Rand  der  Nordhälfte  des  Zahlcnfeldcs.  Weil  über  <ler  Iiitegiund  iin 
Horizonte  verschwindet,  so  ist 

, \rj 

2V/(«  p.lp 

n J /' 

Die  Polo  dieses  Integrals  sind  die  Wurzeln  der  (ilelebutig  P‘*  * o. 
Da  dieselben  aber  complex  sind,  ko  kann  die  UealiljUtilinie  nngebin* 
dert  passirt  werden  und  das  InU^gral  hat  einen  endlieben  poi»,  Wert, 

Das  Polynom  P^  soll  nun  dureb  eine  neue  Hnbt»lifntion  in  ein 
anderes  verwandelt  werden,  desHen  Wurzeln  tianHlii  b anl  dem  Kinbeif«* 
kreise  liegen.  W’^ährend  also  die  alle  Variable  p den  lirelb  dureb 
die  4 Wurzeln  der  Gleichung  /'*  0 pmjsdri,  mu»5«  die  neue  Variable 

den  E.  K.  durchlaufen.  Wir  mi/Atn  demuaeb 


// 




A — U p*  “i“  1 ( * " *)  ( 7>  + 0 ' ^1  — B 

^2  7/ 

— / -T'^  • 7=._=r-  p 
(7^  + 0“  V/l  - li 

1 + p — i 


<P 


1 — ip  p -j-  i 

^ 2#</7> 

f/<P  = — — 2 -V» 

( -}-/)- 

r<!r 

n J V 


1 + -Y  . 

;>  + / 


p — m I //// 

wo  m Mittelpunkt  des  Wurzel kreiiKr»  und  n defc^en  Ra/liuK  Ifcl. 


Es  ist  also 
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(-  - ^-)  (« - (.  - H-)  {.  - 


Ferner  ist 


und  weil 


so  ist  auch 


a — m L(a  — m) 


n 


Ln 


Lm  = aa  — bb' 


und  ebenso 


L(a  rn)  — a*  — a{b-^b*)  bb*  = (a  — ^)(ß  — b*) 


L (o'  — m)  = (a'  — b)  {a*  — P) 

L{b  — m)  = — {b  — a){b  — a') 

L{b*  — m)  = — {b‘  — a){b* — a') 

somit 

L'^{a  — m){ce—m)  = (a  -b){a  — P){a*  — h)  {a*—b‘) 

oder,  weil 


= (a  — m)  (a‘  — m) 

(Ln)^  = (a-b)(a-^ P)  («'  - b)  (a'  —P) 

Da  nun  die  Factoren  (a  — &)  und  (a'  — b')  und  ebenso  (a  — b*)  und 
(a*  —b)  conjugirt  sind,  so  ist  positiv,  und  weil  nach  früherem 
L und  n positiv  sind,  so  hat  man  in  der  Gleichung 


Ln  = y (a — b)  {a  — b*)  {a!  — b)  (a‘  — P) 

die  rechte  Seite  positiv  zu  verstehen. 

Wir  führen  nun  folgende  Abkürzungen  ein: 

a^’=a—b'j  = a' - b';  /32-=a  — A';  ß*^  a*  ^b 

und  verstehen  unter  «,  a',  ß und  ß*  diejenigen  Wurzeln  aus  diesen 
Ausdrücken,  deren  reelle  Compononten  positiv  sind. 

Die  Wurzeln  der  Gleichung  »=  0 sind  nun 


a — m L{a  — m)  a ß 

n Ln  ct\ß‘ 

a* — m L{a! — m)  n' 

n Ln  a ß 

weil 
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so  ist 


and  ebenso 


L{b  — m)  = Ln  = aa'ßß‘ 

b — m L{b  — m)  ^ ß' 


n 


Ln  a‘ . ß 

b*  — m L{J> — m)  /5 


Weü 


fl 


Ln 


a .ß*' 


a ß a'ß*  a ß'  a'  ß' 

mod  -7^  = mod  — -r  = mod  -rj  = mod  — 

aß  aß  aß  aß 


SO  liegen  dieselben  auf  dem  Einheitskreisc.  Es  ist  nun 


/»*  = 


jß^ijj^tiaßq  - aß')iaß’q  — aß){aßq  + ttß'){aß'(i  + tt'ß) 


n 


und  weil  nun  die  Factoren  des  Productes  Fl  conjugirt  sind,  so  ist 
der  Ausdruck  rechter  Hand  für  alle  reellen  Werte  von  q positiv. 
Für  reelle  q sind  aber  auch  die  p reell  und  weil  dann  1*  positiv 
sein  muss,  so  folgt 


P = ^Vniaßq—  a‘ß') 


folglich 


r - 'V 

^ J Vn(ad«-«"d') 


+» 


y n {aßq  — a' ß'~) 


— 00 


Es  soll  nun  eine  Substitution  gesucht  worden,  durch  welche  der 
Ausdruck  U{aßq  — a*ß')  so  verwandelt  wird,  dass  die  Wurzeln  des 
neuen  Polynoms  auf  der  lateralen  Axo  liegen.  Dnrchliiuft  also  die 
Variable  <2  deu  Einbeitskreis,  so  muss  die  neue  dio  laterale  Axe  durch- 
laufen. Wir  wissen  nuu  aus  dem  früheren , dass  in  diesem  Fülle 

2 

der  Ausdruck  — 7-7  eine  Gerade  in  südlicher  Uichtuug  durchllluft, 

welche  auf  der  R.  L.  iii  der  Entfernung  1 senkrecht  steht.  Der 
2 

Weg  von  — nr  ist  demnach  eine  in  der  Enth'iuung  — I vom  Ur- 

Sprunge  auf  der  R.  L.  senkrecht  stehende  Gerade,  die  in  nördlicher 
Richtung  durchlaufen  wird  Soll  nun  uher  die  laterale  Axo  durch- 
messen  werden,  so  müssen  wir  noch  1 du/ii  Netzen,  und  diu  neue 
Variable  ist  demnach 

2 V • I I “I*  N 


« = 1 — 


q+1  (/-fl’ 


q -* 


1 


«&• 
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Da  nun 

(aß'q—ccß)  = = j-^((«|3+«'/S')«— (ff/5— 

UUfl 

(aßq-fc'ß^)  ^ (ff/5  - aß^  = ^ßaß+a^ß')s  ^{a'ß'-aß)), 

{(^ß'q+aß)  = ~ “ /^«')) 

~^ß')  = Y^^ac^'ß+ctß‘)+s{aß- aß’)) 

so  folgt 

ri(aßq  - aß’=jy-^^Il{{aß-\-aß’)fi  — {aß’-aß)) 
ein  Ausdruck,  der  durch  Einführung  der  Abkürzungen 


(rt'/5f/+ff/S')  = (ff'/5  ^ 


f^aß  +a’ß' 
ig  = aß  - a'ß’ 

h = ff/5'  + aß 
ij  = ff/5'  — aß 

wo  also  /*,  #7,  h und  j reelle  Grössen  sind,  folgende  Form  annimnit: 


Tl{aßq  — ff'/5')= 


( A — io)  ( A + ig)  {h  + i«j)  {h 

1 


— isj) 


1 


{Ps^+g^)h^+ß.^) 


Die  Wurzeln  iS-  = 0 sind  nun  i — *t,  liegen  also 

f f 3 7 

auf  der  lateralen  Axe.  Weil  y II  auf  dem  ganzen  Woge  pos.  ist, 
so  muss  iS  auch  pos.  sein,  folglich  ist 
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Läuft  die  Variable  q auf  der  B.  L.  vom  Westpuukte  aus  über 
— 1,  0,  +1  bis  zum  Ostpunktc,  so  passirt  a ebenfalls  die  R.  L.  und 
zwar  vom  Punkte  1 aus  bis  zum  Ostpunkte,  dann  vom  Westpunktc 
über  -^1  und  0 zum  Punkte  1 znrück,  also  die  ganze  R.  L.  vom 
Westpuukte  bis  zum  Ostpunkte.  Das  Potential  bekommt  nun  folgende 
Form; 


— X 


oder  auch 


//  V S 
0 


Das  Polynom  soll  nun  durch  eine  neue  Substitution  in  ein 
anderes  verwandelt  werden,  welches  nur  noch  2 verschiedene  reelle 
Wurzeln  mehr  hat.  Eine  solche  Substitution  ist 


gh 

= — T-.W 

fj 


und  die  Wurzeln  des  neuen  Polynoms  sind  — und  — ! 

A 9) 


fh 


Wir  setzten 


•f  — aß -{-aß'  und  h = aß'-\-a‘  ß, 

•also 

hf=^aa'{ß^-{-ß'^)-^ßß'{a^  + a''^) 

= aa'{a-{-a  — b - b')-\-ßß'(a-\-a' — b — b') 
= L{aa'-{-  ßß'). 


Weil  nun  sowol  Z«,  als  auch  und  ßß'  pos.  sind,  so  ist  auch  hf 
pos.  Ferner  ist 

g (aß  - a'ß‘\  j = \ (aß'—  c'ß) 

t I 

also 

-g)  = ßß\a^+ct'^)-aa'{ß'^  + ß'^) 

= ßß'(a-j-a' — b — b')  — aa'(a-\-a' — b — b') 

= L{ßß'  — aa') 

folglich 

fh.gj  = L^(aa'-ßß')  (aa'-{-ßß')  = L^a^a^'^  - ß^^  ß'^). 

Nnn  ist 


I 


i 
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n>  = o - i = j ^tan0  — 1“^)  — ‘»"fl 

x(|l.(!=|=i'>l(!±|Ö) 

_ _.  2»Tin(?+»);) 

C0f(f+!»))+C0f£ 

cbeuso 

„2  _ 2irtna-iy) 

C0f(f— t1?)  + C0f£* 

demuach 

fw\2  ^ (^— ?»y) 

(cof  (^:+  ifj)  + cof  €)  (cof  (C  - tlj) + cof  £)' 
Der  Zähler  dieses  Bruches  ist  aber 

Z = 4 ftii  ({;+ *1?)  fin  (^—  it^)  = 2(cof  — cos  2iy) 

==  2(coP^ + fin^^ — cos*»/  + sin*i/) 

= 2(1+2  pn*^  -1  + 2 sin*»/)  = 4(rin*S+  sin*»/) 

= ‘ - ^ 
und  der  Nenner 


= (cof  ^ cos »/+  cof  J + 1 fin  ?sin »/)  (cof  J cos »/  + cbf  € — t pn  f sin  » ) 
= cof  *^: cos*»/  + cof *£ + 2cof ^cof  £ cos »/ + fin*|:8in*»/ 

>“  cof  *f  + cof  *f  + cos*»/  — 1 + 2 cof  £ cof  j;  cos »/ 


und  weil 
also 


(^  + 0 (A  + t')(A+n 
A(A  - B) 


X 


A-B 
i A 


cof  f cof  f cos»/, 


p"'  ist 
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N 


, A-{- 1"  ^ , 2-^ Ax\ 

\A-B'^  A~B~^  A-B  ^'^  ~A-Bj 


— C^A  + Ä + (« + <'+  O + V Ax). 


Wir  haben  aber  gefunden,  dass 


also 


folglich 


y = J^{A  + x^+y^+z*+2VAx) 

//* 

” A-B 

t'—  t” 

(o«0*  = 4 


Wenn  man  i mit  ^ vertauscht,  so  gehen  a und  a'  in  einander 
über,  und  b nud  b'  bleiben  unverändert.  Dann  gehn  also  o und 
und  a'  in  ß über.  Man  braucht  folglich  nur  t mit  zu  vertäu* 
sehen  um  {ßß')^  zu  bekommen,  also 

{ßßr  = 4 

somit 

a^a’^-ß^r  “ (««'4-^lJ') («<»'-  ßß')  = (t'-O, 


also  ncg.  Weil  nun  aa'-^ßß'  pos.  ist,  so  muss  aa'  - ßß'  ncg.  sein, 
also  auch 

gj  = L(aa'-ßß') 


und  die  beiden  Wurzeln 


9J 


fh' 


01 


sind  daher  negativ. 


WeU 


pos.  ist,  so  setze  ich 


tb.  — ^tibl 

n ” (/^/)* 


und  verstehe  unter  y die  pos.  Quadratwurzel;  dann  wird 


Ferner  ist 
demnach 


^ = y*(/Ä  “ — oi)  (/^ — oj  “) 


3U2 
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CO 


0 


Wenn  wir  nun  in  dem  Ansdrucke  für  72*  für  fk  und  gj  die  früher 
erhaltenen  Werte  cinsetzen,  so  erhält  man 


«2  = /A((«a'+  ßß’) « - (aa'—  ßß')  ((oo'+  ßß’)  - (oo'—  ßß')a) 
= LHßß'd  + »)  - «a'(  1 - »))  (ßß‘(l  + «)  + «<»'(1  - «)) 

= + «)*  - o»o'*(l  - k)*) 

= ((* - (t' - n (1  - a)*) 


4L*  , 

m ■ ^ 


2 


WO  auf  der  ganzen  R.  L.  pos.  ist;  also 


und  demnach 


R 


II 


U 


r = 


ein  Integral,  welches  sowol  an  der  untern,  wie  an  der  obern  Grenze 
convergirt.  Es  ist  nun  leicht,  dieses  Integral  in  ein  anderes  zu  ver- 
waudeln,  welches  sich  nur  von  0 bis  1 ausdehnt.  Ich  schreibe  des- 
halb 

r'  = 

0 1 

und  ersetze  im  zweiten  Integrale  n durch  daun  wird 


lu  dem  Ausdrucke 


r'  = 4 


tlu 


0 


J7*  = ) 


setze  man  nun 


daiiu  umfasst  der  neue  Integrationsweg  das  Stück  der  IL  L.  von 
^ pos.  Werte  t an  bis  zum  Ostpunkte. 
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dv  = 2{t—t") 


1 — u \1  — u 


also 


= 4 (« — t") 

' (1  — **) 


(1— 

4« -«")(! + «)'*” 


Ferner  ist 


4tt  = (1  “i~  — (1  — **)*  (1  *0*  ^^2 


also 


2V“  = (-“)[/(^)-l 


nnd  ans  der  Substitution  folgt 


also 

demnach 


folglich 


/l  + u' 

v — r 

\l-n, 

) ~ t—t" 

1+t*  lA-«" 

1—u^V  t—t" 

flu 

dv 

-\/uU^ 

1+tt 
1 — u 

t")\/ (v  V) 

dv 

2V  (t>  — t){v  — 1‘)  {v  — t"j 


T'=2VAisf 


§ 7.  Herstellung  der  Normalform  nach  der 

zweiten  Methode. 

Weil  mod(ab)  = mod(cD)  = 1 ist,  so  liegen  die  4 Wurzeln  der 
Gleichung  51^  = 0 auf  einem  Kreise,  welcher  von  dem  Einheitskreiso 
rechtwinklig  geschnitten  wird.  Es  war 

tf 

...  aa 
a = 6^-1^+»’?  = — 

a 


l)  IIP  — •.A-r-i-.-.f 


394 


Bigler : Potential  einer  elliptischen  Walze 


aa*d* 
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CUl 


Die  Mitte  f der  Sehne,  welche  die  beiden  Punkte  a und  b ver- 
bindet, ist 


Die  Länge  der  Strecke /»«,  wenn  m der  Mittelpunkt  des  Kreises 
durch  die  4 Wurzeln  ist,  werde  mit  A bezeichnet;  ihr  entspricht  also 

nach  Richtung  und  Grösse  die  imaginäre  Zahl  he  2 ) ; dann 
stellt  om  nach  Richtung  und  Grösse  die  Zahl 


oa' 


<8 

- -i7ta" 


dar.  Die  Strecke  gm  werde  mit  j bezeichnet  und  wird  nach  Richtung 

ii-—  \ n 

und  Grösse  durch  je  \2  dargostollt,  hat  also  das  Azimut  — tj. 
Nun  entspricht  der  Strecke  og  die  Zahl 

1/1  «a'\  l/l-f-rt*a'^\ 

2 ä'”7  2 

somit  der  Strecke  om  die  Zahl 


1 aV^  + l I t . 

2 * aa*a"  ' a"  ^ 


Die  zwei  reellen  Unbekannten  h und  ; sind  demnach  durch  die  zwei 
Gleichungen 


1. 


a"  a*  + a'* 
2 ’ aa' 


aV^+1  . V , 
aaW'  ’a"'^ 


2. 


1 . iÄ  a"  a*a'*-f-l 

2 aaW*  a"  2 aa* 


mit  einander  verbunden.  Multiplicire  man,  um  ; zu  climiniren,  die 
erste  Gleichung  mit  a"  und  die  zweite  mit  so  bekommt  man 

^ - * 
k 
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Maltiplicirt  man  fcrnor  die  erste  Gleichung  für  den  Mittelpunkt  m mit 


und  setzt  den  Wert  für  — 


h hier  ein,  so  folgt 


4. 


(“"’-i) 


, „ , oT  a a' 

m aaa  -j-  — ; ff 

' aa  a a aa 


oder 


= + -) 

\ ' aa  / a \a  ' aj 

4»sin  i/cos  1/ .m  «=  c*7 


also 


= c»>?2cof(c  + t)— «-*?2cof(c  — (;) 

=•  2(co8i?+»sini7)cof  (f+f) 

— 2 (cos  rj  — t sin  i;)  cof  (e  — {;) 

= 4(cos»/flnsRnt+f8ini/co(ccoff) 

cofecoff  .fineftn^; 

m 1 — : 

cos  rj  sm  rj 


aus  welcher  Gleichung  folgt,  dass  der  Mittelpunkt  des  Wurzelkroises 
östlich  der  lateralen  Axe  und  südlich  der  R.  L.  liegt  Aus  der  Glei- 
chung 4.  folgt 


wo  die  Zahl  den  vom  Mittelpunkte  m nach  dem  Punkte  a 

gehenden  Radius  nach  Richtung  und  Grösse  darstellt  Das  Product 
dieser  2^hl  mit  der  ihr  conjugirten  ist  das  Quadrat  des  Radius 
selber.  Also 


oder 

16  sin*i/  cos*»; . Ä*  = 4 . 2 jin  (f  — irj)  fin  (f  + irj) . 2 pn  (t  + ei;)  ftn  («  — ei;) 

“=  4 . (co(  2^;  — cos  2 »;)  (cof  2s  — cos  2 rj) 

= 16 . (fin*|;+  sin*»;)  (fin*£  + sin*»;) 


also 
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^ 8in*T;)  + sin^t?) 

~ sm^rjcos^rj 

Das  Polynom  ß*  soll  nun  durch  eine  neue  Substitution  in  ein 
anderes  verwandelt  werden,  dessen  Wurzeln  sämtlich  auf  einer  Ge- 
raden liegen.  Die  neue  Variable  muss  also  so  eingerichtet  werden, 
dass  sie  eine  Gerade  durchläuft,  während  die  alte  den  Kreis  durch 
die  4 Wurzeln  der  Gleichung  Sl^  = 0 passirt  Wir  haben  nun  früher 
gesehen,  dass,  wenn  eine  Variable  einen  Kreis  passirt,  die  Zahl, 
welche  die  umgekehrte  Distanz  von  irgend  einem  Pole  aus  nach 
Richtung  und  Grösse  darstellt,  entweder  einen  Kreis  oder  eine  Gerade 
durchläuft,  je  nachdem  der  Pol  auf  dem  Kreise  selber  liegt  oder 
nicht  In  unserem  Falle  muss  also  der  Pol,  den  wir  mit  x bezeich- 
nen, auf  dem  Wurzelkroiso  selbst  (wir  verlegen  ihn  in  den  Bogen  bc) 
liegen. 

Wir  nnterwerfen  den  Pol  ferner  der  Bedingung,  dass  die  durch 
die  Strahlenpaarc  (xn,  orb),  (arb,  arc)  bestimmte  Involution  die  Tangente 
in  X und  den  von  x ausgehenden  Durchmesser  zu  Doppelstrahlen 
habe,  damit  die  durch  die  Punktpaare 


hestimmte  Involution  den  unendlich  fernen  Punkt  der  Geraden  (wel- 
cher der  Tangente  in  x entspricht)  zum  einen  Doppelpunkt  bekomme, 
weshalb  dann  der  andere  Doppelpunkt  die  gemeinschaftliche  Mitte 
beider  Punktpaare  sein  wird.  Das  letzte  wird  durch  die  Gleichung 


oder,  was  dasselbe  ist,  durch  die  Gleichung 


1 J_  _1 ^ 

ü — X b — X c — X b — X 

ausgedrückt.  Diese  Gleichung  besagt  freilich  blos,  dass  die  vier  neuen 
Punkte  die  Ecken  eines  Parallelogramms  seien , das  allerdings  auch 
in  eine  Gerade  zusammen  gedrückt  sein  kann.  Da  aber,  w'enn  der 
Punkt  X irgendwo  ausserhalb  der  Peripherie  liegt,  die  vier  neuen 
Punkte  in  einem  Kreise  liegen,  so  kann  das  Parallelogramm  nur  ein 
Rechteck  sein.  Man  kann  diese  Möglichkeit  vor  der  Hand  nicht  ab- 
wehreu.  Aber  der  Erfolg  der  Rechnung  wird  zeigen,  dass  die  andere 
Möglichkeit,  wo  das  Parallelogramm  in  eine  Gerade  zusammeugedrückt 
Statt  hat.  Aus  obiger  Gleichung  folgt 
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(a  — b)(C— a-)(b  — x)  — (C  — b)(a  — jr)(b  — a:)  = 0 

(a  — b)  (Cb  — (c + b)x  + x"*)  - (c  — b)  (ab  — (Q  + b)x + x*)  =»  0 


x*(a — b -c+b)+x((c — b)(a-[”b) — (o — b)(c-|-b))-|-oc(^  a)— 0 

WeDn 

iV=  a + b — i-c,  Ä*  = (a  — b)(a  — c)(b-b)(b  -c), 

wo  R die  pos.  Wurzel  bedeutet,  dann  ist 

Nx  = ab  — bc-  R, 

eine  Lösung  der  Gleichung,  woraus  folgt 

A’(a  — x)  = a-  — (Q-l-c)b-j- bc-[“^'f 
= (a  — c)  (ü  — b)  + i? , 

iV(b  — x)  --  — (ü  — b)(b  — b)+/?, 

A'(c— x)  = — (a — c)(b  — c)  + 7?, 

iV(b — x)  = (b  — b)  (b  “ c)  -f-  R. 

Ich  führe  nun  folgende  Abkürzungen  ein: 

jL*  = a — b,  fi*  = Q— c,  V*  =■  b — b,  |2  = b— c 

und  verstehe  unter  A,  fi,  v,  I diejenigen  Wurzeln  dieser  Ausdrücke, 
deren  reelle  Componenten  positiv  sind. 

Obige  Formeln  lassen  sich  nun  auch  so  schreiben: 


= fin(£  + *»/)fin(£  - iri)  = fin*€  + sin*i/ 

= (in(^+*i/)Iin(^  - in)  = fin"f+sin«t; 

= [in(£+|;)rtn(£-^)  == 

wo  /,  9 und  h pos.  verstanden  werden.  Aus  dieser  Gleichung  folgt, 
dass  2 I 7 a 

and  weil 

d ~ b = e'=«f(e'~C  - = c'^ . 2 jin(f  - D 

4*5 — «—(^10)  = e”"< . 2fiii(f 


oder 


N{a  — x)  =«  Af*(Afi+vf) 
A^(b  — x)  = Av(fi§  - Av) 
iV(c--x)  = -#i£(f*^  -Av) 
A(b  -x)  = v|(A|it+v^). 


Ferner  sei 
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also 


a~c  = = e-c.2  fin(f  + jiy) 

b— b = cC(e^“*«7— e“(f-i>/))  =,  C^.  2fin(f  - iri) 

(0  — b)(b—c)  =>  4fin(e-  ^)tin(f+^)  = 4ä*, 

(q  — c)  (b — b)  =4  pn(f  -j-  i7\)  pn(f  — iri)  = 4 ; 


so  folgt  ferner 
also 

und  somit  R positiv. 
Ferner  ist 


= 2A,  fiv  = 2/ 

R = = 4/i/’ 


iV  = (a-b)+(b— c)  = 

= 2 fin(£  — t^)e*v  -j-  2 fiii(£ + f)  ö“”' 

= 2((fiii£Cofi;— co)£fin^)£*>?  + (rtn£CoU+fin 

= 4((in  £ cof  |;cos  “ i co(  £ [in  ^ sin  «) 

folglich 

(modA’)=*  = 16(fin^£Cof*^cos^i/-}“Coj*£[in’*^sin^iy) 

= 16(fin*£:o(*^+sin*?^((iii2^— pii*£)) 

= 16(fin2£Coj*£  -fin^£— fiu*£4-pn^£CoPi:+sin*i7(fin*| — fin^£)) 
= 16([in2fcol=^£-([iu^£+[in*£(sin2i/  -fin^C)  - sin*t/[in*^)) 

= 16(rtn^£Co|*£--([in*£+sin*i;)([in^£— [in-^;)) 

= 16(fin*  co[2£-/**a*) 

=»  16([in£Cof£4-A)(fin£Cof£  -fh) 

. = 16a*/Sa 

wenn  a*  = [tn£Co[£+Ä/  und  /5^  = fiu£Cof£— //*  gesetzt  wird,  o 

und  ß sollen  beide  pos.  verstanden  werden.  Ferner  ist  auch  a'^  ß. 

Demnach  ist 

mod  A = 4 0/3. 

Die  Amplitude  von  A,  welche  negativ  ist  und  mit  y bezeichnet  werden 

soll,  wird  durch  die  Gleichung 

imcpA  co[£[in^sin  i;  tang^: 
angy  •=  ^ — pn«co(  jcoit/  ““  tang£  ^“8^^ 

bestimmt,  und  weil  £ > ^,  so  folgt 


Ö<y 

mithin,  weil  die  imcp  A neg.  ist 


>-^var  nun 


i 


A = 4«/36“‘V 
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fol^ich 


P’UmmiitA  ^ 

Jfa  = ild  — ftc  — K 
= ^ — t-*»— V'* 

= -*  — 4f*A 

==  -Ufinfcoi  « — /4)  — 4{S* 


n 


Der  Punkt  r liegt  also  innerhalb  des  Einheltskrt'l«.'»  «wf  liom  Hl  «oho 
des  Warzelkreises  zwischen  der  «.  L.  und  der  Hooaulo  ort,  Ihi» 
Potential  der  Ellipse  ist  nun 


T 


üVab\ 

A-UiJ  Sl 


..Iso  ein  Integral,  in  welchem  ® den  ElnlieltakroU  roolillllHd«  diiioli- 
lauft  Weil  nun  aber  der  Pol  * Imiorhulh  dlo»o»  Kndwm  llo(jl,  .«< 

durchläuft  rtc—  wieder  einen  Krcl»,  drsseii  MllU.||Minhl  iiiiil  llioll«* 
nach  Früherem  durch  die  Jonnelu 


m 


m 


n 


rn 


n 

» - n* 


bestimmt  werden. 


ln  unserem  Falle  iit 


.-j- 

♦ - # 4 / 

also 

u 

^ ■ 4f  ^ 

o»*—  ** 

= (— h*. ^ 

demnach 

^ V 

mid 

4^ 

Jb^MK  - 

’^U 

We3  BÖ.  um.  tesr  r-ti 


w.  xÄ^pst  <L»» 

1 - - 
mif  - * 


ß*f  * ^ 


Digltlzeü  by  Google 


400 


Bigler:  Potential  einer  elliptischen  Walze. 


Kreis  I auf  dem  <P  Felde  ist  der  Eiuheitskreis  und  II  der  Kreis 
durch  die  4 Wurzeln  der  Gleichung  Ä-  -=  0.  Auf  dem  y Felde  ist 
die  Linie  a das  Bild  des  Wurzelkreises  und  der  Kreis  III  ist  das 
Bild  des  Einheitskreises.  Die  Strecke,  welche  auf  dem  y Felde  den 
Ursprung  mit  der  Mitte  der  Verbindungslinie  der  beiden  Wurzeln 


und 


b— -oj  c- 

die  Zahl 


X 


verbindet,  wird  nach  Richtung  und  Grösse  durch 


dargostellt.  Wenn  wir  nun  hier  für  r und  die  früher  er- 

haltenen  Werte  einsetzcu,  so  bekommt  mau 

" 2\).^vi(ni  — Xv))  2K  -Zfli*  ' 

das  heisst,  die  Mitte  der  beiden  Wurzeln  — und  — — . folglich 
auch  die  Mitte  von  — ^ und  , fällt  mit  dem  Mittelpunkte  des 

CI  3/  0 

Kreises  III  auf  dem  y Felde  zusammen.  Dass  dem  so  sein  muss, 
ergibt  sich  aus  folgender  Betrachtung.  Der  Einlieitskrcis  und  der 
Kreis  II  schneiden  sich  rechtwinklig,  folglich  müssen  sich  auch  ihre 
Bilder  rechtwinklig  schneiden.  Die  Gerade  a,  welche  Bild  des  Kreises 
II  ist,  muss  demnach  durch  den  Mittelpunkt  des  Kreises  III  gehen. 

Ferner  ist  _ _ 

Öx.Ö^’^  Ö4^  = ÖF\0'G; 

also  liegen  die  Punkte  G',  x,  A und  F harmonisch  und  G und  A 
sind  einander  zugeordnet.  Durchläuft  nun  eine  Gerade , welche 

durch  X und  0 geht,  so  durchläuft  eine  Gerade,  welche  durch 

0 und  m geht,  und  die  Bilder  der  Punkte  x,  A,  F sind  wieder 
harmonische  Punkte,  von  welchen  diejenigen  von  G und  A auf  dem 
Kreise  III  liegen.  Weil  nun  aber  das  Bild  von  x im  Horizonte  liegt, 
so  muss  sein  zugeordneter  Punkt,  welcher  Bild  von  /"ist,  in  die 
Mitte  der  beiden  andern  zugeordueten  Punkte  liegen,  das  heisst,  er 
fällt  mit  dem  Punkte  m zusammen.  Es  ist  auch 


oder  wegen 


I ' 


0x.0/’=  OA^  = 1-,  xF-=üF— Ox 

— 1—1  a2  — 

xF  — T\ Ox  = — ^ = -A — 

Ox  üx  ap 
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1 aß 

Wh 

und  demnach 

1 aß 

e-,  IV. 

F—x  2f/i  * 

dieser  Punkt  Hegt  aber  in  der  Mitte  von  B und  E. 

Den  Mittelpunkt  m des  Kreises  III  wähle  ich  nun  als  neuen 
Ursprung,  so  dass  die  neue  Variable  s einen  Kreis  mit  dem  Radius 

^ in  neg.  Richtung  um  denselben  beschreibt,  während  <P  den  Ein- 
heitskreis passirt,  und  dass  eine  Gerade  durch  den  Ursprung  Bild  des 
Wurzclkreises  wird.  Diese  Variable  « soll  dann  noch  durch  Multi- 
pliciren  mit  einem  constanten  Factor  so  verändert  werden,  dass  die 
Kealitätslinie  Bild  des  Wurzclkreises  wird.  Durch  eine  solche  Sub- 
stitution wird  dann  das  Polynom  52*  so  verwandelt,  dass  die  neuen 

Wurzeln  sämtlich  reell  werden.  Eine  solche  Substitution  ist 

1 aß 

die  Strecke,  welche  den  Mittelpunkt  m mit  ^7“  verbindet,  wird  nach 

Grösse  and  Richtung  durch  die  Zahl 

1 ^ N aß 

u — X 2fh  ^ Ifi  (2p.  -|-  v4)  2/4 

4aß  _ . _ . 

ifi  (Xfi  -j-  vl)  ^ 2//i  ^ 

“ 2/Ä  * + Vt)  V 

aße~*y  — Xfi  (Ap-j-  v|)\ 

2A  V 2p(2p-fv^)'-  ) 

aßer-'Y  / v|  — 2p\  aße  ~*Y 

= \v$-F2pj  ^ 2fh 
wo 

v‘  -f  2p 

dargestellt. 

Es  ist  aber 

_ ~~  2p  p^  + ^ •—  /.-)  -f-  2 ; (_v * — p*) 

“ v§-f-  2p  p$-f2v*"  p»'(;“-f  + 

und 
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also 


= 2fin(c  — — 2 jin (f + >1?) c“%  v*  = 2Jin(f — 

I*  = 2|tn(«+J)ö“*^ 

V*— |üS  = 2c*(finfcos^/  — /coffsin??)  - 2c-l^(jtnf  cosi/  + *coff  sin  i;) 
= 4(finefinScosi?  — iCof  f co[^sini?) 

^2  _ „ 4 (cof  £ fin  t cos  rj-  i pii  f co|  ^ sin  i/) ; 

A|  = 2Ä,  liV^'2f,  A2^^2  _ _ jv 


nnd 
ferner  ist 
demnach 


P = 


8f/cof  i pn  ^cos  ri  +A  pn  t pn  ^cos  rf) 


2N{f+h) 


8i  (/pn  s cof  ^sin rj  +ä  cof  t cof  ^sin  ri) 
2N(f+h) 


_ 4 ((/*cof  £+ A pn  £)  Pn  fcos  — j ( /pn  £ + ä cof  t)  cof  ^sin  rj) 

- iV(/+Ä) 

((/cof  £ + A pn  0 pn  ^cos  i?  — t(/P”«+ÄC0f  t)  cof^sin  rj)  aßc*v 

a^ß^(f+h) 

Nun  war 


also 
Folglich  ist 


N = iaße-*v  = 4 (pn  « Cof  t cos  rj  — i COf  f pn  Jsin  rj) 
ajJc+*V  -=  pn  « cof  ^ cos  rj + icof  £ pn  f sin  rj. 


recpF 


(/cof  £ + A pn  £)  pn  ^cos  pn  £ cof  ^cos  rj 


o*^^(/+A) 

(/pn  £ + Ä cof  f) cof ^sin  cof  £ pn  J sini? 
a^ß^if+h) 


+ 


pn  C cof  f ((/cof  £+A  pn  £)  cos*i?  pn  £+  (/pn  £+A  cof  £)  sin*i?  cof  £) 

«"/5*(/+Ä) 

pn  {;cof  ^(/cof  £ pti  £ + A (pn^£  cos^iy  + cof  ^£  sin^i?)) 

|3*(/+A) 

pn  f cof  f (/  cof  £ pn  £ + A/*) 
ß^/3*(/+A) 

pnjcoft/a*  pnfcoff/ 
a^ßHf+h)  ßH/+h)' 


Ferner  ist 
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(/Rn  1 4-  ^ cof  g)  cof  {;8in  {in  < cof  j cos 

imcpP  = — 

(/cof  e + A Rn  c)  Rn  gcos  i?  cof  t Rn  gsin  iy 
' «*/3*(/+Ä) 

Bin  C08  ti  ((/cof  Rn  g)  Rn^^cof  g — (/Rn  c-|-A  cof  t)  cof*tRw  ^ 

8ini;co8i?(/%*+^Rw«ccff)  smi^cos^^ 

a^ß^if+h)  “ «*/?*(/+ Ä) 


also 


8in  r)  cos  t/.  A 
/5^(/+/0 

^ /Rntcoi^—  zA  sin  cos  ri 

W-fÄ) 


Es  sei  nun 

= /Rn  f cof  f — *A  sin  i;  cos  r\ 
also 

«=  Rn*^cof*f  (Rn*f  + sin^t?)  + sin*n  cos*i?  (Rn*f  — Rn*^) 

Rn*£  (sin*?/  cos*?/  + Rn*tcof*^)  + Rn*Ssin*i/  (cof*t— cos*?/) 

=*  Rn*f  (Rn*|;  — sin*?/  + Rn*J;  + sin*?/) 

+ Rn*^  sin*?/  (cof*i;  — cos*?/) 

“ (Rn*i:+8in*?/)(Rn*£(Rn*i;  - sm*?/+ l)  + Rn*J;8in*?/) 

” i7*  (Rn*£  (Rn*J — sin*?/ + cof *£  - Rn*£) + Rn*i;  sin*?/) 

= y*  (Rn*£  cof  *£  — (fin*£ + Rn*«  (sin*?/  — Rn*{;)  — Rn*i;  sin*?/)) 

= flr*(Rn*£C0|*£  — (Rn*«  + sin*?/)(Rn*£  -Rn*^)) 

= i/*(Rn*£Cof*£-/*A*) 


folglich 

somit 


= ^*(Rn£Coff+/A)(Rn£Cof £ -fh) 
= ^*«*j3* 


?»  = gaß 


P = 


gaß  e~*^  ga 

Wif^)  “ W+h) 


und  demnach  wird  (die  Zahl)  der  Strahl  mB  Fig.  6.  nach  Grösse  und 
Richtung  durch  die  Zahl 


oder  wegen 


ya*«-(^+y) 

2/A(/+A) 
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durch 


dargestcllt. 


{f  — h)  e‘“»(y+'^ 
'2fgh 


l^beiiso  werden  die  Strecken  mC.,  mD  und  mE  nach  Grösse  und 
Richtung  durch  die  Zahlen 


rr 


2fgh 


dargestellt.  Der  Factor,  mit  welchem  die  Variable  s noch  zu  mul- 
tipliciron  ist,  damit  die  Rcalitätslinio  von  Westen  nach  Osten  durch- 
laufen werde,  wenn  (P  den  Wurzelkreis  durchläuft,  ist  demnach 

* 

Nun  ist 

(P  — - exi  ■' 

ß 


**  ^ß 

a ( («“  — ß^)  cXl  — ß(ftO  — ßcX/))  . aeX/  — ßO 

” 2fheXf  {ttO  — ße*y)  «<P  —ße^i 

_ -2'/)  ( T . 

2fh  [ae-*(Y-^)  — ß 


und  weil  der  abs.  Wort  des  eingeklammerten  Bruches  1 ist,  so  durch- 


läuft .<»  einen  Kreis  mit  dem  Radius  ^ um  den  Ursprung,  während 
(p  von  0 bis  27t  wächst. 


Es  sei  nun 


71 


2fgh  ß‘(y  f 'b 


«* 


also  auch 


oder  wenn 


. . ffß'y  — 13  <P 

ct0 

_ 2fgheA'/+>^  gß 

— x)  cc  ^ 

p = „-Ö und  <7  = — 


a- 


tt 


setzt  wird. 
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n 


Durchläuft  <Z>  dcu  Einheitskreis,  so  ist 


H = ge' 


«(y+rt-y) — 

ac—(7-9)  — ß 


passirt  also  oiiicu  Kreis  um  den  Ursprung  mit  dem  Radius  g.  Die 
Wurzeln  des  neuen  Polynoms  sind  nun 


P 


UI  = —' q = f — h 

Q — X ■* 


U/7 


P 


b — X 


— fl  =f+h 


ujii  = 


C — X 


-q--if+h) 


p 


u/v  = — q = — (/—  h). 

Dieselben  liegen  also  sämtlich  auf  der  R.  L.  und  weil 

so  schlicsst  der  neue  Integrationswog  die  beiden  Wurzeln 

/— /<  und  -(f—h) 

ein  und  die  beiden  andern  aus.  Aus  der  Formel  für  u folgt 


also 


_ . ßu-\-  nac*^ 

<P  = «*7  - -f  V7. 

au  gße‘" 


. ßu-\-  gac'^  ß . 

<t>  — x = e‘7  — -T  -ö-^rr  - - t'7 
au  -f-  gße**^  a 


c‘V 


*2/'g  h 


somit 


a ( OM  gßß*^) 

(Jf—a  — ((2>  — *4-(®—  “))  = 

= -(a-x)(»+ri)) 

I V \ 


% 

J 


V 
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und  wenn  wir  hier  obige  Werte  einsetzen,  so  erhalten  wir 


Ebenso 


a>-a  = -^(«-(/-/0). 


(P  - b = — 
(P  — c = 
<P-b  = 


b — X 
u—q 

c— y 

u+q 


(tt~(/+A)) 


(**“1“  (/+Ä)) 


^(»  + {/-A)) 


folglich 

(n  + = (11)^  /7  (a  - x).  («*  - (/+  A)*)  (u^  - ( /-  A)*) 

Nun  folgt  aber  aus  Früherem 

li[a-x)  = 
also 


IJ(a—x)  = — Av)* 

N*n{a-x)  = — [A#*vJ(A#4  + v|)(#4|  — Av)]*. 


Es  ist  aber 


(A^  + v|)(j^-Av)  = 2/(§2-A*)-2A(v*-,t*) 


oder,  da 
und 


= 4(cofe(inS:co8i?  — iftnecoffsini?) 

4([in  c |tn  cos  1?  — i ctf  £ cof  i sin  q), 

(A^4-v|)(jii$— Av)  = 8[(/cof£— Ä|tn£)fin^cosi?  -/(/fin£— Acof£)cof  i;siniy]. 
Wir  hatten  ferner  gefunden 


( /cof « + ^ 0 po  ^ cos  — * ( /fin  e + A cof  £)  cof  {;8in  q 

oder  auch 


4 ß‘ 


und  wenn  A mit  — A vertauscht  wird,  so  vertauscht  sich  auch  or  mit 
ß und  d mit  — d,  also  ist 


und  somit 
demnach 


>lglich 


(Afi  + v|)(|i4§  — Av)  = 8/3*<7C-‘<y-'^ 
N*n(a—x)  = — [32/^A|3^e-T'/-'^] 

n(a-x) 

p‘ 
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Nan  ist 


= pH^^-(/-hrm+h)^-u^) 

^pKSK 


— e*<y+‘^) 


P = 


1 ft»  ou+gße*^f 

u + q = tt+  --  c“^  — 


somit 

Ä»  = 

{au  -{-gße^'f)* 

und  weil 

<P2  _ 

(ßn  + gae'^^Y 
\au-{-gße*^)  * 

so  erhält  man 

Sl^ 

(«M+  gße*^)^ißu  +gae*^)* 


Während  nun  <P  den  Einheitskrcis  durchläuft,  so  passirt  u in  neg. 
Richtung  einen  Kreis  mit  dem  Radius  g.  Wir  setzen  deshalb 

M'«  ge*X‘ 

dann  wird 

S “ (2( -“‘-Ö 

= (2(/‘+A*)  ■ 

2(/*+A*-3»C08  2x) 

oder,  weil 

= 2(/*(l  — cos2x)  + A*(l  +cos2x)) 

= 4Ä». 

Ferner  ist 

{au+gß^<>Hßu+  gae“f)  = s'e'l-f+Jt)  (oe'(r-f)+^){o«-U-<')  + |3) 


somit 

oder 


Es  war 


^ + + j3)* 

^ Ä 4//iig 
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also 


oder 


<P — X 


dO  ^ — 


u + q ‘ 

pdu 

(«+2)* 


and 


also 


rf®  = _ 

_ 2/ghe*^y-i-X-^.tdx 
(ae*^X-ff)  + ß) 

<*>•=  .V  ^ 

au-\-g ß^  • (ae-^^-X)  4- ß 


and  demnach 


r = - 


Vab 


dO  _ 

iß  ^ 

~2n 


V{A 


oder 


1=  /*  ^ 

,ö)v/  ^ V(^  — Ä)<y  Ä 

0 -2ä 


r' 


7t 

2;r  2 

Vab  Pdx  _ 41/^  p dx 
V{A-B)J  R ^ VÄ^bJ  R' 


Weil 


/ * = fiB»£ + sin‘)j  = A*  = ftn*£  - fin»J  = . 


SO  wird 

{A  — B)R^=‘  (i  — <")  8in*x  + (^  — « ')  cos^x 
= i — (^'cos*X"l“<^^8in*;() 

Wir  setzen  nun;  u = «'cos*x  + <"sin*x 

also 

{A  -B)R^  = t—u 

V(t  — u) 


R 


also 


Vu-B) 

t'—u  = (t'— Osin*x,  u—t"=  {i' -t”)coi^x 


V{t'—u) 

smy  = — ^ — - 


y(«— «")  1 

^ y{t' — t")^  * 2 (<'— i")8in;KC08x 


H^Q( 
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du 


folglich 


^ V(t'-  n)(M  — O 

V 


'=2iAB  r -7=  f" 

tJ  y {t — u)(t — w)(m — i ) * 


Auf  dem  « Felde  denke  man  sich  zwei  üebergangslinien.  Die 
erste  verbinde  den  Pol  t mit  dem  Ostpunkte  und  die  andere  die 
beiden  Pole  t"  und  t'.  Das  Integral  erstrecke  sich  über  den  nörd- 
lichen Rand  der  zweiten  Uebergangslinie,  wo  also  V(t — u)(t' — uj(u—t") 
po8.  aufgefasst  wird.  Wird  nun  u in  einem  neg.  Kreise  um  t'  auf 
den  südlichen  Rand  geführt,  so  geht  die  Wurzel  in*s  Negative  über 
und  weil  auf  dem  Wege  von  t'  nach  t"  auch  du  neg.  ist,  so  ist 
obiges  Integral  auch  gleich  einem  andern,  das  den  Südrand  der 
zweiten  Uebergangslinie  (y)  von  i'  nach  t"  passirt.  Führt  man  ferner 
u in  einem  neg.  Halbkreise  um  t'  auf  das  Stück  der  P.  L.  zwischen 

und  so  geht  die  Wurzel  in  — *V(^  “")(** — — O über. 
Folglich  ist 

T'  = ii AB  f -j-  , (Weg  Fig.  7.) 

Der  Integrationsweg  ist  jetzt  eine  geschlossene  rückläufige  Curve 
um  die  Pole  t und  t\  Diesen  Weg  dehne  man  nun  nach  allen  Seiten 
so  weit  als  möglich  aus  und  weil  das  Integral  im  Horizonte  wie 
u~i  verschwindet,  so  erhält  man  auch 


T'  = i VaB  f 

kJ  y(t  — tt)  (tt  — t){u  — t ) 


(Weg  Fig.  8.) 


Der  Integrationsweg  verwandelt  sich  also  in  eine  Schlinge,  welche 
aus  dem  Ostpunkte  um  den  Pol  t geworfen  ist. 

Führt  man  nun  u von  dem  Erkennungsstandorto  A durch  einen 
pos.  Halbkreis  auf  den  südlichen  Rand  der  Uebergangsl.,  so  geht  die 

in  A pos.  Wurzel  Vc«  — u){u  — t')(u — «")  in  iy{u—t){u — t'){u—t") 
über.  Wird  nun  der  Weg  auf  die  Uebergangsl.  zusammengezogen 
und  beachtet,  dass  die  entsprechenden  Elemente  auf  dem  Nord-  und 
Südrando  einander  gleich  sind,  so  erhält  man 
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Wenn  A — B gegen  null  hingeht,  so  droht  der  Variabein  die  Ge- 
fahr, ihren  Spielraum  BZ.  - Z.A  zu  verlieren.  Man  setze  daher 

— = -4  — Ccos^ß,  wo  A — B = C 

ist;  dadurch  geht  die  Formel  für  das  durch  den  Bezugspunkt  gehende 
zweischalige  Hyperboloid  in 

C cos*ö  C sin*  6 — .4-l-Ccos*d  ~ ^ 

über,  und  lässt  man  nun  C null  worden,  so  erhält  man 

X*  y* 

cos*d  sin*Ö 

Diese  Formel  stellt  nun  zwei  Ebenen  dar,  welche  durch  den 
Ursprung  gehen , auf  der  xg  Ebene  senkrecht  stehen  und  mit  der 
Ebene  xz  den  Winkel  6 einschlicssen.  Die  Coordinaten  des  Bezugs- 
punktes sind  in  diesem  Falle 

y „ sin  e 

yA 

Vi{—n 

-i/A 

und  das  Potential  des  Kreisringes  ist 

00 

flu 

V{A-\-u){u  — t)  (u  — t') 


II.  Von  allen  früheren  unabhängige  Berechnung  des  Potentials 
einer  Ellipse,  deren  Dichtigkeit  in  jedem  Punkte  gleich  ist  dem 
Abstande  des  Mittelpunktes  von  der  Tangente. 

Dio  Gleichungen  der  Ellipse  seien 

j^2  y2 

^ 1»  ^ = 0; 

der  Bezugspunkt  habe  die  Coordinaten  x,  y,  z.  Durch  diesen  gehen 
drei  confocale  Flächen  mit  den  dritten  Halbaxenquadraten  #, 
die  gegebene  Ellipse  ist  Focalcurve  des  Systems.  Die  Abstände  der 
durch  den  Bezugspunkt  an  die  drei  Flächen  gelegten  Berührungs- 
ebenen vom  Mittelpunkte  seien  />,  p\  p" . Die  Wurzeln  <,  t\  t**  sind 
"^.die  in  Bezug  auf  a identische  Gleichung 
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i__?! (*— 0 (*  — <*)(*— <*') 

^ ^ ^+#  Ä+«  « “ (.!  + «) (i^  + #),f 

bestimmt  and  folgenden  Bedingungen  unterworfen: 
t > 0 > «'  > - B > t"  > - >4. 


Die  Richtungscos.  der  Normalen  der  ersten  Fläche  im  Bozugspunkto 
sind: 

A ==  -^  a - V - 

A+(^  ^ B+r  t 

and  ähnlich  mit  Accenten  bei  den  zwei  übrigen  Flächen.  Blan  wähle 
den  Bezugspunkt  zum  Ursprünge  eines  neuen  rechtwinkligen  Coor* 
dinatensystems,  dessen  Axen  die  entgegengesetzte  Richtung  der  Nor- 
malen haben,  und  bezeichne  die  neuen  Coordinaten  mit  u,  u\  u" 
Dann  sind 

X ^ X — jlu  — X!u — l"u" ; Y ^ y — pu  — fi'tt*  — 

Z = z — Vtt  — u*  — 


and  nan  sollen  die  zwei  Gleicbnngen  der  KIlipsc  in  den  neuen  CO' 
ordinalen  ausgedrückt  werden.  Die  Gleichung  Z — 0 gebt  logieicb  in 


2) 


/m  pV 

7+  7-+  7«  - 1 


über.  Um  die  andere  Gleichung  in  der  einfachsten  GeaUJt  zu  er< 
halten,  entwickle  man  den  Ausdruck 


A 


Der  erste  Tefl  der  EÄtwiciling  itit  Ntil  Der  s*m  tu,  H 

P \A'A-i<:  • B B-r<',)^  A B ~* ) <» 


(r  4. 


t A 


) 


Der  CoefbcKst  :*f. 

w»  ^ ^ ^ J ^ 

^ ,A  A-^.'  h A h)  ^ ^ 


t/ 


// 


Nun  ist 
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— f! — .1 ^ \ 

A(A-\-tf  < V^(vl+<)  if(S4-0/ 

- -f~- 4.  — y“  'i  - IC»’.  A 

(ß+W  ~ tAa  + b) 

. _y!_\  »i_\ 

t‘\A+t~  B-i-t)  t\(AA-t)»'^  (B+t)y 


somit  der  Coefficient  von  gleich 


^ 4.  y“  -i. 

t \t\  A+t  Ö+«  tj  v(4+o*'+'(/j-H)»+rvJ 

Ebenso  findet  man 

Coef.  von  = — i,  Coef.  von  u'*  = — \,- 

Ferner 

Coef.  von  '27i'u'  = «'«"  f j \ 

_ ^ (t  . f_  . \ tL. 

n"  \A^  B V “ ff' 


und  weil 


pp"  (;;} 


X* 


■i(A4-t'){A-\-t:')  + B(B4-f)(B4-i 

= vlp'L  ( ' *L 1 y \ 

<"  \4(4+«")  £(/;+<'') j 

_ p'ßl  ( ^ 4,  ^ 

t”  V(4+('X4+<")  ^ {B-\-l'){B-ft")J 


r 


n) 


so  erhält  man 


Coef.  von  ^ __  ^_i_A 

<V'V  A+t"  B+t"  J 


folglich  ist 


_ p’p"  ( x'^  . y*  s*  \ 

«'  i,(4+p)(4+?ö  ris+<‘)(B+«")+  tT') 


— 0. 


und  somit  die  zweite  Gleichung  der  Ellipse 


3) 


7 + 7T+-p--=o. 


^ “s^e  derselben  folgende  Gestalt: 
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and  dieser  Gleichung  kann  man  genügen,  >^enu  man 


setzt 


Die  Gleichung  (2)  gibt  dann,  wenn  man  der  Kürze  wegen  die 
Bezeichnung 


Bedeutet  r die  Länge  des  Htrahb^s,  der  den  Ile/ngsfMinM  fnlf 
dem  Massenteilchen  verbindet,  ist  also 


so  ergibt  sich  r *=»  —,f  wo  A/*  = t — Ist. 

Der  Wert  de*  Massenteileh^n»  jm/ji  ist  f(UMh  detw 
Flächenelemeute,  das  der  votri  MiUeipninkt/; 
der  Ellipse  beaeireiht;  ca*i  lei  mit  <•  I/*aw  y.m 

Inhalt  des  , dew.w  K'iatew  dsw  fmd 

die  vom  Bezw^fcikrjt  aas  aa*th  dem  Mifteipnmkre  and  d<*Tn 

Punkte  der  C®ne  ffthetute  5*fraaiea  Wni  die  Az^n  der  «,  >/, 

zu  des  X vmiuieu  ter  5".v4**hen  eTvC'/t*!y*»n^.‘»et,/f  /e- 

riebtet  fcni.  « miutss  maxi  die  r<eferminaafe . die  «>#•  dar?fen»»n  loll, 
in  wegach-mi  iiiine  nif^rdnini  und  ha« 


gebraucht, 


u 


y^t 


'iN- 


^ = P P‘  P' 


Un  inita*}Ht  u*r  '^«»trhniiuen  .1  m/1  '%  .fnd  U*r  s»/*?rh»in<f 


«t»  UIH  — 


Bif^'aramg  n »*rr^r, 74/* »,*»-> 


nn»fir,ii*»-.rr*  -nan  nil 
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110  0 


u u'  u** 


e 


? n E. 

i t*  i" 


n 


indem  man  die  Zeilen  beider  Determinantenfigureu  paarweise  zu 
Productsummen  combinirt.  Es  ergibt  sich 


/jzw  = 


1 

0 

0 

du  du' 

du" 

u 

tt' 

p 

pp 

t 

7 

r 

tt 

V 

V 

P 

p 

P 

p 

, r 

tt 

t 

7' 

u 

U 

U 

du 


udu  , udu  , u**du" 
~t  * ? r~7> " 


p u 

t ül*  I 


u 


Y' 


pdu  , p'du  , p'*dY 


t t'  C 


ff  90  9 

E!f  I PJL  I P “ 

i ' t** 


oder,  weil 


and 


so  ist  anch 


udu  , u^ du^  , u"du*  1 /w*  , u^  , u*^\ 

“T+T“! — ?~  = 2‘'VF+F+7'J 


pdu 

t 


ff  ttr 


dzw 


Nun  ist 


oder 


Vab 


zd 


t" 

“Tt 

+^+ 

du 

p u 

0 

1 0 

= du 

0 

1 1 

zd 

__y«/7"/tt'  p" 

^ ^~YbV  y* 

P' 

u* 

VAB\v—t"  i—v  y— 

u ( p'*  V'  \ 

_^_eo8.p-^=8m.,| 


Wir  hatten 


iAB 


tt 


mit  erhält  man 
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and  weil 


so  ist 


z/J  = — 


du 


y t 1 oN 
y~AB  * ^ 

ytdN  , 


»r  = 


tl(p 

~N 


als  Wert  des  Massenelomentes.  Weil 

M 

••“iV 


so  ist  das  Potential 


2;r 


wenn 


= t — (i'C08V+^"sinV)‘ 

Weil  sich  M nicht  ändert,  wenn  man  q>  durch  « — (p,  Tr  + <p» 
ersetzt,  so  ist  auch 


7t 

2 


r'  = 4 


V — t 


Führt  man  mittelst  der  Substitution  taug*<p  = — die  neue  Va- 
riable V ein,  so  wächst  v von  t an  ohne  Ende,  während  g>  von  0 bis 


7t 


~ wächst;  man  hat  auch 

iS 


t-t"  . , v — t 

7-  smV  = — y, 


COS“(p 


V — t 


und 


(t.  — «")  M*  = t{v- 1")  — t")  — t"{v  — «)  = («—  O (o  — «') 


l — t" 


2 sin  <f  cos  V d<P  = 


i dv 


und  weil 


so  ist 


smtpeostp  = V{t  — 


Szf  dv 


also 


V — t 


tt 
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somit 


^ ^ €lv 

^ — 0 ~ (*-’ — 


T 


iÄB  f 7— 


111.  NUkere  Betrachtnng:  des  Potentials  der  Ellipse. 

§.  8.  Das  Potential. 

==  {u  — t)(u-~t‘){u  — t”)  ist  pos.,  wenn  u^t.,  ebenso  wenn 
t"  <C  ’*  <C  beiden  Fällen  sei  auch  R positiv.  R'^  ==  (/  - m) 

(m  — /')  (m  — t")  ist  pos.,  wenn  <<  u < oder  u <<  R*  sei  zn- 

gleicb  mit  pos.  Ferner  sei  f/*  = (.4  + m)  + wo  U für 

pos.  M auch  pos.  verstanden  wird.  Nun  ist 

ir*  = 1 — E—~  = 

A-\-u  {A -\-u)u 

(in  Bezug  auf  u identisch  richtig)  also 

R=  W.U 

wo  nun  auch  IF  für  < <[  u positiv  ist. 

Es  ist  also 

T‘  = 2VÄnf^^VÄBf'^ 

t t 

und  wenn  wir  uns  das  u Feld  zweiblätterig  denken  mit  den  beiden 
Uebergangslinien  t,..  Ostpunkt  und  . . t\  so  seien  R und  L\  folglich 
auch  W auf  dem  Südrande  der  ersten  Uobergangslinio  pos.  Gelangt 
nun  u durch  einen  kleinen  ncg.  Kreis  um  den  Pol  t auf  den  Nord- 
rand, so  geht  Ä,  folglich  auch  W in’s  Negative  über.  Der  Inte- 
grationsweg kann  deshalb  in  eine  recbtläufige  Schlinge  verwandelt 
werden,  welche  aus  dem  Ostpunkte  um  den  Pol  t geworfen  ist.  Er- 
kennungsstandort heisse  derjenige  Punkt  eines  Integrationsweges,  wo 
man  sich  über  die  Logarithmen  der  im  Intcgralausdrucke  vorkom- 
menden Potenzbasen  verständigt.  So  oft  cs  angeht , wähle  ich  den 
Erkennungsort  da,  wo  alle  Poteuzbasen  pos.,  ihre ' Logarithmen  daher 
alle  reell  angesehen  werden  können.  Der  Pfeil,  der  die  Wegesrichtung 
angibt,  werde  neben  denselben  gesetzt. 

X 
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Es  ist  demnach 


T 


(Weg  Fig  9.) 


oder  mit  Einschaltung  des  Horizontes 


T 


(Weg  Fig.  10.) 


Die  beiden  Pole  t'*  und  V sind  hier  zugänglich,  und  weil  zwei 
entsprechende  Elemente  des  Integrals  auf  den  Rändern  der  Uebergaugs- 
linie  gleich  sind,  so  ist  auch 


t“ 

Um  dieses  Integral  in  ein  elliptisches  Integral  zu  verwandeln,  setze 
man 

u = /'8in*qp  + ^'co8*g), 

n 

wodurch  die  Variable  tp  zwischen  den  Grenzen  0 und  ^ eiugesclilos- 
sen  wird.  Es  ist  nun 


/ ‘ ^ \ 

u—t  = (t" — 0(1  “prry  Sin*(pji  elu  = — 2{t"— t')COS(pB\\\(p(l(p 

u — {t" — 0 cos*qp,  M — = — (t'*  ~ t')  sin^qo 

t'—t" 

und  wenn  = ■ — -r,  gesetzt  wird,  so  ist 

t L 

du  2d(p 

folglich 


1)  T'=2VabJ~ 

r 


n 

2 , 

_4yyl^  dtp 4y^/iA^ 

y (7—  t'yj  y(T^7-sinV)  y(<  - o 


and  fUr  den  Kreisring 


1') 


’ y^+»  V 


A+t’ 

'i+ 


9 


CO 


Dasselbe  Resultat  hätte  man  auch  aus  dem  Integral  2’}/ AB  j — 


t 

mittelst  der  Substitution  u = i-|-(i  — O erhalten  können. 
Weil  für  keinen  Punkt  im  Raume  t «=  i"  werden  kann,  so  folgt  aus 


Axeli.  4.  Math.  n.  Phys.  2.  Reihe,  Teil  III. 
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Formel  1,  dass  das  Potential  nur  da  unendlich  wird,  wo  K uDcndlich 
ist,  also  in  Punkten,  für  welche  = 1 ist.  Denn  cs  ist 


also 


27tVAß  * 

n=Q  \ w / V — < / 


K ist  aber  dann  gleich  1,  wenn  t = t'  ist.  Mithin  ist  die  ganze 
Ellipse  ciue  Unstetigkeitscurvc  für  das  Potentie’.  Schon  das  Integral 
00  <» 

2 VaB  f welches  für  t = t*  die  Form  AB  / 

J J (n-0V(»*-O 

annimmt,  offenbart  die  log.  Unstetigkeit.  Bevor  wir  aber  hier  näher 
eintreten,  wollen  wir  noch  das  Potential  für  folgende  besondere  Lagen 
des  Bezugspunktes  darstellen: 


a)  Der  Bezugspunkt  liege  im  Unendlichen. 

Weil  für  solche  Punkte  auch  /.  unendlich  wird,  und  t*'  aber 
zwischen  endlichen  Grenzeu  eingcsclilossen  bleiben,  so  kann  mau.  da 
nur  sehr  grosse  Werfe  in  Betracht  kommen,  t’*  uud  t'  neben  w und 
ebenso  A und  B neben  t vernachlässigen.  Das  durch  deu  Bezugs- 
punkt gehende  EHipsoid  kann  als  eine  Kugel  mit  sehr  grossQra  Radius 
aufgefasst  werden,  uud  mau  hat 

wenn  r die  Entfernung  des  Bezugspunktes  vom  Mittelpunkte  ist. 
Für  diesen  Fall  ist  also 


(Weg  eine  Schlinge  aus  dem  Ostpuukte  um  r*  geworfen) 

Dieses  Integral  verhält  sich  im  Horizonte  wie  ?i~i  und  deshalb  kann 
mau  den  ganzen  rückläufigen  Horizont  in  die  Schlinge  ciuschalton, 
wodurch  sich  der  Weg  in  einen  kleinen  (rcchtläufigen)  rückläutigcii 
Kreis  um  deu  Pol  0 verwandelt.  Also 

/I  du 

- (WegFig.ll.) 

und  nach  einem  Lehrsätze  von  Cauchy  findet  mau 
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folglich 

2) 


rp,_^  2n^AB 

r 


r = 


2nQt  y AB^ 
r 


Für  das  Masscnelcmcnt  dieses  Ringes  liatten  wir  früher  den  Ausdruck 
igV AB  dtp  erhalten.  Die  Masse  desselben  ist  also 


uod  demnach 


Masse  = 


9^ 


27t 


0 


Masse 

r 


Diesen  Ausdruck  für  das  Potential  erhält  mau  auch  aus  Formel  1. 

Tt 

Denn  ist  t sehr  gross , so  kann  man  K r.’s  0,  mithin  K als  ^ 
nchmen,  während  Vt  —t"'  in  r übergeht. 

Um.  das  Integral 


(Weg  eine  Schlinge)  =»  2 


auf  gewöhnliche  Weise  zu  berechnen,  setze  ich  u — r*  = m'* 
halte 


und  er- 


2ny  AB 
r 


b)  Der  Bezugspunkt  liege  in  der  Focalhypcrbel. 


Die  Focalbyperbel  wird  durch  die  Gleichungen 


X'^ 

A — B 


r==ü 


bestimmt,  und  die  dritten  Halbaxenquadrate  der  durch  ihre  Punkte 
gehenden  einschaligen  und  zweischaligen  Hyperboloide  sind  einander 
gleich  und  — B.  Das  Potential  nimmt  deshalb  folgende  Form  an 


420 


Isiglerx  Potential  einer  elliptischen  Walze. 


T* 


OD 

2VZö  / 


du 


oder  auch 


Y u — t 


r'=»-/Zö  / 
J ( 


du 


(£?  + u)l/(<  — tt) 

(Weg  eine  geschlossene  rückläufige  Curve  um  den  Pol  — B) 
und  nach  Cauchy  erhält  man  nun 

27t  yZö 


3) 


7' 


iB  + t 


Ist  nun  yl  *=*  so  fällt  die  Focalhyperbel  mit  der  z Axe  und 
die  Brennpunkte  fallen  mit  dem  Mittelpunkte  zusammen.  Es  ist  des- 
halb t = 2*  und  somit  das  Potential  eines  Kreisringes  für  einen 
Punkt  der  z Axe  gleich 

3')  T\  ^ -7 — : — • 

Weil  die  Focalhyperbel  durch  die  Breniipuiikte  der  Ellipse  geht 
und  für  diese  Punkte  auch  i = 0 ist,  so  ist  das  Potential  der  Ellipse, 
bezogen  auf  die  Brennpunkte  gleich 

27rVA 

und  das  Potential  des  Kreises,  bezogen  auf  den  Mittelpunkt 

7-1  = 

wenn  r der  Radius  des  Kreises  ist. 


2nr, 


nen 


Dieselben  Resultate  hätte  man  auch  aus  Formel  1 erhalten  kön- 
, indem  für  (P  = — z?)  ä:*  = 0 wird,  also  A'  in  ^ übergebt. 


Will  man  zur  Ableitung  dieser  Formeln  den  geraden  Intogrations- 
weg  gebrauchen,  so  setze  man  u — < = x*;  also 


rn  > 


V{jf+~t) 


I, 

0 

aVZ»  / X \ 2.tVÄ5 


-(yfe) 

+ (yTp) 


X 
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c.  Der  Bozugspnnkt  liege  in  unmittelbarer  Nähe  der 

Focalellipse. 


Aus  der  allgemeinen  Theorie  des  PotAitials  ist  bekannt,  dass 
(las  Potential  einer  mit  Masse  von  variabler  Dichtigkeit  belegten, 
stetig  gekrümmten,  sonst  aber  beliebigen  Cnrve,  in  unmittelbarer 

Nähe  derselben  unendlich  wird  wie  2p  log  wenn  « den  senkrechten 

Abstand  des  Bezugspunktes  vom  Curvenelcmcnte,  dessen  Dichtigkeit 
p ist,  bezeichnet.  Liegt  nun  der  Bezugspunkt  in  nächster  Nähe  der 
Focalellipse,  so  sind  t und  t\  mithin  auch  der  complementäre  Moduj 
nahe  bei  Null.  Denn  es  ist 


Weil  nun 
so  folgt 


e 


T' 


. iVJB 

V(7^ 


L(p). 


Diese  Form  des  Potentials  hätte  man  ancb  ans  der  anfänglichen  ge- 
radlinigen Integralform  mittelst  der  Snbstitation 


u = t — wo  JT»  — 4„ 

erhalten  können.  Weil  nun 


»=X  / 1 

— iX  = 2:  ^ * 


SO  ist  auch 

-ij) 


und  nach  VemachlAsrigiing  aller  Tenne,  die  fOr  < — ^ 0 

schwinden. 


4) 


4VaB 


und  für  den  Kreu 


Nun  soll  der  ki^xn*:  Ai/tUJui 

CnrveneleBMste  darcl  <Jje  4*7  ihn 

gehenden  oonfoca^ib  u i/*  / Vv» 
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zq)  liege  auf  der  Ellipse.  Durch  denselboh  geht  ein  zwcischaliges 
Hyperboloid  mit  dem  dritten  Halbaxenquadrat  Auf  diesem  liege 
in  nächster  Nähe  der  Ellipse  der  Punkt  (x,  y,  2).  Die  Verbindungs- 
linie dieser  beiden  Punkte  steht  senkrecht  anf  der  Ellipse  im  Punkte 
Pq.  Ihre  Richtung  ist  beliebig,  sic  kann  sich  um  das  Curvenelement 
herum  drehen.  Nun  ist 


, (A  + t){A+f)(A  + n , (n  + t)(B+t')(B  + n ^ 

* A(A-^) ’ » J}{A-£) 


und 

Es  ist  aber 
und  weil 


2 


A(A-f~0 

A—B 


tt'  t" 
~ÄB 


Vq  ß » ^ V. 


so  ist 


« = V(a^o“  V+(y~yo)*+(2— «0)^ 

— Xq*  = («  +Xo)  {x  — Xq)  = 2xq(x  — Xq) 
y*— yo*  = (y+yo)(y— yo)  = 2yo(y— yo) 


2xo(x— Xq)  = 


(A  + t)(A  + 0(A  + O __  A{A  + n 
A{A  — B)  A—B 

(A*  -|“  A(^  -|-  tt')  {A  -j-  0 A{A  -j- 1”) 

“ A{A  — B)  “ A—B 

oder  mit  Vernachlässigung  der  Terme  in 

2x„(x-*„)  = + 

also 

(«  — a-o) 

und  ebenso 


A—  B 

{t+t’yV{Ä^) 

2^  A-^  {A  — B) 


- B — r)  itvf 

y~'yo=  I“: — 7=^— — , z 


folglich 


B^' A—B 


i AB 


^ _{i+f)HA+n  , (t+f)H-B-n  . tt't" 

I -I  I?/  A UK  T 


4A(A  — B) 
1 + 


^B{A  — B) 


AB 


■~ABr-An  + 


t V 


somit 


4 AB{A  — B)^- ' ' AB 

1 ((  + (')*(-<")  , H't"  1 -t",  , , , 

4 Ah  ' ’ AH  ~4'  ^ 

1 —t" 


I 

1 
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2'^  Ali 

Mit  Uülfe  dieser  Formel  geht  nuu  der  obeu  crhalteue  Ausdruck 
für  das  Potential  in 


Ali 

T -=.  — (_logi»— ilogAZ^  + log8+|  log(— O 

über,  oder  mit  Veruachlässiguug  der  endlichen  Terme 


2^/Ali 


T’  = log  - . 

Die  Dichtigkeit  in  jedem  Punkt  der  Ellipse  ist  aber  gleich  dem 
Perpendikel  aus  dem  Mittelpunkte  auf  die  Tangente  Nuu  ist  aber 
der  Abstand  des  Mittelpunktes  von  der  Taugeuteuebene  des  El- 
lipsoidcs  gleich 

^ {A-\- 1)  {li t)t  (AB B)  t .t 


V — 


(t-V)\l-t  ) 


(t-l')(t-C) 


Man  lasse  zuerst  t'  — 0 werden,  damit  die  Berühruugsebeue  des  El- 
lipsoides  auf  der  a;y-ebcue  senkrecht  stehe,  und  damit  mau  Zähler 
und  Nenner  des  Bruches  durch  t dividircu  kann.  Dann  kann  man 
i ==  0 setzen  und  erhält  für  das  Perpendikel  auf  die  Tangente  der 
Ellipse  den  Ausdruck 

= -Zr » 

also  _ 

^/AB 

p =y2,.:  = <^’ 

folglich  ist  das  Potential  für  einen  Punkt  in  nächster  Nähe  der 
EUipso 

T'  = 2p  log-* 


§.  9.  Die  Kraftcomponenton  des  elliptischen 

Ringes. 

Um  den  Schwierigkeiten,  welche  die  Grenzen  der  geradlinigen 
Integrale  der  Differentiation  bereiten  würden,  aus  dem  Wego  zu 
gehen,  verwandle  ich  den  Weg  in  eine  Schlinge,  geworfen  aus  dem 
Ostpunkte  um  den  Pol  t.  Der  Erkennuugsort  liege  östlich  von  t auf 
der  südlichen  Seite  der  Uebergangslinie  (t  — Ostpuukt),  wo  /i?,  U 
und  W pos.  verstanden  werden.  Es  sei  also 
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'nt 


nud  weil  nun 


und 


also 


dx 

dx 


^ (Weg  Fig.  13.) 


1 djW 
' dx 


dx 


X 


W Ä+u 


V 


W^'A+u 
. 1 


w 


dz 


1 z 


80  erhalten  wir  für  die  Kraftcorapenenten  des  ellipt.  Ringes  folgende 
Formeln; 


X=yAB  J 


du 


5. 


A+u'  UW^ 

= VäBx  r ^ 

J (u— i)(tt — — 


ÜW^ 


UW^ 


•i/r»  r (^+“)(^+“)  ^ 

^ (u — t){u — r)(u — t")  * R 

(Wege  Fig.  13.). 


Wenn  t -=>  t'  ist,  das  heisst,  wenn  der  Bezugspunkt  auf  der 
Focalcllipse  liegt,  so  kann  der  Integrationsweg  nicht  mehr  zwischen 
den  Polen  t'  und  t hindurch,  ohne  dass  ein  Teil  des  Integrals  un« 
endlich  wird.  Für  diesen  Fall  verlieren  also  die  Gleichungen  5.  ihre 
Bedeutung.  Weil  sich  ferner  die  lutcgrale  im  Horizonte’  wie  w— • 
verhalten,  so  kann  man  auch  hier  den  ganzen  Horizont  in  die 
Schlinge  cinschalten,  so  dass  sich  der  Weg  in  eine  rückläufige  ge- 
schlossene Curvo  um  die  Uebcrgangsl.  t'—t"  verwandeln  lässt.  Da 
aber  die  Pole  t*  und  t"  nicht  zugänglich  sind,  so  lassen  sich  die- 


Digitized  by  Google 


Bigler:  Potential  einer  elliptUcken  Walze. 


425 


selben  in  dieser  Form  nicht  in  geradlinige  Integrale  verwandeln. 

Das  wird  nun  erreicht,  wenn  wir  den  Bruch  isft  in 

^ (n — t){u — t ){u — t ) 

Partialbrücho  zerlegen.  Um  nicht  jedes  Integral  besonders  behan- 
deln ZQ  müssen,  betrachte  ich  das  allgemeine  Integral 

/u*4-ott4-Ä  du 


Es  ist  nun 

4_  4_  ^ 

(m — t){u  — 1‘)  (u  — t")  u — t*  n — t'  ' u — t" 

WO 

r — jif  __  -\-b 


and  wenn 


du 

li 


so  folgt 


du 

n 


J=  LÄ+MAj  + NAu^ 


Verwand! nng  von  A. 

Für  das  Integral  A ist  der  Pol  t nicht  zugänglich,  wohl  aber  t' 
und  t’\  Deshalb  verwandle  mau  die  Schlinge  durch  Kinsclialtung  des 
Hor'zontcs  in  eine  geschlossene  rückläufige  Curve  über  die  üeber- 
gangslinie  <' — 

‘'^"'8  ^'‘8- 

Der  Integrationsweg  werde  nun  auf  die  Uclx^rgatigslinle  zusai»' 
mengezogen  und  weil  nun  die  El<*DK'ute  an  eiitgegengesetzbjn  St<dle« 
derselben  einander  gleich  sind,  so  erhält  man 


Man  setze  nun 


r 

.4  - - 2 

t 


dann  läuft  die  neue  Variable  ^ von  0 bis 
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du  = 2(«'— Osiu  (p  COS  r/>  drp,  u—t  = (t''—  t)  ^1  — 8111 V ^ . 
u — ==  — (t'  — <")  cos*ff ; u - 1"  = {d — OsioV 

und  wenn 

gesetzt  wird,  so  folgt 


t — t 


du 


2d(p 


also 


■/(<— — Psin-qp 


7t 

‘T 


^ _ _A  _ ^ r 

(<-0*  / (1— Fsin^cp) 

0 

Es  sei  uuü 


dann  läuft  n von  0 bis  K\ 


sinqp  = S{u) 


folglich 


dtp  = D{u) . f/w 


du 

D\u) 


und  weil 

sc  setzo  mau 
also 


D{K—  u)  = 


Du 


u = K-u' 


r 


D^u  du 
~¥~ 


A 


oder 


^ — 


E. 


Mittelst  der  Abkürzungen 


a'  2 = = t - 1’\ 

wo  auch  a,  et'  und  «"  pos.  verstanden  werden,  lässt  sich  diese  For- 
mel auch  auf  folgende  Weise  schreiben: 


A /•’ 

A .>  !f  I.J. 

a 
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Verwandlung  von  4,. 

Weil  in  diesem  Integral  der  Pol  t*  nicht  zugänglich  ist,  wohl 
aber  /,  so  verwaudle  man  die  Schlingo  in  eincu  geradlinigen  Wog, 
welcher  den  Pol  t mit  dem  Ostpunkte  verbindet.  Es  ist  dann 


A ■ 2 /‘“-l- 

./  u—t'  R 


Hier  führe  man  nun  die  Variable  tp  durch  die  Substitution 

u = — t')  tang*(p 

f TT 

ein,  durch  welche  dieselbe  iu  die  Grenzen  0 < «<  2 ci^^gcschlos- 

sen  wird. 

du  = u^t  = («  — <')  tg*(p, 

u — f = (t-t') 

^ ' cos^y 

r= (,  -o  (i+;-E^:  tgv) = it-n  (1-  -jv 


du 


2dq> 


folglich 


^ V(t  — O V(1  - ^•'^sin^äy) 


7t 

2 


I 2 P C0S^q>dqp  

* (l-r)  V(i  — t")J  V(l^^^^Psin^' 

0 


Man  setze  nun  wieder 
daun  kommt 


sin  qp  = 5m  ; 


K 

f C^u  du 

K X 

''“-y 


Nun  ist 

K 


du  — D^udu^ 


folglich 


p,(A--£) 


X 
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Verwandlung  von 


In  tlicscin  Integral  ist  der  Pol  t"  nicht  zugänglich.  Mau  ziehe 
deshalb  die  Schlinge  auf  die  Uebergangsliuie  {t—0.1^  zusammen 
und  erhält 


Es  sei  wieder 


f 


n — t’)  tg V,  also 


du 

R 


dtp 


— V(l— i»8mV)’ 


folglich 


Mau  setze 
also 


u 


a 


»2 


COS*  9 


(1  — ^*8in*gj) 


n 


2 

4 ^ C08*<p . dq> 

“ (1  — fc*sin*9>)l/(l  — i‘*8in*9) 


sin  (p  = 


K 


C^u . du 
~D^ 


Kun  ist 
und 


also 


K K 

_ i ( P du  ps*u  \ 
0 0 
= ^ {/-//). 


I = 


E 

l* 


K 


1 Pk^Shi.du 
k^J  D^u 


0 
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I— 


E 

k*l* 


folglich 


ii 


c • ct 


Für  das  Integral  J erhalten  wir  nun  schliesslich  den  Ausdruck: 


j f 

«/  — A f 


o*o'*a"* 


«..-+nr+.) 


a ‘ a 


a‘tt 


- E 


and  hierans 


] 


„ 4VAUz[tt^C(B  + n , + „ 

X=  -,T-  {fC—E) y~^(o"*ß-n*A') 


AVaBpIo^  V{A-\-V) 


r 


(K-E)- 


a*  a" 


a'V'(4-f  <') 
a'^t{A  + t) 


«2/:) 


^ 4VABz\a^ir^-\-(A  + B)f‘-^AB)  _ 


{(t"*E—a^K)  — 


a'Ht^-^(Ä-{-B)t-\-AB)  ,, 


«*« 


Aus  diesen  Formeln  lassen  sich  die  entsprechenden  Formeln  für 
den  Kreisring  unmittelbar  ablesen.  Um  die  Kraftcomponenten  für 
besondere  Lagen  des  Bezugspunktes  zu  erhalten,  können  wir  von  den 
Intcgralausdrücken  selber  ausgehen,  oder  wir  können  auch  die  zuletzt 
erhaltenen  Formeln  zum  Ausgangspunkte  wählen.  Wenn  wir  den 
letzten  Weg  einschlagon,  so  bereitet  der  Fall  «'*  «=  0 oder  =»  —B 
einige  Schwierigkeiten,  indem  mit  den  Formeln  ein  Grenzproccss  zu 
vollziehen  ist.  Um  diesen  Schwierigkeiten  aus  dem  Wege  zu  gehen, 
wähle  ich  den  ersten  Gang. 
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a)  Der  Bezugspunkt  liege  im  Unendlichen, 

In  diesem  Falle  kann  t = r*  gesetzt  werden,  wenn  r die  Ent- 
fernung des  Bezugspunktes  vom  Ursprünge  bezeichnet,  und  weil  nun 
der  Integrationsweg  so  gelegt  werden  kann,  dass  nur  sehr  grosse 
Werte  von  m in  Betracht  kommen,  so  kann  man  t'  und  t"  und  ebenso 
A und  B neben  n vernachlässigen , wodurch  die  Kraftcomponente  in 
der  Richtung  der  x Axe  folgende  Form  annimmt: 


X=y^ABx  / — 
kJ  (u 


du. 


{u  — r*)  u y (it  — 7’^) 

(Weg  eine  Schlinge  aus  dem  Ostpunkte  um  r*) 

Durch  Kinsclialtuiig  des  Horizontes  lässt  sich  nun  die  Schlinge 
in  einem  kleinen  rückläufigen  Kreis  um  den  Pol  verwandeln  und  nach 
einem  Lehrsätze  von  Cauchy  erhält  man  dann 


X^  — 


2n^Äli  X 


und  also  nach  Multipliciren  mit  dem  constanten  Factor  eq 


6) 


A'-= 


2fQn^AB  ^ _ Masse 


^-cos  {rx), 


Ebenso  erhält  mau 


6. 


y 


2ngsVAB  y Masse 


r 


cos (yr) 


„ 27totV AB  z Masse  , , 

Z .-  = r—  cos  (i*:?) 

r*  T r 


b)  Der  Bezugspunkt  liege  auf  der  Focalhyperbel. 


Um  die  Kraftcomponenten  für  Punkte  der  Focalhyperbel  zu  er- 
halten, setze  man  in  den  Formeln  des  Systems  (5)  «'=<"=  — 7/ 
und  erhalte 


X = 


Y = 
Z = 


\ AB  X 
V.Hly  J 
yTTZf  z J 


u du 

(u — t)i  (/7— 1-74)" 

(/l-j-74)7t  du 

(/i  — i)* 

(A-\-u)  du 

(i4 — t)» 


(Weg  eine  Schlinge 
aus  dem  Ostpunkte 
um  t) 
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Durch  Einschaltung  des  Horizontes  lässt  sich  auch  hier  der  Schlingen- 
weg  in  einen  kleinen  rückläufigen  Kreis  um  den  Pol  —B  verwan- 
dolu  und  weil 

d (A  -|—  u)  (t  — m)"~»  '2t  — |—  3/1  ~|—  H 

Bu  2(u  — <)• 

so  folgt  nach  einem  Lehrsätze  von  Cauchy: 


7. 


Für  die  z Axe 


2t  — B 
{B-\-t)i 


r = o, 
z 

des  Kreisringes  erhält  man  hieraus  folgende  Werte: 


— <it-\-^A  — B 


= 0, 

r = o, 

2nAz  271/la! 

Setzt  man  in  System  (7)  / = 0,  so  erhält  man  spccicll  die  Kraft- 
componenten  der  Brennpunkte  oder  bei  dem  Kreise  diejenigen  des 
Mittelpunktes. 


c)  Der  Bezugspunkt  liege  auf  der  x Axe  innerhalb  der  Focalhyperbel. 

(y  = 0,  2 = 0,  < = 0,  f = -B) 

Aus  System  (5)  folgt 

CO 

, /•  1 €lu 

x=^VAitx  J 

0 


/ — /*  {A-\-u).du 


Z^^ABz  f 

J (u(u  — t' 


( A -j-  tt)  flu 


(u(u  — t"))iy{B-\-u) 

(Weg  eine  Schlingcvaus  dem  Ostpuukte  um  den  Pol  0) 


und  weil  y und  2 null  sind,  so  fallen  die  Componenten  Y und  Z aus 
der  Betrachtung  weg,  und  nur  X hat  cingSQ*^se|j^^^  verschiedenen 
Wert.  Das  Integral  zeigt  auch,  dass  dißääbe  einen  paa,  Wert  behält, 
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Während  sich  der  Bezugspunkt  auf  der  pos.  Axe  der  x vom  Mittel- 
punkte aus  bis  zum  Brennpunkte  hinbowegt,  wo  sie  den  Wert 
nVMA  —B) 

— annimmt  Um  zu  entscheiden,  ob  sie  wächst  oder  ab- 


B 


nimmt,  leite  ich  sie  nach  x ab.  Aus  der  Gleichung 


folgt 
und  weil 


--5_  j r.  I,  ü _ 1 

2x 


K' 

dx 


A + t 


7,p 


(A+n(A-\-n{n 

also  in  unserem  Falle 

= A + t'\ 

so  ist 


folglich 


dt" 

Onr  enmif 

dx  {u  — t' 

')-!  3^! 

dx  ^ 

OUUJlt 

dx 

(m  - 1")\ 

dx 

00 

2V AB  f ** 

- 1"  -f  3*» 

du 

dx 

n 

und  weil  auch  hier  alle  Elemente  des  Integrals  pos.  sind,  so  ist  auch 

dx 

pos.,  somit  ist  die  Componente  im  Wachsen  begriffen.  Man  kann 
sic  auch  auf  folgende  Weise  darstelleu; 


wo 


4:VABX 

X = (A-  A), 

V— r.(— i?— o 

— B — i'* 


= 


ist  Für  den  Fall  eines  Kreises  stellt  sich  dieselbe  in  der  Form 
00. 0 dar.  Weil  aber  sehr  klein  ist,  so  ist  {K—K)  annähernd 


n 


-rk'^\  folglich  ist  für  einen  Kreis 


X = 


ABa 


d)  Der  Bezugspunkt  liege  auf  der  pos.  Seite  der  x Axe 
zwischen  dem  Brennpunkte  und  der  Ellipse. 

(y  = 0,  « = 0,  ^ = 0,  t''=—B) 

Auch  in  diesem  Falle  werden  die  Componenten  Y und  ^ gleich 
nnd  für  die  Componenten  X erhält  man  aus  System  (5)  die  Formel 
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SJc'trz  PMriitüh  ««wn- 


A^\ 


X» 

X=2^^r  / ,"  T -. 

Y •*  * > ♦«  V** — Ov*» -i|  f^) 

Alle  Elemente  dieses  Integrals  sind  i>o«Ulv*  und  NV\'ll 

— = o iTÄTt  / * 


auch  pos.  ist,  so  ist  die  Compononto  im  Wuolinmi  lipurlltoii.  fi'llt 
diesen  Fall  ist  X auch 


X 

wenn 

nnd  für  den  Kreis 


iy  Air 

r/i+oc-“«'’) 


''I/O* 


//-f /' 
■ // 


x,= 


4VAz  / 


e>  Ia5t  BteDHR»i>>inkt  />i?a  an/  dAf  der  ^ 

aaw»»»rUa.H  der  ^Vn4>',.]>‘Te. 

f = '\  » = •'/.  tf  ^ (k 

±3&  n, 

/<♦* 

• ’/  •*  ’ ;ii  ■•-  rf  ' la  ') 

~y  *af  *:ne  Srhliiu^e  |e?n  tm  * ; 

WriiL  .iii*r  ler  ”*  »#  wrhf  .mtancIiAh  .«t . ,n  •.v-r'^'indle  -ftA 
tarrri  A^MctmUnn^  it^  Aori^ontt^  .n  >^ne  .*fiA|<t  in6*r 
’.nr-p-  im  li,^  :>.,;p.  _ > ,^„1 

Ml/  • V - * • » ^ • 

n /'t.  • 

•liier  karn. 


aAm 


/ 


?4>- 


“ - • . /»'  :•  / 
t 


fyt 

• — • i« 


>nat  v^ti 


•»'-r-j  .Ir  .*' 


♦nr»!  r® 


»nf.  ^ 


Ä ' '•'innimpnte 


. • if 
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^=2VJh  pu-\-2t-{-ZA du_ 

_•/  ^(«-«K-kKu  + ä)’ 


also  für  A'^  B pos.  Bewegt  sich  demnach  der  Bezugspunkt  auf 
der  pos.  Seite  der  x Axe  vom  Scheitel  der  Ellipse  aus  bis  zum  Ost- 
punkte, so  durchläuft  die  Gompoucnte  X die  Realitätsliuie  vom  West- 


2ä  V AB 

punkte  aus  bis  zu  dem  sehr  kleinen  ueg.  Werte ^ * 

findet  für  diesen  Fall  auch 


X 


«.VcU+T)  ’ 


u+t) 


und  hieraus  für  t ~ r-  und  a;  = r,  wo  r sehr  gross  ist, 


2nVAB 

r* 


f)  Der  Bezugspunkt  liege  auf  der  pos.  Seite  der  y Axe 

innerhalb  der  Ellipse. 

(a^  = 0,  z ==  0,  < = 0,  l''  =>  — A ) 


Das  System  (5)  gibt 
X=0 


, — r 1 du 

r ==  VaB  y I 77  • ^ 


(Weg  eine  Schlinge) 

QO 


/ / * 1 du 

^■V^B.2y  / -7.-7=^ 


)(m-|-  A) 


Z ^0. 


Die  Elemente  dieses  Integrals  sind  alle  positiv,  folglich  ist  auch 
Y positiv,  und  weil  auch 

positiv  ist,  so  nimmt  mit  wachsendem  y auch  die  Componento  Y zu. 
Für  y ~ y also  für  <'=  0,  ist  sie  pos.  unendlich  geworden.  Durch* 
äuft  demnach  der  Bezugspunkt  die  pos.  Seite  der  y Axe  von  y = 0 
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bis  y =•  VÄ,  so  durchläuft  die  Componente  Y die  ganze  pos.  Reali- 
tätsliuie  von  0 bis  zum  Ostpnukte.  Es  ist  auch 


wenn 


Jb»  = 


A+t' 


g)  Der  Bezugspunkt  liege  auf  der  pos.  Seite  der  y Axe 

ausserhalb  der  Ellipse. 


(x  = 0,  z = 0,  <'  = 0,  -A). 

Aus  System  (5)  erhält  man 


X^O 

r=VTB.jf 


(hl 

1/u(m-}-A)  (m  — 0 


(Weg  eine  Schlinge) 


Z = 0. 


Weil  dieses  Integral  im  Horizonte  verschwindet,  so  kann  man  die 
Schlinge  in  eine  geschlossene  Curvo  um  die  Polo  —A  und  0 ver- 
wandeln und  erhält  so 


/*  1 du 

r = —i^ABy  / • 

«y  ^ **  y{n-\-A)u{t  — u) 

oder  auch 


(Weg  Fig.  IG.) 


Y=-2 


du  

>/(«--«)( — 7/)(?4-i-A) 


und  weil  das  Integral  für  sich  einen  pos.  Wert  hat,  so  ist  die  Comp. 
Y für  diese  Lage  des  Bezugspunktes  negativ.  Für  die  Abgeleitete 
nach  y erhält  man  den  Ausdruck 


oi/Tö  + - --  - 


-A 


und  wenn  > A,  so  ist  pos.  und  somit  y im  Wachsen  bo- 
griffen.  Setzt  man  y gleich  der  sehr  grossen  ^ahl  so  is 

2tiV~ÄB 


28* 
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Bewegt  sich  demnach  der  Bezugspunkt  auf  der  pos.  y Axe  vom 
Scheitel  der  Ellipse  aus  bis  zum  Nordpunkte,  so  durchläuft  die  Comp. 
I die  negative  Realitätslinie  vom  Westpunkto  aus  bis  zu  dem  sehr 

kleinen  negativen  Werte  - Mau  erhält  auch 

r 


y = 


wenn 


= 


A 

A + t 


h)  Der  Bezugspunkt  liege  auf  der  pos.  Seite  der  2 Axe. 

(x  = 0,  y = 0,  <'=— Ä,  A). 

Mau  findet 


du 

y (w  — 0 (w  4“  (w  + A) 


(Weg  eine  Schlinge) 


und  weil  der  Pol  t nicht  nicht  zugänglich  ist , so  verwandle  man  die 
Schlinge  in  eine  geschlossene  Curve  um  die  Pole  — A und  — B 
und  erhält 


Z 


oder  auch 


1 du 

-u){A-^u){B^u) 
(Weg  eine  Curve  um  — A und  — B) 


du 

y (< — u)  (—  B 4-';7)  * 


Dieses  Integral  zeigt,  dass  die  Comp.  Z für  pos.  a negativ  ist 
und  weil  auch  die  Ableitung  von  Z nach  2 pos.  ist,  so  nimmt  sie 


mit  wachsendem  2 zu  bis  zu  dom  Werte 


'iitiAä 


Es  ist  auch 


2 j, 

(fi+«)V(4+i)  '■ 

Aus  diesen  Betrachtungen  der  Kraftcomp.  des  ellipt.  Ringes  er- 
geben sich  für  das  Potential  folgende  Schlüsse: 

Bewegt  sich  der  Bezugspunkt  auf  der  pos.  x Axe  vom  Mittel- 
punkte aus  bis  zum  Scheitel  der  Ellipse,  so  wächst  das  Potential 
beständig  und  zwar  von  dem  pos.  Werte  au  bis  zum  pos. 

Unendlichen.  Wird  hingegen  das  ausserhalb  der  Ellipse  liegende 
Stück  der  x Axe  in  pos.  Richtung  durchlaufen,  so  sinkt  der  Wert 

V 
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derselben  fortwährend  und  zwar  vom  pos.  Unendlichen  an  bis  zu  dom 

2ityÄB 

sehr  kleinen  Werte  — herab.  Auf  der  g Axe  verhält  sich  das 

Potential  ähnlich.  Durchläuft  schliesslich  der  Bezugspunkt  die  pos. 
r Axe  vom  Ursprünge  aus  bis  in’s  Unendliche,  so  nimmt  dasselbe 

von  dem  Werte  4Vi?Ä'  an  fortwährend  ab  und  sinkt  auf 

r 

herab. 


§.  10.  Berechnung  des  Differentialparameters 

zwei  ter  Ordnung. 


Wir  hatten 

/— — f*  X du 

X = '\/ädJ 

(Weg  eine  Schlinge  aus  dem  0.  P.  um  den  Pol  t). 

Weil  für  den  Fall  t = t' = 0 der  Integratiousweg  nicht  mehr 
zwischen  den  Polen  t und  t'  hindurch  kann,  ohne  dass  ein  Teil  de« 
Integrals  unendlich  wird,  so  müssen  wir  diejenigen  Lagen  dm 
zugspunktes,  für  welche  t =>  t'  = 0 ist,  also  die  Focalellipse,  von  der 
nachfolgenden  Betrachtung  ausschlicsscu. 


Weil 
so  ist 
also 


cW 

ex 


1 


^ .44-« 


Cx 


folglich 


—g,  3 i V \ 

CZ  - /V  J , \ . 

^=yAßJ 

(Weg  eine  Sthiinge  au«  ovu*  uu<  den  PvJ  t) 


^ ex  - j V'- .4  V«  <A 


wenn 


'.X  ;/  ;;ir 
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Non  ist 


nnd 


aiog(4-|-M)(ö-f  «)u  aiogf/*  2 du 


A-\-u 


X* 


du 


11' du' 


also 

1 


(Ä-i-uy 


2W 


dW 

du  ’ 


^ 1-1-  + 


3 


x^ 


ÜW^  A+u^  UW^  U + 


— 2 /"-i—  ^-^4-  _1_ 

u)^  “ \Ü^W^'  du  UW*  du  ) 


.(j_  !£  . i jn 

“ ^\W^'  du~^  U du  ) 


— 2 


UW^ 


and  somit 


du 


UW^ 


du 


du 

] 

Aufangswert. 


Weil  nun  aber  auf  der  Südseite  der  Uebergangsliuio  {t  ...  O.  P.)  W 
pos.  angenommen  wurde,  so  ist  W auf  der  Nordseito  neg.  und  dem- 
nach ist,  wenn  Anfang  und  Ende  des  Weges  im  selben  fernen  Punkte 
der  R.  L.  sich  vereinigen 


dje 

dx 


-4  Vaä 


1/4K3* 


ein  Ausdruck,  der  aber  im  Ostpunktc  verschwindet.  Wir  erhalten 
demnach  für  den  ganzen  Raum  mit  Ausnahme  der  Focalellipsc  die 
Gleichung 

02  ^ 32  2’' 

dx*  dy*  dz* 


§.  14.  Das  Potential  7’'  des  elliptischen  Ringes  ist  eine  homogene 
Function  ersten  Grades  der  Grössen  y A,  ySy  x,  y,  s. 


In  dem  Ausdrucke 


(Weg  eine  Schlinge) 
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ersetze  mau  y Ä,  x,  y,  z resp.  durch  «y^,  «ar,  «y,  az, 

und  erhält  dadurch 

CO 


T"=a2V^fiy*  ■^  = «T' 


somit  ist 


^ St”,  , „ ar'  , ar'  , ar'  , a? ' 

^ “>^'^avi[+>'^aviy  + ® ä7  + » aj;'  + "‘ar- 

Diese  Formel  kanu  mau  auch  auf  folgende  Weise  ablcitcn. 

l/* 

_r L J . «=  1 

Aa^  ^ lia^  ^ 

ist  die  Gleichung  einer  Ellipse,  welche  der  gegebenen  ähnlich  ist, 
und 


T=2.^VAßf 


ist  das  Potential  derselben,  wenn  t,  t’,  t"  die  Wurzeln  der  Gleichung 


wy  = 1 - 


und 


Aa*-\-u  Äa*-{-M  u 

t/i"  = {Aa^-\-u){Ba^-\-u)u. 


Man  ersetze  nun  m,  «,  t\  t”  resp.  durch  «*u,  a%,  a*/'o> 
erhält 

du 


T=  2a* -\/ Ali  y 


VW* 


(Weg  eine  Schlinge  aus  dem  Ostpunkte  um  den  Pol 

wo  nun  die  «o?  k\  Wurzeln  der  Gleichung 

.2 


W'i  « «2 


x‘ 


y* 


sind.  Nun  ist  bei  unveränderter  Lage  des  Bezugspunktes  T offenbar 
eine  Function  von  ^Aa  und  yÄa.  Es  ist 

r(y  v4(«+m?),  yÄ(cf-f-‘«'))  =*  ^(y-4«,  yß«) 

+ “(■‘^'^ayT^+'^^avT;)  + ••• 

also 

ör  . . d'T  . dT 


da 


yA 


0(y  yi  a) 


+ VB 


0(y  ßo) 


und  somit 
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Weil  nun 


so  ist 


= i)  = t/a  y« 


By  A 
Bw' 

Btt  “ w'* 


Byß' 


also 

Bt 


(\ina^l)  = VA^+VB 


3vB 


= iiAB  P ~ — 2yfABf 

Ferner  erhält  man  aus  den  früheren  Formeln 


UW^ 


xX+y 


1-+.Z-  2Vx»/^.-2V35yj*. 

* t 


und  durch  Addition  ergibt  sich 


Bt’  ?\t' 


Fortsetzung  folgt  später. 
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XX. 

Miscellen. 


1. 

Zar  Lehre  Tom  perspectiren  Tetraeder. 

I. 

Wenn  die  Verbindungsgeraden  entsprechender  Eckpunkte  zweier 
Tetraeder  sich  in  einem  Paukte  schneiden,  so  liegen  die  Durch- 
schnittsgeraden entsprechender  Seiten  in  einer  Ebene,  — und  um- 
gekehrt. Solche  Lago  zweier  Tetraeder  heisst  perspectiv. 

Die  entsprechenden  Kanten  zweier  pcrspoctivon  Tetraeder  Nchiioi- 
den  sich.  Der  gemeinschaftliche  Punkt  von  Eboneii  ciitsprochemlu 
Kanten  heisst  das  Centrum,  — die  gemcinsclinftliclio  Ebene  von 
Durchschnittspunkteu  entsprechender  Kanten  heisnt  die  Ebene  der 
Perspectivität 

Es  fragt  sich,  ob  umgekehrt  das  Scbnelden  enlMprecbender 
Kanten  die  perspective  Lago  als  eine  notwendige  Folge  iiaidi  sich 
zieht  oder  nicht? 

Es  seien  A und  B und  B\  C und  C\  t)  und  /)'  die  ent- 
sprechenden Eckpunkte,  a und  a\  h und  //,  e und  e',  d und  d‘ 
die  entsprechenden  Seiten  zwer  Tctra<!der,  Die  llnzeiclinnng  ird  so 
gewählt,  dass  z.  B.  a die  gogenUbcrliegondo  Helle  vom  Punkle  A sei. 
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Setzen  wir  voraus,  dass  die  ensprechenden  Kanten  sich  schnei- 
den. 


Wenn  die  beiden  Tetraeder 
keine  gemeinschaftliche  Seite  be- 
sitzen, so  liegen  die  Durcbschnitts- 
punkte  entsprechender  Kanten  auf 
den  Durchschniitsgeraden  ent- 
sprechender Seiten  "W',  c7, 

dcV).  Irgend  zwei  dieser  vier  Ge- 
raden schneiden  sich,  da  z.  B. 

aa  und  auch  hl'  durch  den  ge- 
meinschaftlichen Punkt  der  beiden 

entsprechenden  Kanten  CD  und 

C’D'  hindurchgeht.  Aber  die  vier 
Geraden  haben  keinen  gemein- 
schaftlichen Punkt,  also  müssen 
sie  eine  gemeinschaftliche  Ebene 
haben  (Ebene  der  Perspectivität). 


Wenn  die  beiden  Tetraeder 
keinen  gemeinschaftlichen  Eck- 
punkt haben,  so  gehen  die  Ebe- 
nen entsprechender  Kanten  durch 
die  Verbindungeraden  entsprechen- 
der Eckpunke  {AA\  BB\  CC\ 

DD').  Irgend  zwei  dieser  vier 
Geraden  schneiden  sich,  da  z.  B. 

AA'  und  auch  BB'  in  der  ge- 
meinschaftlichen Ebene  der  beiden 

entsprechenden  Kanten  ctl  und 

cd'  liegt.  Aber  die  vier  Geraden 
haben  keine  gemeinschaftliche 
Ebene,  also  müssen  sie  einen  ge- 
meinschaftlichen Punkt  haben 
(Centrum  der  Perspectivität). 


Wenn  die  beiden  Tetraeder  eine  gemeinschaftliche  Seite  (a  und 
a)  und  darauf  einen  gemeinschaftlichen  Eckpunkt  {B  und  B')  haben 
dann  gilt  folgendes. 


Wenn  h und  b'  nicht  identisch 
sind,  so  liegen  die  Durchschnitts- 
punkte darin  liegenden  entspre- 
chender Kanten  auf  der  Geraden 

bb.  Also  ist  die  Ebene,  welche 

durch  die  Gerade  bb'  und  den 
Punkt  B {B')  hindurchgeht.  Ebene 
der  Perspectivität. 

Wenn  aber  a 
und  A',  B und  B' 

jede  Ebene,  welche  durch  die 
Grenze  AB  i^A' B')  hindurchgeht, 
eine  Ebene  der  Perspectivität. 


Wenn  A und  A'  nicht  identisch 
sind,  so  gehen  die  Ebenen  der 
durch  sie  gehenden  entsprechen- 
den Kanten  durch  die  Gerade 

AA'  hindurch.  Also  ist  der  Punkt, 

in  welchem  die  Gerade  ÄT  die 
Ebene  a {a)  trifft,  Contrum  der 
Perspectivität. 


jeder  Punkt,  welcher  auf  der 

Geraden  ab  (a'b')  liegt , ein  Con- 
trum der  Perspectivität. 


und  a',  b und  b'  gemeinschaftliche  Seiten,  A 
gemeinschaftliche  Eckpunkte  sind,  so  ist 


Ein  einziger  Fall  blieb  noch  übrig,  wo  die  beiden  Tetraeder  eine 
Seite  (a  und  a')  und  den  gegenüberliegenden  Eckpunkt  (A  und  A') 
gemeinschaftlich  haben  ohne  irgend  ein  gemeinschaftliches  anderes 
Element  zu  besitzen.  Dann  schneiden  sich  die  entsprechenden  Kan- 
ten, aber  die  perspective  Lage  ist  nnr  dann  vorhanden,  wenn 
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die  beiden  Drcicko  in  der  gc-  die  beiden  Dreikanto  um  den 
meinschaftlichen  Seite  perspectiv  gemeinschaftlichen  Eckpunkt  per- 
sind. spectiv  sind. 

Also  mit  der  einzigen  Ausnahme,  wo  die  beiden  Tetraeder  bloss 
eine  Seite  und  den  gegenüberliegenden  Eckpunkt  gemeinschaftlich 
haben,  ist  die  Perspcctivität  eine  notwendige  Folge  des  Schneidens 
entsprechender  Kanten. 

II. 

Sehen  wir  nach,  ob  zwei  Tetraeder  nicht  in  mehrfach  perspec- 
tiver Lage  sein  können,  je  nachdem  man  das  gegenseitige  Entspre- 
chen der  Eckpunkte  anders  ordnet? 

Wir  wollen  den  Fall  ausschliessen , wo  irgend  eine  Seite  des 
zweiten  Tetraeders  durch  eine  Kaute  des  ersten  hindurebgeht.  Bei 
passend  gewähltem  Coordinatensystem  sind  dann  die  Gleichungen 
der  Seiten 


a : 

aj  •==•  0, 

a' : 

y = 0 

b: 

o 

II 

h': 

c ; 

a = 0, 

c‘: 

X y vz 1 0 

d: 

O 

II 

d': 

die  Ebene  der  Pcrspectivitätt 
die  Coordinateu  des  Centrums: 


1 1 1 1 
A — l'  M — l’  V — l’  p — 1 

Pas  Entsprechen  der  Seiten  können  wir  durch  das  Symbol 
f a b c <l\ 

I . , , # „ ausdrücken. 

\ a b c <1  / 


Die  Symbole  der  sämtlichen  denkbaren  Perspectivitäteu  kön- 
nen hieraus  durch  Permutatiou  der  unteren  Reihe  abgeleitet  werden. 
Die  Grundformen  der  dazu  nöjigen  Substitutionen  sind: 

(«•)(//)  (c^  cV) 

{a'){h\  c\  d’) 
b\  c\  d') 

(a',  b')  (c\  d’) 


Setzen  wir  nach  einander, 
Perspcctivtiäteu  führen? 


welche  unter  diesen  zu  möglichen 


/ 
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(a'4'rfv)  ■ Perspectivität  wäre  cs  nötig,  dass  unter 

anderen  die  Geraden  ac,  7k'  und  kd,  7'  sich  schncidcu.  Dies 
führt  zu  den  Bedingungen : 

p = 1,  v = l, 

also  müssten  die  Seiten  c',  rf'  zusammenfallen. 

(a’c'd'i')-  Perspectivität  wäre  es  nötig,  dass  unter 
wärHLf  * sich  schneiden.  Dann 

V = 1,  p = 1, 

also  wären  c'  und  d‘  identisch. 

müssten  unter  anderen  die 
Geraden  aö.  b'c'  und  kd,  TTk'  sich  schneiden,  also 

V - 1,  A = 1 

sein,  dann  aber  würden  a'  und  c zusammenfallcn. 

\b' l'd'c')  ■ Perspoctivität  ist  cs  nötig,  dass  die  Ge- 
raden ac  b'd',  !-  ad,  b'c',  bi,  7d',  — M,  7'  sich  schneiden.  Es 
müssen  also 


=- =1 
^ V Q 

sein.  Die  (“- "-y)  - PerspecÜvitüt  ist  auch  vorhanden,  wenn 
zugleich 

A = ^ = = l 

''  9 

Bei  einem  wahren  Tetraeder  ist  sie  nur  möglich,  wenn 

k = fl=MV^gc=a,  _i 

ist.  Dann  ist  aber  auch  die  - Perspectivität  vorhanden, 

die  Perspectivität  ist  also  eine  vierfache. 

Die  bisherigen  zusammengefasst: 

1.  Eine  zweifache  Perspectivität  ist  vorhanden,  wenn  unter  den 

Grössen  p,  v,  p zwei  und  zwei  gleich , und  die  ungleichen  die 
reciproken  von  einander  sind. 


j 
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2.  eine  vierfache  Pcrspectitität  ist  vorhanden , wenn 

A = ^i  = v — 

sind. 


Sehen  wir  diesen  letzten  Fall  etwas  näher  an. 


a : 

ar  = 0 

a':  — “ 0 

b: 

y = 0 

b‘  : X — + < “ 0 

c : 

'S  « 0 

c‘ : ®-hy  — Ä-j-<  =»  0 

d: 

t = 0 

d' : x-j-y-j-s] — t ““  0 

die  Ebene 

von 

(a  b c d\ 
\a*b’c'd‘] 

1 - Perspectivität:  *+y+*+  i =»0 

•n  « 

(ab  c d\ 
\V  a’tic') 

1 11  a:-fy  — a — «=  0 

/a  b c d\ 
\c'd'a'b'} 

o 

B 

1 

+ 

1 

H 

« 1 

/a  b c d\ 
\d^c'b'a'} 

11  as  — y— Ä-f«  — 0 

Die  Centra  der  Perspectivität  sind,  wie  man  sich  leicht  über- 
zeugt, die  Eckpunkte  des  durch  die  vier  letzten  Ebenen  gebildeten 
Tetraeders  und  zwar  so,  dass  jeder  Eckpunkt  zur  gegenüberliegenden 
Seite  als  Centrum  gehört. 

Wenn  man  ~x  statt  x schreibt,  so  gehen  die  Gleichungen  der 
Seiten  des  zweiten  Tetraeders  in  die  des  dritten  über,  und  umge- 
kehrt. Ein  Merkmal  dafür,  dass  die  drei  Tetraeder  ein  System  bil- 
den, worin  je  zwei  in  vierfacher  Perspectivität,  die  Eckpunkte  des 
dritten  die  zugehörigen  Centra  sind,  ist:  die  Seiten  sind  die  zu- 
gehörigen Ebenen  der  Perspectivität.  Ein  solches  System  von  drei 
Tetraedern  hat  Stephanos  ein  desmischos  genannt*). 

Beiläufig  bemerkt,  schon  bei  der  zweifachen  Perspectivität  be- 
steht der  Satz,  dass  das  Centrum  der  einen  Perspectivität  auf  der 
Ebene  der  anderen  liegt.  Wovon  der  obige  Satz  über  die  Centra 
und  Ebenen  der  vierfachen  Perspectivität  eine  einfache  Folge  ist 

Klausenburg,  December  1885. 

J.  Vdlyi. 

*)  Stephanos.  Sur  Ics  systbmes  desmiques  de  trois  tdtro^dres.  Darboux, 
Bulletin  des  scicnccs  math,  ct  astr.  2*'  sdric  t.  III,  1879. 
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Ein  einfacher  Beweis  fUr  die  Erlmltungr  des  DoppelTcrliUltnisses 
TOn  4 Funkten  der  Ebene  bei  linearer  Abbildung. 


Der  für  Geometrie  und  Fuuetionentheorio  wichtige  Satz  von  der 
Erhaltung  des  Doppelverhilltnisses  von  4 Punkten  einer  Gaussischen 
s-Ebene  bei  Abbildung  durch  die  Substitution: 


wird  sowol  im  Zusammenhänge  mit  functioncnthcoretischen  Be- 
trachtungen (vergl.  etwa  Bobek  Einleit,  in  die  Theor.  eil.  Fauc- 
pag.  13),  als  auch  bei  geometrischer  Ableitung  (vergl.  Gte  Auflage 
von  Salmon’s  Cdnic  sections  art.  331)  in  einer  künstlichen  Weise  be- 
handelt, indem  besondere  Determinantensätze  zu  Hille  genorameu 
werden  — so  dass  die  so  einfache  Natur  des  Satzes  nicht  klar  her- 
vortritt. 

Jener  Satz  lässt  aber  eine  ganz  directc  Ableitung  zu,  die  ihn 
geradezu  als  die  Aussprache  einer  selbstverständlichen  Identität  er- 
scheinen lässt. 


Die  Abbildung 


a-\-ßz 


enthält  3 wesentliche  Constanten  a:ß:y:d;  demnach  ist  sie  bestimmt 
sobald  zweimal  3 beiderseitig  entsprechende  Punkte  vorgegeben  sind; 
oder:  „Ist  eine  lineare  Abbildung  als  solche  zu  erkennen,  dass  sie 
den  drei  Punkten 


drei  Punkte 


SC  — 

z = Äo 


zuordnet,  so  ist  sie  auch  jene  einzige  Abbildung,  welche  durch  die 
zweimal  3 Punkte  bestimmt  ist“. 


Es  sei  nun  vorausgesetzt,  dass  2 mal  4 Punkte  durch  die- 
selbe lineare  Abbildung  zugeordiiet  seien: 


zu 


X ==  ^1^2  ^3  O4 
Z h,^  h^. 


Wir  behaupten:  „Die  die  4 Punkte  verbindende  Abbildung  ist 
ohne  weiteres  identisch  mit 


V 
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A ^ ^3—  ^t\ 

z—a^  “ \«3— a,  Äs—  Ä,  / z — b^ 

Zam  Beweise  genügt  es  sich  die  Paare  entsprechender  Punkte 
a^b^  oder  oder  03^3  eingesetzt  zu  denken  in^l;  immer  ist  die 
Gleichung  identisch  erfüllt. 


Hiermit  ist  nun  schon  der  zu  beweisende  Satz  sichtbar  geworden. 


Schreiben  wir  abkürzend: 


so  erhalten  wir: 
A 


Q 


für 


^3 — ^8 
03  Oj  b^ — ij 


«1  2 . 

==  P T"  ♦ 

X — aj  z — 63 


nach  der  Voraussetzung  gehört  aber  a^bJ^  derselben  linearen  Ab- 
bildung als  PuukU^paar  an;  daher  ist 


B 

«4-««  \*4— *3/ 

Dividiren  vir  B durch  die  Identität 


«3— «1  ^ hzzh , 

Oj— Ö3  b^ — b^ 

BO  erhalten  wir 

^4—01 . ^3  _ ^4  — ^1.^3— 

Ö4  öj  «3  Oj  Ä4  ^2  ^3  ^2 

was  ZU  beweisen  war. 


München,  März  1886. 


Fritz  Ho fmann. 


3. 

Constructioii  einer  iiftlieruugsweiseu  Kcctification  eines  Kreises. 

, , 7 . 13Vl46 

Bekanntlich  kann  aus  dem  Ausdrucke  ^ — die  zam  n 

auf  9 Decimalen  genau  berechnet  werden. 

7 

Wird  vernachlässigt,  so  ist  der  genäherte  Wert  von 
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Miseellen 


n = I5V146  ~ 3*  14159 

(5  Decimalen  genau). 

Mit  Hilfe  folgender  Proportion  kann  nun  2n  constrnirt  werden : 

ff  : 13  -=  Vl46  : 50 

oder  da 

yu6  =.  Vii'+s» 

Jt:13  = Vli»^»:50 

oder 

2»  : 13  = + : 25 

Damit  jedoch  13  und  25  Einzelheiten  in  der  Figur  nicht  anfgetragon 
werden  müssen,  kann  die  Proportion  auch  geschrieben  werden: 

also : 

2»:3^=  Vn*  + 5»:6j- 

Eisenstadt  am  10.  Febr.  1886. 

Moriz  Ferdinand  Bretschneidor- 
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Litterarischer  Bericht 

IX. 


Methode  und  Principien. 

Sabstantielle  Wesenheit  des  Raumes  und  der  Kraft.  Motive  für 
die  nothwendige  Umgestaltung  der  gegenwärtig  zur  wissenschaftlichen 
Erklärung  der  Naturerscheinungen  dienenden  Grundlagen.  Von  Jo- 
sef Schlesinger,  o.  ö.  Professor  an  der  k.  k.  Hochschule  fUr 
Bodencultur  in  Wien.  Wien  1885.  Alfred  Hölder.  52  S. 

Die  Lehren,  mit  welchen  der  Verfasser  hier  gegen  die  bestehen- 
den  wissenschaftlichen  Principien  auftritt,  sind  folgende:  der  Satz 
von  der  Massenträgheit  ist  ein  Irrtum.  Raum  und  Kraft  existireu 
substantiell.  Letztere  2 Annahmen  erklären  alles,  was  bei  den  ge- 
wöhnlichen Hypothesen  unerklärt  bleibt.  Den  mathematischen  De- 
ductionen  in  der  Physik  schreibt  der  Verfasser  unveränderte  Geltung 
zu,  diese  seien  aber  auch  auf  veränderter  Basis  möglich.  Es  war 
nun  zur  Begründung  erst  uachzuweisen,  dass  die  physikalischen  Hy- 
pothesen unzureichend  seien,  daun  dass  die  substituirtc  Annahme  alles 
zu  erklären  vermöge.  Zum  Beleg  für  ersteres  werdeu  Beispiele  ge- 
geben, wie  etwa  die  Frage,  warum  die  grössere  Masse  eine  grössere 
Kraft  zur  Bewegung  erfordere,  und  ähuliche , wo  mau  schwerlich  be- 
greift, was  dem  Verfasser  daran  undeutlich  geblieben  sein  kann. 
Kommt  mau  aber  weiter,  wo  es  sich  um  seine  Erklärung  handelt, 
wieder  auf  solche  Desiderata,  so  tritt  uns  eine  Logik  entgegen,  die 
uns  wol  der  ferneren  Verfolgung  seiner  Aufstellungen  überhebt.  Er 
nennt  es  einen  Umstand  von  höchster  Bedeutsamkeit,  dass  eine  Kraft 
nicht  gleich  der  absoluten  Summe  ihrer  Componenten  ist.  Dieser 
wunderbare  Umstand  soll  erklärt  werden.  Indem  er  den  Grund  in 
„gepaarten  Kräftcteilchen^S  solchen  die  sich  auf  heben,  sucht, 
möchte  er  noch  leidlich  auf  rechtem  Wege  sein.  Aber  diese  gepaar- 
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ten  Kräftetcilcheu  sollen  extra. im  Raume  schweben,  und  durch  ihr 
Hinzutreten  soll  die  Ausgleichung  statthnden ; also  eine  Addition  von 
Nullen  soll  Ungleiches  gleich  machen!  Bei  allen  angeführten  Er- 
klärungen bandelt  es  sich  nur  um  die  Möglichkeit,  nie  um  die  Not- 
wendigkeit der  Erscheinung.  Bezeichnend  ist  die  Aeusserung:  welch 
reiches  Feld  sich  der  Naturforsebung  erschlösse,  wenn  sie  die  Raum- 
Substanz  von  allerhand  Kraftsubstanz  durchdrungen  dächte,  derart 
dass  jedes  lebende  Wesen  mit  einer  Atmosphäre  von  Kraftstrahlen 
umgeben  wäre  und  mittelst  derselben  in  die  Ferne  wirken  könnte. 
Deutet  schon  diese  Stelle  auf  eine  Tendenz  zum  Spiritismus,  so 
spricht  sich  dieselbe  auch  sonst  wiederholt  aus.  Auch  erklärt  sich 
der  Verfasser  offen  zugunsten  des  Spiritismus.  Man  kann  daher  den 
ganzen  Vortrag,  welchen  die  vorliegende  Schrift  reproducirt,  als  eine 
der  Verbreitung  desselben  gewidmete  Rede  anseben.  Hoppe. 

Die  Elemente  der  höheren  Analysis  ohne  Benutzung  unendlich 
kleiner  Grössen  neu  dargestellt  und  mit  Anwendungen  auf  Geometrie 
und  Mechanik  versehen  von  Oberlehrer  Dr.  L.  Hu  ebner.  Schweid- 
nitz 1885.  4«  52  S. 

Die  Schrift  beginnt  mit  sovielcn  unrichtigen  Aufstellungen,  dass 
kein  verständlicher  Gedankeninhalt  übrig  bleibt  Der  Verfasser  be- 
hauptet, eine  Function  zweier  Variabein  lasse  sich  nur  auf  eine  Weise 
in  der  Form  • 

= c-[‘/(p)  + g>{q)  + vip^q) 

zerlegen.  Bedingung  der  4 Teile  soll  sein,  dass  sich  von  /(p)  ühd 
tp{q)  keine  Constaute,  von  v{p^q)  keine  Function  von  p oder  q allein, 
absondem  lasse.  Was  kann  uns  hindern,  von /(p)  'die  Constähte  a 
u.  s.  w.  abzusondern?  Die  Bedingung  ist  daher  überhaupt  onerfhtlbal*. 
Zum  Beweise,  dass  die  Zerlegung  nur  auf  eine  Weise  möglich  sei 
wird  erst  der  Satz  aufgcstcllt:  aus  der  Gleichung 

c +/(p)  + iq) + V ip,  q)  = ü 

folge  c ==  U;  fip)  = ü;  <p{q)  *=  0;  o{p^q)  = Ü,  und  der  Beweis 
hierfür  beginnt  mit  dem  Fehlschluss:  f{p)^v{p^q)  habe  unendlich 
viele  Werte,  weil  die  3 Terme  einzeln  unendlich  viele  Werte  haben. 
Die  Gleichung  selbst  sagt  das  Gegenteil.  Noch  könnte  man  anneh- 
men, es  sei  nur  verfehlter  Ausdruck  an  der  Unklarheit  schuld. 
Doch  ‘die  Unklarheit  hebt  sich  auch  im  Folgenden  nicht:  es  geht  so 
weiter  bis  ans  Ende.  Hoppe. 

Analytische  Betrachtungen  über  die  Raumformen,  in  Welchen  das 
Kongrucnzaxiom  gilt  Inaugural-Dissertation  zur  Erlangung  der 
DoctorwUrde  der  hohen  philosophischen  Facultät  der  Georg-Aogusts- 
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Universität  zn  Göttingen  vorgelegt  von  CarlQnensen  ans  Gand-rrv 
heim.  (Brannschweig  1885.  Goeritz  u.  zu  Putlitz)  48  S. 


Die  Schrift  beginnt  mit  einem  b'stoi  Ischen  Rückblick  anf  die 
Entstebong  der  nicbtenklidisoheu  Geometrie  ans  der  Uiitersncbong 
der  Abhängigkeit  der  Axiome  der  Geometrie,  worin  der  Anteil  an 
der  Gestaltnng  von  Gauss,  Bolyai,  Lobatsebewsky,  Riemann,  Sebering 
und  De  TUly  dargelegt,  die  Gegenstände,  nni  d*e  es  sieb  bandelt, 
charakteriairt,  nnd  die  Gnindformeln  anfgestellt  werden,  von  denen 
der  Verfasser  dann  selbst  Gebrauch  macht.  Nach  dieser  Kinleitnng 
geht  sie  sofort  an  die  Lösnng  der  folgenden  Aufgaben  durch  Rechnung, 
indem  sie  die  vorgefnndeneu  Formeln  als  ausreichende  Basis  be> 
trachtet:  Die  Linienelemente  und  die  Raumformeu;  die  analytische 
Geom.trie  der  Geraden;  Curven  2.  On**iung,  F“cis,  Gleichungen  der 
Ellipse,  Hyperbel  und  Parabel,  Tangenten  an  d'cse,  räumliche  Be- 
deutung der  allgemeinen  Gleichung  2.  Grades  und  Durchschnitt  von 
Ebenen  and  Kegellläcbeu;  Inhalt  von  Flächen  und  Körjxjm,  nämlich 
von  Elliijse,  Hyperbel  and  Parabel.  Kugek  geradem  Kegel,  Prismen, 
deren  eine  Begrenzaug  eine  Fläche  gleichen  Abstandes  ist.  senkrech- 
tem Kreiscylinder  and  Würfel.  Die  Frage  nach  den  Principieii  l>e- 
rährt  der  \ erfasscT  ln  keinem  Punkte.  Dass  dieselben  in  der  Ein- 
leitung bereits  festgestellt  seien,  kann  er  doch  gewiss  nicht  gemeint 
haben.  Die  Angaben  sind  nur  eben  genügend  um  die  Gegenstände 
für  diejenigen,  welche  die  Qncileu  gelesen  haben,  kenntiieh  zu  machen. 
Da  namentlich  viele  lermini  der  euk’idiscbea  Gc*ometrie.  nicht  einmal 
in  erweitertem,  anf  Grand  derselb^.-u  exact  S'^nderu  durch 

Weglassung  von  Herkmaleo  teilweiw:  oübc-stimmt  gelasseimm  Hinne. 
jedenfalls  so,  dass  sich  die  Bedeutung  nicht  deekt,  gebraucht  werd^m, 
so  hätte  man  doch  von  einer  Schrift,  die  elementare,  an  dm  Fun- 
damente grenzende  Gegenstände  U'arb^'itet,  erwaj  mn  dürfen,  dass 
über  ihre  Begnfle  ansreichende  4U::*:heiiScha/t  g<i>;a  wurde,  ib^;hon  um 
dem  ^ erdachte  zu  entgehen,  dajbs  der  VerlÄS-yr  ohne  eigenet  V#*r- 
ständniss  sich  auf  die  Eiaskht  s'dner  likhUsr  usr'utbi.  U*:r  vt  er- 
Zweifel  gibt  AiUass  eine  au£>  Ji^e  Aeusy.Tung  a*j|  <'fst/  r 
zo  erwähnen,  die  sontl  wohl  als  ein  V*Tv:h*:u  ohne  Ikdang  e/v;hi‘'/i''n 
wäre.  Hier  sagt  d*.T  Verfasser  G’s  Kut4‘?«;hyng  »on  Gi#u>»jyJ  * 
„Wenn  man  vc^aubst^ze.  die  h>un.jiie  d'-T  inm.'rn  W)vk'.i  /wee  r j^a/al- 
lelen  mit  einer  schneddendeii  Geraden  nei  2/^,  vj  tolg«'  auch 
in  sich  wkiersprachbfreie  G W'ie  will  d'-rMdbe  den  Vo/d‘7- 
satz  zu  eineai  eiaden  Aufadru'dt  e"‘i*ea  G‘yiank‘'ns  »e;  voiii>*ändi/*'n'^ 


f^€»wii/tige  Arbeit  ist  lacht  dm  e/bt/., 
nadeneo  Gmnci(>nn‘dL  vhu*.  E/’kdruug  zur  i//t 
urch  BecLnung  benutzt;  um  ho  >nt 


«rc'hdie  db< 
ung  M/n 
wvJ  4^r  Wu 
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dass  Untersuchungen  dieser  Art  in  directer  Verbindung  mit  ihren 
Hypothesen  und  Principien  geführt,  und  in  Angaben  des  Wortsinns 
nicht  eine  desto  grössere  Sparsamkeit  beobachtet  werden  möge,  je 
weniger  derselbe  aus  der  Anschauung  erhellen  kann.  Das  in  dieser 
Sache  bisher  befolgte  Verfahren  lässt  unvermerkt  soviel  Fragen  übrig, 
dass  eine  Beurteilung  der  Leistung  kaum  möglich  wird. 

Hoppe. 

Oitischo  und  nicht  critische  Versuche.  I.  Erdachsen  im  Ver- 
hältnis zum  Werden  und  Vergehen.  Von  Egmont.  Mit  einer  litho- 
graphischen Skizze.  Danzig  1885.  Franz  Axt.  22  S. 

Die  Schrift  besteht  aus  den  mannichfaltigsten  Naturbetrachtungen' 
die  sich  zum  grossen  Teil  auf  unaufgeklärte  Fragen  beziehen,  aber 
auch  bekannte  Doctriu  populär  mitteileu.  Die  Auswahl  der  besproche- 
nen Themata  ist  bunt,  in  der  Reihenfolge  aber  gibt  sich  der  kosmo- 
gonetische  Gesichtspunkt  zu  erkennen;  sie  geht  von  der  Entstehung 
der  Himmelskörper  aus  und  sclircitet  zu  den  Veränderungen  der 
Erde,  zu  der  Pflanzen-  und  Tierwelt  fort.  Eigentümlich  ist  an  den 
Ansichten  des  Verfassers,  dass  er  der  Veränderung  der  Erdaxe 
einen  grossen  Einfluss  auf  die  Naturentwickelung  zuschreibt,  ferner 
dass  er  alle  Anziehung,  Gravitation  wie  Chemismus,  für  Magnetismus, 
alle  dualistisch  auftretenden  Erscheinungen,  z.  B.  die  Geschlechter 
der  Pflanzen  und  Tiere,  für  Elektricität  erklärt.  Hoppe. 


Die  geometrische  Koustruktionsaufgabe.  Von  Dr.  K.  v o u F i s c h e r* 
Benzon,  Oberlehrer  am  Gymnasium  zu  Kiel.  Mit  einer  lithogra- 
phirten  Tafel.  Kiel  1884.  G.  von  Maack.  4®.  31  S. 

Der  Gegenstand  der  Schrift  ist  die  Frage:  Wie  kann  man  den 
Schülern  Methoden  geben,  durch  welche  sie  befähigt  werden  die 
Lösung  von  Constructionsaufgaben  selbst  zu  tinden.  Die  Behandlungs- 
weise der  Frage  ist  die  Kritik  dessen,  was  bereits  zu  ihrer  Lösung 
in  frühem  Schriften  geschehen  ist  Hier  liegt  zunächst  ein  Buch 
von  H.  von  Holleben  und  P.  Gerwien  „Geometrische  Analysis“  vor. 
Darin  werden  5 Arten  von  Analysis  unterschieden,  nämlich  Analysis 
durch  Lehrsätze ,.  durch  Oerter,  durch  Data  (d.  h.  vermöge  der  ge- 
gebenen zugleich  bekannte  Stücke),  durch  Reduction  und  zusammen- 
gesetzte Analysis.  Der  Verfasser  lässt  nur  die  zweite  Art  gelten  und 
erklärt  die  Unterscheidung  für  nicht  haltbar.  Da  jede  der  Arten  ein 
llülfsmittel  angibt,  und  mehr  als  Hülfsmittel  überhaupt  nicht  gegeben 
werden  kann,  so  ist  der  Grund  der  Verwerfung  nicht  wol  zu  ersehen. 
Es  werden  nun  noch  verschiedene  Aufgabensammlungen  und  Schriften 
über  Aufgaben  von  Schwarz,  Hoflfmann,  Reidt,  Wöckcl,  Gandtner  und 
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Jongbans  gemustert,  insbesondere  Uber  die  Einteilung  der  Aufgaben 
nach  den  Lehrsätzen,  zu  deren  Einübung  sic  bestimmt  sind,  nach  den 
Figareo,  auf  die  sie  sich  bezioheu,  nach  Gruppen  von  ähnlicher  Lö- 
sung besprochen,  zuletzt  ein  wesentlicher  Fortschritt  allein  dem  Werke 
von  Julius  Petersen  zuerkannt,  dessen  Einfluss  seit  einigen  Jahren 
immer  deuüicher  zutage  trete,  und  durch  welches  ein  ganz  neues 
Leben  in  die  Behandlung  der  Constructionsaufgabeu  gebracht  sei  Im 
übngen  Teile  der  Schrift  entwickelt  der  Verfasser  die  Ergebnisse 
seines  Studiums  des  genannten  Werkes,  die  er  zu  einer  systematisch 
geordneten  Theorie  gestaltet  hat  Deren  Hauptabschnitte ‘sind:  Me- 
thode der  Verschiebung  und  Drehung  und  Methode  der  Umformung- 
erstcre  enthält  wieder:  die  Parallel  Verschiebung , die  Drehung  die 
pcrspectivische  Verschiebung  und  Drehung.  Hoppe.’ 

Der  Raum  und  seine  Erfüllung.  Eine  Abhandlung  zur  Licht- 

und  Wärmelehre.  Von  Professor  K.  Hullmanii.  Berlin  1884 
Weidmann.  60  S. 

Der  Verfasser  will  in  dieser  Abhandlung  die  Ansichten  darlegen 
welche  er  sich  über  die  Materie  und  ihre  Eigenschaften  gebildet  hat 
und  will  damit  den  Standpunkt  angeben,  von  welchem  aus  er  die 
Erscheinungen  in  der  Natur  als  Ausflüsse  einer  einzigen  Kraft  be- 
trachtet Mau  tindet  in  ihr  einen  Versuch  alle  Erscheinungen  auf 
Grund  neuer  Hypothesen  mechanisch  zu  erklären.  Diesen  inotivirt 
der  Verfasser  dadurch,  dass  er  die  Ansicht  von  Clausius  über  die 
Constitution  der  Gase  nicht  teilen  könne,  welche  nach  dessen  eigener 
Erklärung  mit  seiner  Wärmetheorie  nicht  zusammeufallc.  Dann  hätto 
er  jedoch  diejenige  Erscheinung,  welche  Clausius  als  Beweis  seiner 
Ansicht  betrachtet,  nicht  übergehen  dürfen.  Die  in  der  Schrift  aus- 
gesprochenen methodischen  Grundsätze  sind  teils  selbstverständlich, 
teils,  wenn  wirklich  abweichende  aufgetreten  sind , zu  billigen.  Die 
Erfahrung  wird  viel  betont,  ohne  dass  jedoch  eine  Beobachtung  vor- 
käme.  Die  aufgestellten  Sätze  werden  analytisch  hergeleitet;  nur  be- 
schränken sich  die  Berechnungen  auf  sehr  einfache  Fälle,  so  dass 
eine  Theorie  daraus  nicht  hervorgehen  kann ; es  wäre  dies  auch  eine 
Leistung,  die  man  von  einem  so  kleinen  Buche  nicht  verlangen  kann. 
Wenn  aber  der  Verfasser  wirklich  glaubte  auf  diesem  Wege  eine  um- 
f^sende  Theorie  schaffen  oder  anbahnen  zu  können,  so  hätto  er  auch 
einen  Einblick  geben  sollen,  wie  es  möglich  wäre.  Der  Anfang  handelt 
von  ^griff  und  Wesen  des  Raumes.  Der  Raum  ist  stetig  erfüllt.  Ueber 
die  ihn  erfüllende  Materie  worden  folgende  Hypothesen  aufgestellt: 
Sie  ist  teils  Körper,  teils  Aether.  Jedes  Körperoiement  zieht  jedes 
an^e  und  jedes  Aetherelement  nach  Newton’schen  Gesetze  an,  jedes 
e ere  ement  sWsst  beide  ab.  Hiermit  ist  offenbar  das  erste  Gesetz 
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der  Mechanik:  Wirkung  und  Gegenwirkung  sind  gleich  — umgewor- 
feii.  Ein  Körper-  und  ein  Acthercleracnt  jagen  vermöge  gegenseitiger 
Einwirkung  hinter  einander  her  und  können  dabei  noch  eine  Arbeit 
verrichten.  In  andern  Fällen  hat  der  Verfasser  es  deutlich  erklärt, 
wo  er  von  gewöhnlichen  Annahmen  abweicht  Bei  dieser  Verletzung 
eines  Grundgesetzes  scheint  er  sich  gar  keiner  Abweichung  bewusst 
gewesen  zu  sein.  Fragt  mau  nun,  wie  cs  zugehe,  dass  bei  so  vielen 
Keehuuugen  der  Fehler  nicht  durch  seine  Consequenzen  an  den  Tag 
kommt,  so  sicht  man  bald,  dass  letztere  stets  durch  Annahmen  be- 
seitigt sind.  Mau  soll  sich  vorstelleu,  dass  sich  jedes  Körpertoilchen 
mit  einer  Hülle  verdichteten  Aethers  umgibt  Letzterer  wird  von 
crstcrem  angezogen,  stösst  zwar  selbst  das  Körperchen  ab,  aber  von 
allen  Seiten  gleich,  und  die  Abstossuug  hebt  sich  auf.  Der  Verfasser 
beweist  analytisch,  dass  der  Gesamtdruck  des  Aethers  auf  einen 
Punkt  coustant  sei.  Wovon  sollte  er  auch  abhangen,  da  nichts 
variabcles  genannt  ist?  Er  nimmt  dabei  gleichmässige  Dichte  des 
Aethers  au  und  hebt  damit  das  Einzige  auf,  was  dem  Satze  einen 
Gedaukcuiuhalt  geben  könnte.  Ueberdies  widerspricht  die  Annahme 
der  vorhergehenden.  Bei  einem  solchen  Verfahren  lässt  sich  nicht 
erwarten,  dass  die  Wärme-  und  Lichttheoric , wie  wir  sie  besitzen, 
gefördert  sein  könnte,  und  es  hat  kaum  Interesse  das  Weitere  zu 
verfolgen.  Die  gegenwärtigen  Einführungen  zeigen  einige  Achnlich- 
keit  mit  Rcdteubacher’s  Dyn  auii  den  System , doch  ist  letzteres  weit 
klarer  durchdacht  Hoppe. 


Die  Algebra  in  natürlicher  Herleitung.  I.  Jahres-Cursus  als 
Leitfaden  zum  Unterricht  in  der  5.  Latcinklasse.  Von  Aug.  Mo- 
roff,  k.  Studienlehrer.  Programm  der  Kgl.  Bayer.  Studien-Anstalt 
Laudshut  für  das  Studienjahr  1883/84.  48  S. 

Die  Unterrichtsmethode  wird  als  feststehende  Doctrin  in  con* 
cinncr,  logisch  wissenschaftlicher  Sprache  vorgetragen,  und  eine 
grössere  Anzahl  Erläutcrungs-  und  Uebungsbeispiole  sehr  mannich- 
faltigcr  Art  dazu  gegeben.  Die  Themata  sind:  Die  Einführung  der 
allgemciueu  Zahlen,  das  Auf-  und  Abzählen  in  der  nach  unten  und 
oben  unbegrenzt  vorausgesetzten  Zahlenreihe  , Operationszeichen  und 
Qualitätszeichen,  Rcductioneu  und  Gegenreductionen , Division  und 
Uebei-gaug  zur  allgemeinen  Bruchreihe.  Wenn  die  kategorische  Hin- 
Stellung  einer  Methode,  die  zwar  recht  reiflich  durchdacht  sein  mag, 
doch  Motivirung  in  manchen  Punkten  erwarten  licss , so  kann  wol 
die  Verteidigung  im  Schlusswort  am  wenigsten  BefViedigung  ge- 
währen; denn  diese  ist  mit  Uebergehung  aller  Verständigung  so 
zelotisch  gehalten,  dass  der  Leser  kaum  daraus  entnehmen  Imno,  nm 
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welche  Frage  ee  sich  haodelt;  sie  scheint  bloss  für  einen  besondernf 
dem  Verfasser  bekanntca  Kreis  von  Schahnänncro  bestimmt  zu  sein. 

Uoppe. 


Grammatische  Regeln  zur  leichten  und  sicheren  Lösung  der  cin- 
fachea  und  zusammengesetzten  Regeldetrie , der  Prozent- , Zins-, 
Rabatt-,  Diskonto-  und  Tara-Rechnung.  Von  P.B.  Richter,  Mathe- 
matiker. Hallo  a.  S.  1883.  II.  W.  Schmidt.  21  S. 

Die  hier  vorausgesetzte  Methode  ist  die  der  Zerlegung  jeder 
Aufgabe  in  eine  Succession  von  Fragen,  Uobergang  von  der  gegebe- 
nen Zahl  zur  Einheit,  von  dieser  zur  verlangten  Zahl.  Die  Fragen 
sind  in  allen  diesen  Rechnungsarten  immer  wiedorkehrend  dieselben, 
die  Schlüsse  einfach  und  nicht  leicht  zu  verfehlen.  Das  Gemeinsame 
soll  bei  der  Behandlung  nicht  verhüllt  werden.  Was  noch  besonders 
zu  beachten  ist,  stellt  die  kleine  Schrift  in  Regeln  zusammen, 

H. 


Wie  stndirt  man  Mathematik  und  Physik?  Von  einem  Lehrer 
der  Mathematik.  Leipzig  1885.  Rossberg.  32  S. 

Dieser  Ratgeber  beschränkt  sich  erklärtermassen  auf  den  Fall 
wo  das  examen  pro  facultate  docendi  Ziel  des  Studiums  ist.  Der 
erste  und  grössere  Teil  der  Schrift  ist  allgemeiner  Natur;  es  wird 
nur  in  der  Ausübung  der  Pflichten,  die  keinem  Studenten  unbekannt 
sind,  grösserer  Ernst  und  Genauigkeit  beim  Studium  der  Mathematik 
und  Physik  für  notwendig  erachtet  als  bei  andern  Fächern.  Weiter- 
hin aber  wird  sachliche  Auskunft  erteilt  über  Bildungsmittcl , Ein- 
richtungen, Anforderungen,  Verordnungen  u.  s.  w.  und  über  einen 
zweckmässigen  Stndicnplan  specicll  Rat  gegeben.  Im  Anhang  sind 
die  von  den  Professoren  der  Mathematik  an  der  Universität  Leipzig 
veröffentlichten  „Bemerkungen  über  die  mathematischen  Vorlesungen^*  ^ 
zum  Abdruck  gebracht  H. 


Quadratura  circuli  demonstrata.  Von  F.  Girhu.  Mit  8 litho- 
graphischen Tafeln.  Würzburg,  Wien  1885.  Leo  Woerl.  22  S. 

Es  wird  zuerst  die  Construction  einer  geraden  Strecke  durchweg 
verständlich  und  nicht  miszudeuten,  angegeben,  welche  nach  Be- 
hauptung des  Verfassers  dem  Quadranten  des  gegebenen  Kreises  genau 
gleich  sein  soll.  Sic  erfordert  ziemlich  viele  Httlfslinien,  ergibt  aber, 
.wenn  man  die  Rechnung  anstcllt,  schon  Abweichung  in  zweiter  Bruch- 
stelle, ist. also  ^auch  approximativ  von  keiner  Anwendung.  Bei  der 
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Figurheschreibung  erklärt  der  Verfasser  irrtümlich  zwei  Gerade  für 
parallel ; doch  kann  dieser  Fehler  schwerlich  den  Irrtnm  des  Resul- 
tats erklären.  Die  zum  Beweise  geführte  Rechnung  gibt  noch  weniger 
Aufschluss  Sie  geht  von  der  Voraussetzung  einer  sehr  complicirten 
rt  enthaltenden  Formel  aus,  von  welcher  der  Verfasser  nicht  sagt, 
wie  er  dazu  kommt  Die  weitere  Coutrole  würde  wol  nicht  lohnen. 

Hoppe. 


Sammlungen. 

Compositions  d*analyse  et  de  mecanique  donn^es  depuis  1869  k 
la  Sorbonne  pour  la  licence  ts  Sciences  mathdmatiques,  suivics  d’exer- 
cices  sur  les  variables  imaginaircs.  Par  E.  V Uli <5,  Ancien  Ingenieur 
des  Minos , Doctour  es  Sciences , Professeur  ä la  Facult^  libre  des 
Sciences  de  Lille.  Enonc6s  et  Solutions.  Paris  1885.  Gauthier- 
Villars.  347  S. 

• 

Durch  Zusammenstellung  und  Ordnung  von  Exameuar beiten  er 
halten  wir  hier  eine  reiche  Sammlung  der  interessantesten  Aufgaben 
aus  der  böhern  Analysis,  sämtlich  mit  ausführlicher  Lösung,  so  ans- 
gewählt,  dass  die  Rechnung  nie  zu  ausgedehnt,  umständlich  oder 
complicirt  austUllt  Die  einzelnen  Gebiete,  denen  die  Aufgaben  an- 
gehören , und  nach  denen  sie  geordnet  sind,  teilen  sich  zunächst  in 
Analysis  (mit  Einschluss  der  Geometrie)  und  Mechanik,  und  sind: 
Quadraturen,  Differentialgleichungen,  partielle,  totale,  orthogonale 
Linien-  und  Flächensysteme,  Krümmungsradien  und  Krümmungsliuiec, 
asymptotische  und  geodätische  Linien,  demnächst  vermischte  Auf- 
gaben, dann:  imaginäre  Variable  und  elliptische  Functionen;  ferner 
Kinematik,  Bewegung  eines  freien  Punkts,  eines  Punkts  auf  fester 
Curve,  auf  einer  Fläche,  auf  festem  Körper,  Dynamik  der  Systeme. 
Im  Anhang  werden  die  den  Facultäten  von  Paris  und  Frankreich  ge- 
gebenen Themata  für  Arbeiten  aus  der  Astronomie  aufgefübrt. 

H. 


M e c h a n i k. 

Taschenbuch  der  Mechanik.  (Phoronomie,  Statik  und  Dynamik). 
Zum  Gebrauche  für  den  Unterricht  und  als  Hülfsbuch  für  die  An- 
wendungen der  Mechanik.  Bearbeitet  von  Dr.  W.  Ligowski,  Pro- 
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fessor,  Lehrer  der  Mathematik  und  nautischen  Astronomie  an  der 
Kaiserlichen  Mari  ne- Akademie  und  Schule  in  Kiel.  Mit  vielen  Holz- 
schnitten. Zweite,  vermehrte  und  verbesserte  Auflage.  Berlin  188L 
Emst  n.  Korn.  135  S. 

Dieses  ebenso  wie  das  früher  erschienene  Taschenbuch  der 
Mathematik  ist  mit  besonderer  Rücksicht  auf  die  Zuhörer  des  Ver- 
fassers bearbeitet.  Doch  tritt  darin  ein  sehr  merklicher  Unterschied 
hervor.  Jenes  ist  eine  Sammlung  von  Tabellen  und  Formeln,  die 
sich  durch  die  Art  der  Zusammenstellung  auch  zum  Leitfaden  eignet ; 
dieses  hingegen  mehr  ein  Leitfaden  verbunden  mit  einer  reichhaltigen 
Formelsammlung.  Die  neue  Auflage  hat  bei  den  in  der  Praxis  in 
Anwendung  kommenden  Abschnitten  vielfache  Erweiterungen  erhalten. 
Für  technische  Anwendungen  emptiehlt  der  Verfasser  als  Ergänzung 
das  im  selben  Verlage  1877  erschienene  Taschenbuch  der  Fcstig- 
beitslcbre  von  A.  Kurz. 

Das  gegenwärtige  kurz  gefasste  Lehrbuch,  wie  wir  es  nennen 
können,  charakterisirt  sich  dnreh  Gründlichkeit.  Es  geht  nicht  von 
der  Perspective  des  Technikers  aus,  sondern  entwickelt  sofort  die 
allgemeine  wissenschaftliche  Theorie  in  exacter  Aufstellung,  um  erst 
nach  deren  erschöpfender  Behandlung  sich  mehr  der  praktischen  Seite 
zuzuwenden.  Der  Lehrgang  ist  der  synthetische,  vom  einfachen  zur 
höhern  Mannichfaltigkeit  fortschreitend.  Die  llaupttcile  sind:  Die 
Bewegung  als  Erscheinung  (Phoronomic),  die  Statik,  die  Dynamik. 
Am  Schlüsse  des  ersten  sind,  bezüglich  auf  die  ganze  Mechanik,  die 
zum  Teil  auf  Erfahrung,  zum  Teil  auf  Einführung  oder  Cons<M|ueiiz 
beruhenden  Grundgesetze  nebst  Deflnitionen,  an  Zahl  27  zusammen- 
gcstellt.  Der  zweite  gibt  nach  den  Prindpien  die  Behandlung  sehr 
verschiedenartiger  Themata,  zuletzt  die  Theorie  der  einfaidien  Ma- 
schinen. Der  dritte  behandelt  die  gewöluilichen  Aufgal><.*n:  Dynamik 
der  Punkte,  der  Massen  Systeme,  Trägheitsaxen,  dann  den  Htons,  die 
Drebnug  um  feste  Axe,  Bewegung  eines  freien  fest/'ii  Körpers,  Au* 
Ziehung  und  Potential.  Dann  folgern  einige  numeris^dje  i^ngalx'ii. 

ii 


Einleitung  in  die  Hydrodynaiuik.  Von  Borace  i/amh,  Pro- 
fessor an  der  Universität  Ad«'lawi<-.  Mil  Aui//n*nthu  d«  • n 

übersetzt  und  bearbeitet  ^on  Dr.  Richard  R^iff,  P/lvatdoM*nt  in 
Tübingen.  Freiburg  i.  Br.  lubingen  J<  G B Mohr. 

332  S. 


Titel  des  GriginaJwerks  ist;  „A  v«  Plnid 
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das  Buch,  ohne  vorbereitende  Teile,  unmittelbar  die  Principien  der 
Hydrodynamik  in  Angriff  nimmt  und  zu  einer  gewissen  Vollständig- 
keit bringt  Der  Uebersetzor  hat  einige  Capitel  hinzugefügt,  sonst 
keine  wesentliche  Aenderung  vorgcnoinmcn.  Innere  Reibung  ist  von 
Anfang  ausgeschlossen,  dagegen  variabclo  Dichte  berücksichtigt.  Die 
successiven  Themata  sind:  Die  Bewegnngsglcichungen,  ihre  Integra- 
tion in  besoudern  Fällen,  die  relative  Bewegung  der  Teilchen,  Po- 
tcntialbewegung,  Bewegung  der  Flüssigkeit  nach  2 Dimensionen,  Be- 
wegung fester  Körper  in  einer  Flüssigkeit,  Wirbelbewegung,  Wellen- 
bewegung in  incompressiblcr  Flüssigkeit,  Wellen  in  der  Luft,  innere 
Reibung.  H. 


Sammlung  geometrischer  Instrumontc,  deren  Zweck,  Constrnction 
und  Gebrauch.  Als  Beigabe  zum  Kalender  für  Mosskundc,  heraus- 
gegeben von  Max  Clouth,  Geometer.  Trier  1884.  Selbstverlag. 
1.  Heft.  180  S. 

Die  ganze  Sammlung  eutliält  die  Abbildungen  von  43  Theodo- 
liten, 56  Nivellirinstrumenteu,  8 Bonssolen,  15  Messtischen  und  Kipp- 
regelu,  15  Markscheiderinstrumenten,  10  hydrometrischen  Instrumen- 
ten, 10  Imftdruck-Höhenmcsseru,  9 Pantograpbon,  4 Transporteuren, 
15  Flächenbercchnungsinstrumenteu.  Zu  besserer  Uobcrsicht  sind 
diese  Abbildungen  mit  kurzen  Notizen  Uber  Dimensionen  nnd  Eigen- 
tümlichkeiten nach  Angabe  der  Mechaniker  vorangestellt;  dann  folgt 
der  Text,  betreffend  die  Teile  und  ihre  Aufstellung,  nebst  den  zu- 
gehörigen Durchschnitts-  und  Detail-Abbildungen.  H. 

Repetitorium  der  Mathematik  und  Elektricitäts-Lchro.  Für  die 
Bedürfnisse  der  Eisenbahn -Praxis  elementar  behandelt  von  J.  Krä- 
mer, Ingenieur,  Docent  für  Elektrotechnik  am  höheren  Curse  der 
Fortbildungsschule  für  Eisenbahn-Beamte.  Mit  127  Abbildungen. 
Wien,  Pest,  Leipzig  1884.  A.  Hartleben.  176  S. 

Das  Buch  enthält  ,dic  notwendigen  Vorkonntuisse  zum  Studium 
der  Elektrotechnik.  Hierzu  gehört!  zuerst  die  Mathematik:  sie  ist 
vorzugsweise  nach  der  Seite  der  directeu  Rechnung  hin  entwickelt 
bis  zur  Integration  der  Functionen.  Dann  folgt  die  Elektricitäts- 
lehrc  mit  allgemein  physikalischer  Einteilung,  hierauf  eine  chrono- 
logische Tabelle  der  Entdeckungen,  zuletzt  einige  numerische  Ta- 
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Arithmetik  der  elektrischen  Bclenchtung  von  R.  E.  Hay,  M.  A. 
Professor  der  Experimcntal-Physik  an  Kiug’s  College,  London. 
Antorisirtc  deutsche  Ausgabe.  Aus  dem  Eugliscbon  übersetzt  vou 
Ingenieur  Carl  Scblonk,  Adjunct  am  technologiscben  Gewerbe- 
Museum.  Herausgegebeii  vom  Technologischen  Gewerbe-Museum  in 
Wien.  Wien  1884.  Carl  Graesor.  107  S. 

Das  Vorlicgonde  ist  eine  Aufgabensamraluug  für  die  elektro- 
dynamische Rechnung.  Der  Verfasser  hat  gefunden,  dass  Schüler 
durch  Rechnung  von  Beispielen  sehr  schnell  in  den  Besitz  der  Priu- 
cipicu  und  Gesetze  der  Experimentalphysik,  sowie  in  den  der  Kennt- 
nisse von  Details  kommen,  und  gibt  diese  Sammlung  zu  dem  Zwecko 
heraus,  dass  sie  zur  Uebung  dieser  Unterrichtsmethode  dicuen  soll. 
Die  Beispiele  beziehen  sich  nach  einander  auf  den  elektrischen  Lei- 
tungswiderstand von  Drähten  und  Lampen,  Intensität  von  Strömen 
im  einfachen  Stromkreise,  Wärmewirkung  des  eloktrischon  Stromes 
im  einfachen  Strumkroiso,  nützliche  Arbeit  im  einfachen  Stromkreise, 
combinirte  elektrische  Stromkreise.  Hierauf  folgen  einige  Tabellen. 

11. 


Vermischte  Schriften. 

Bulletin  de  la  Soci^tc  Math^matiquo  de  France,  publiö  par  los 
secr^taircs.  Tome  XII.  Annee  1883  — 84.  Paris  1881.  Au  si('‘ge 
de  la  soci^t6. 

Der  12.  Band  enthält  folgende  Abhandlungen. 

M.  d’Oeagne:  Ueber  die  graphische  Bestimmung  dos  Träg- 

heitsmoments der  ebenen  Flächeustücke.  — Geometrische  Unter- 
suchung der  Verteilung  des  Drucks  um  einen  Punkt  in  einem  recht- 
eckigen Stabe  und  in  einem  Stück  Erde.  — Ueber  eine  Reihe  mit 
alteruircndem  Gesesetze.  — Ueber  die  mittlere  Gerade  eines  Systems 
beliebig  auf  einer  Ebene  liegender  Geraden. 

David:  Ueber  eine  Transformation  der  linearen  Differential- 
gleichung beliebiger  Ordnung. 

E.  Picard:  Ueber  eine  Grnppo  von  Transformatiunen  der  auf 
derselben  Seite  einer  Ebene  liegenden  Punkte  des  Itaumes.  — Ueber 
die  Form  der  Integrale  der  Differentialgleichungen  1.  Ordnung  in 
der  Nähe  gewisser  kritischer  Punkte.  — Bemerkung  über  die  Rc- 
duction  der  abelschen  Int(‘grale  auf  die  elliptischen. 

L.  Raffy:  Ueber  die  invarianten  Transformationen  der  ellipti- 
schen Differentiale. 


Mathematische 

und  physikalische  Bibliographie. 

VIH. 


Geschichte  der  Mathematik  niid  Physik. 

Al  brecht,  G.,  Geschichte  d.  Elektricität  m.  Berücksichtg.  ihrer 
Anwcndiingn.  Wien,  Hartleben.  3 Mk.;  geb.  4 Mk. 

Jahrbuch  üb.  d.  Fortschr.  d.  Mathematik,  hrsg.  v.  C.  Ohrtmauii. 
14.  Bd.  J.  1882.  3.  Hft.  Berlin,  G.  Reimer.  6 Mk. 

Methode  and  Principien. 

Förster,  A.,  Studien  zur  Entwicklungsgeschichte  d.  Sonnen- 
systems. Stuttgart,  Metzler’schcr  Verl.  2 Mk.  60  Pf. 

Tischner,  A.,  the  fixed  idca  of  astronomical  theory.  Leipzig, 
Fock.  1 Mk.  20  Pf. 

Zacharias,  0.,  üb.  gelöste  u.  ungelöste  Probleme  der  Natur 
forschg.  Leipzig,  Denicko’s  Verl.  4 Mk. 

Lehrbücher. 

Kambly,  L.,  die  Elementar-Mathematik  f.  d.  Schulunterr.  bearb. 
1.  TI.  Arithmetik  u.  Algebra.  27.  u.  28.  Afl.  Breslau,  Hirt  Verl. 
1 Mk.  40  Pf. 

Sachse,  J.  J.,  Mathematik  f.  dtsche.  Lehrbildungsanstalteu  u. 
Lehrer.  1.  TI.  Elemont.-Rochneii.  2.  Afl.  Leipzig,  Siegismuiul  & V. 
3 Mk. 


Sammlangen. 

Heis,  E.,  Sammlg.  v.  Beispielen  u.  Aufgaben  aus  der  allgem. 
Arithmetik  u.  Algebra.  67.  u.  68.  Afl.  Köln,  Du Mont-Schanberg. 
3 Mk. 

Kleyer,  A.,  vollst.  gelöste  Aufg.-Sammig.  a.  allen  Zweigen  der 
Rechenkunst  etc.  171. — 182.  Heft.  Stuttgart,  Maier,  ä,  25  Pf. 
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Arithmetik,  Algebra  und  reine  Analysis. 

Einleitung  in  die  Analysis  des  Unendlichen.  Von  Leonhard 
Euler.  Erster  Teil.  Ins  Deutsche  übertragen  von  11.  Maser. 
Berlin  1885.  Julius  Springer.  319  S. 

Der  erste  Teil  von  Euler’s  Introductio  in  Aualysiu  infinitornm 
behandelt  folgende  Themata:  Wesen  und  Einteilung  der  Functionen, 
eingehend  auf  die  mehrdeutigen  impliciteu  Functionen,  ohne  Gebrauch 
von  Functionszeichen;  Zerlegung  der  rationalen  Functionen  in  Par- 
tialbrüehe;  Auflösung  der  Relationen  zwischen  Variabelu  durch  Aus- 
druck in  gemeinsamen  neuen  Variabein;  Darstellung  von  Functionen 
durch  unendliche  Reihen,  durchweg  speciell,  ohne  Erklärung  des 
Wesens  und  der  Bedingungen,  eingehend  auf  recurrente  Bestimmung; 
Functionen  mehrerer  Variabein,  eingehend  auf  Ilomogeueität;  Ex- 
ponentialgrössen  und  Logarithmen,  deren  Berechnung;  Kreisfunc- 
tioneu  und  deren  Berechnung,  imaginäre  Relation  mit  der  Exponen- 
tialfunction ; Berechnung  der  imaginären  Factoren  ganzer  Functionen, 
Anwendung  auf  Reibensummen  und  Summation,  mit  vielen  beson- 
dern  Formelresultaten ; reelle  Partialbrüche  2.  Grades;  recurrente 
Reihen;  Vervielfachung  und  Teilung  der  Winkel;  Reihen,  welche  aus 
der  Entwickelung  von  Producteii  entspringen;  Zerlegung  der  Zahlen 
in  ganze  positive  Teile;  Gebrauch  der  reeurreuteii  Reihen  bei  Be- 
rechnung der  Wurzeln  der  Gleichungen;  Kettenbrüchc.  Das  Euler- 
sche  Werk  zeichnet  sich  aus  durch  enorme  Prodiictivität  au  Methoden 
und  resultirenden  Formeln,  erstere  mit  der  Tendenz,  der  Analysis  die 
notwendigen  Organe  zu  schaffen.  Dieselben  sind  dermassen  in  Uebung 
gekommen,  dass,  wenn  man  von  den  bekanntesten  Methoden  und 
Formeln  den  Ursprung  sucht,  mau  ihn  weit  öfter  bei  Euler  als  sonst 

Arcb.  d.  Math.  a.  Phya.  l.  Ueihe,  Teil  III.  lieft  2. 
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irgoudwo  findet  Was  hingegen  durchweg  unberührt  bleibt,  ist  die 
Frage  nach  den  Begriffen  und  Principien,  die  stets  ohne  Prüfung 
vorausgesetzt  werden.  Die  Uebersetzung  ist  vortrefflich  in  jeder  Be- 
ziehung. H. 


Beitrag  zur  Auswerthuug  bestimmter  Integrale  mittelst  Ver- 
änderung des  Weges.  Von  Dr.  J.  II.  Graf,  Privatdoceut  an  der 
Universität  Bern  und  Lehrer  an  der  Lerberschulo.  Separatabdruck 
aus  den  Mittheiluugen  der  Naturforschendeu  Gesellschaft  in  Bern. 
Bern  1884.  Huber  u.  C*®.  31  S. 

Diese  Schrift  hat  die  Bestimmung,  an  einzelnen  Beispielen  die 
Vorzüge  der  Methode  zu  zeigen,  welche  durch  Veränderung  des 
Weges  die  Werte  von  Integralen  findet.  Sie  beginnt  mit  der  Her- 
/ leituug  der  Formel: 

F{a)  F(1 — a)  = 

' ' Sm  «TT 

und  wendet  sich  dann  zur  Behandlung  des  Integrals 

f dx 

für  unendliche  Grenzen.  Jene  Formel  ist  schon  durch  Reihenent- 
wickelung, gültig  für  reelle  und  imaginäre  a leicht  zu  beweisen. 
Setzt  man  den  Reiheuausdruck  der  rechten  Seite  als  bekannt  voraus, 
so  ist  schwerlich  Anlass  nach  kürzerem  Verfahren  zu  suchen.  Da 
man  jedoch  auch  umgekehrt  diesen  Reiheuausdruck  finden  kann,  in- 
dem mau  den  Wert  der  linken  Seite  nach  anderer  Methode  ermittelt, 
so  hat  die  Anwendung  der  in  Rede  stehenden  Methode  in  der  Tat 
sichtlich  Interesse,  und  erscheint  als  goueignetes  Beispiel  die  Frucht- 
barkeit derselben  aus  Licht  zu  stellen,  mehr  als  die  dann  folgenden 
Betrachtungen,  welche  doch  allzuwenig  Resultate  aufweiseu.  Beweise 
der  obigen  Formel  durch  Umformung  des  Integratiouswegs  batten 
schon  Schläfli  und  Schöubolzer  gegeben.  Der  gegenwärtige  wird  als 
ein  noch  einfacherer  aufgestellt.  In  dem  Integral 

/x^~^  dx 

1+—  = ^ 


geht  X von  0 nach  Osten,  dann  einmal  mit  südlicher,  einmal  mit 
nördlicher  Ausweichung  nach  Westen,  woraus  bei  Substitution  bzhw. 


w^on  c*^  x 

% 


für  X erhalten  wird: 
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P x‘*~^dx  P 


und  nach  Subtraction: 


2t  sin  na . S 


P x"~^dx  , x^~^  dx 

*1^'^  '^J  l~x 


00 


Nach  Hinzufügung  des  ganzen  Horizonts  über  Süd,  Ost,  Nord,  West 
ergibt  sich  rechts  2tn,  übereinstimmend  mit  der  Formel.  II. 


Die  Determinanten  für  den  ersten  Unterricht  in  der  Algebra 
bearbeitet  von  Dr.  II.  Kaiser  in  Dieburg.  Wiesbaden  1885.  J. 
F.  Bergmann.  23  S. 


Die  Schrift  gibt  nach  einander  die  Schreibung  und  den  entwickelten 
Ausdruck  der  Determinanten  2.  und  3.  Grades,  die  Auflösung  der 
linearen  Gleichungssysteme  von  2 und  3 Unbekannten,  d.  h.  das 
blosse  Resultat  mit  Beispielen,  die  Elimination  der  Unbekannten  desgl., 
allgemeine  Bemerkungen,  d.  h.  allgemein  gültig,  aber  nur  spcciell 
beobachtet,  einige  leichte  Trausfermationen,  Vertauschung  zweier 
Reihen,  zwei  gleiche  Reihen,  dann  Beweis  des  Vorstehenden.  Der 
Verfasser  hat  unbestritten  darin  Recht,  dass  die  Determiuantenrccli- 
Dung  grosse  Vorteile  bietet,  und  dass  es  sich  in  bedeutendem  Um- 
fange der  Anwendung  nur  um  Determinanten  2.  und  3.  Grades  han- 
delt Er  scheiut  aber  gar  nicht  überlegt  zu  haben,  an  welche  Be- 
dingungen jene  Vorteile  geknüpft  sind.  Die  erklüite  Be<lentung  und 
die  Gleichungsauflüsung  gibt  dem  Anfänger  der  Algebra  kein  Ge- 
setz, sondern  nur  complicirte  Ausdrücke,  über  die  er  durch  die  will- 
kürliche Zusauiineufassung  von  Tennen  schwerlich  eine  Uebersicht 
gewinnt;  er  wird  durch  sie  nicht  gefördert,  denn  di(5  Auflösung  ist 
als  geschehen  Vürau.sgcsetzt  Den  nachfolgcuiden  Sätzen,  welche  nur 
einen  Teil  der  elementarsten  Eigenschaften  der  Determinanten  geben, 
fehlt  jede  Anwendung  und  werden  dem  Schüler  als  zwecklose  Düfte- 
leien  erscheinen  ; die  nachträglichen  Beweise  habon  keinen  rechten 
Gegenstand,  denn  dass  jenes  Resultat  hcrauskommt,  musste  der  Schüler 
schon  durch  eigene  Rechnung  erfahren  haben  um  es  zu  verstehen. 
Der  Nutzen  der  Determinautentheorio  kann  dom  Schüler  erst  zugute 
kommen,  nachdem  einiger  Sinn  für  algebraische  Formen  geweckt  ist, 
und  er  die  Lehre  von  den  Permutatioiien  und  Sub8titutiom)n  ge- 
trieben hat,  was  doch  nur  in  der  obersten  Classc  der  höhern  (Inter- 
richtsanstalteu  geschehen  kann.  Von  der  vorliegenden  Bearbeitung 
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aber  muss  man  sagen,  dass  sie  das  Gegenteil  einer  rationalen  Me- 
thode ist:  statt  die  Eigenschaften  für  die  Nutzanwendungen  zu  ver- 
werten, bringt  sic  erstere  als  müssige  Bemerkungen  hinterher  und 
sehr  unvollständig.  II. 


Die  Elemente  des  graphischen  Rcchuens  mit  besonderer  Berück- 
sichtigung der  logarithmischen  Spirale.  Eine  Anleitung  zur  Cou- 
struction  algebraischer  und  transcendenter  Ausdrücke  für  Bau-  und 
Maschinen-Techuiker , sowie  zum  Gebrauche  an  höheren  Gewerbe- 
schulen. Von  Anton  Steinhäuser,  k.  k.  Professor  an  der  Staats- 
Gewerbeschule  in  Wien.  Wien  1885.  Alfred  llölder.  130  S. 

Das  Vorliegende  ist  eine  Anweisung  die  elementaren  Rechnungen 
der  Arithmetik  und  Algebra  durch  Construction  auszuführeu.  Sie 
schliesst  sich  ohne  Rücksicht  auf  das  Unterscheidende  ihrer  Aufgabe 
ganz  an  den  Lehrgang  der  Arithmetik  und  Algebra  an  und  behandelt 
nach  einander:  die  Grundoperatiouen  (4  Spccies) , das  Potenzirou, 
Kadiciren  und  Logarithmiren,  die  Reihen,  die  Verhältnisse  und  Pro- 
portionen, die  Auflösung  der  Gleichungen  1.  und  2.  Grades  mit  1 
und  mehrern  Unbekannten,  das  Rechnen  mit  imaginären  Zahlen,  die 
Kreisrechnuug , die  Flächenbcrcchnuug.  Charakteristisch  ist,  dass 
das  Selbstverständliche  mit  allerhand  Wiederholungen  breit  ausgeführt 
wird,  während  notwendige  Fragen,  die  Erfahrung  und  Ueberlegung 
erfordern  mit  Stillichweigeu  übergangen  werden.  Nachdem  im  An- 
fang gesagt  ist,  dass  jede  Zahl  durch  das  Verhältniss  zw'cier  Linien 
dargestellt  wird,  und  dies  Verhältniss  in  der  Tat  zuerst  allgemein  in 
Anwendung  kommt,  muss  noch  ausführlich  der  Fall  einer  ganzen 
Zahl  behandelt,  und  dem  Schüler  gesagt  werden,  dass  hier  der  Di- 
visor = 1 ist,  und  cs  folgt  noch  ein  besonderer  Abschnitt  über  Con- 
structiou  der  Proportionen.  Dagegen  ist  nichts  darüber  gesagt,  mit 
welchen  Instrumenten  die  Construction  geschieht,  dass  verschiedene 
Methoden  möglich  sind,  und  dafür  gesorgt  wird,  dass  das  Zeichen- 
blatt ausreicht.  Für  manche  Aufgaben  sind  Curven  nötig;  ob  diese 
aber  jedesmal  neu  construirt  werden  müssen,  oder  eine  für  weitern 
Umfang  von  Aufgaben  ausreicht,  bleibt  uncrörtert  Während  nun  ein 
grosser  Teil  der  Auseinandersetzung  den  Techniker  als  gänzlich  un- 
beholfen und  denkunfühig  zu  betrachten  scheint,  verlangt  doch  das 
Schlusswort  von  ihm,  dass  er  den  Einfluss  der  Zeichenfehler  auf  das 
Resultat  erkennen  soll,  wozu  jede  Anleitung  fehlt.  Unverständlich 
ist  es,  w'ie  der  Verfasser  dazu  kommt,  bei  der  Construction  der  ge- 
wöhnlichen Addition  der  in  Linien  gegebenen  Zahlen  plötzlich  den 
Hamilton’schen  Begriff  der  Addition  der  Strecken  untcrzulegen,  von 
dem  sonst  nirgends  die  Rede  ist.  H. 
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rn!«mcim2»  iai  G^biet^'  tio^ar^r  l^itfv'tvuhul-UU'iv'l»wui4\»M 
Tod  Simon  Spitier.  Zweites  umi  vkriUxx»  kU'U.  WJv'U 

Cari  Gerolifs  Sohn.  49  -f~  S 

Das  1.  Heft  ist  im  1.  litt.  Bericht  S.  9,  iH'sHpiooliou.  Im  ^ MitM 
wird  der  Gogenstind  noch  cininul  auf^momuum,  IlewojiHt  mul  Immtio 
Bemerkungen  hinzugofügt.  Dünn  wird,  ähnlich  dom  Vtiihioii,  dln 

lineare  Differentialgleichung  gusneht,  wololior  dio  NViir^olii  dm  Olm 
chuDg 

genQgcn,  und  gefunden: 

_ u II  I *1*1  I h 

(x^  - i)y  +2fls*^  + ^ 

eine  Gleichung,  die  von  den  Inti^gralon  der  OioirlmMt^ 

(x*  — l)r"-{-  — 0 für  ly  — ' ^ 

« 

befriedigt  wird;  cs  folgt  die  \/f^nwj,  dor  iH/fyjro  Inn 
Aufgabe  wird  dann  für  dio  Gloidiong 

y*  i/'i/  I Vi  — 0 

nntcrsucht  und  für 

y*  -*-  l/y  0 

gelöst.  E«  erg',v-,a  ».  a v /'•»  '*•'  v 

für  letztere  A Gr-i-iuir.  t.*  >•  ^ <••/ 

von  y = fcl/  0'.*r#‘'vv  ^..:1  ^ f,  «/  /«i  ^ v ' ' 

Verfasser  ed:^  f/.//*/'  o # 

/ z-'  V 

Wo  y ^ c^'y  ^ t.g  ff,  ^ ' ,f  • */  f'  ‘.rf  •/  f y 

ist;  ntj'.nai.  a x • .S^  .»  P.  ^ 
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M.  d’Ocagnc:  Uober  dio  graphische  Auswertuug  der  Träg- 
heitsmomente der  ebenen  Flächenstücke.  — Geometrische  Unter- 
suchung der  Verteilung  der  Spannungen  um  einen  Punkt  in  einem 
rechtwinkligen  Stabe  und  in  einem  Haufen  Erde.  — Ueber  eine  Reihe 
von  alternirendem  Gesetz.  — Ueber  die  Mittelgcrade  eines  Systems 
von  Geraden  in  einer  Ebene.  — Ueber  die  isometrischen  Trajectorien 
einer  Geraden  in  Bezug  auf  gewisse  Systeme  ebener  Curven.  — 
Ueber  die  homologischcn  rociproken  Polarcurven. 

David;  Ueber  eine  Transformation  der  linearen  Differential- 
gleichung beliebiger  Ordnung. 

E.  Picard:  Ueber  eine  Transformationsgruppe  der  Punkte  des 
Raumes , welche  auf  derselben  Seite  einer  Ebene  liegen.  — Ueber 
die  Form  der  Integrale  der  Differentialgleichungen  1.  Ordnung  in  der 
Nähe  gewisser  kritischer  Punkte.  — Bemerkung  über  die  Reduction 
der  abelschen  Integrale  auf  elliptische. 

L.  Raffy:  Ueber  die  invarianten  Transformationen  der  ellipti- 
schen Differentiale. 

E.  L emo  ine:  Einige  Eigenschaften  der  Parallelen  und  Anti- 
parallelen der  Seiten  eines  Dreiecks.  — Ueber  die  pseudosymmetri- 
schen  Zahlen. 

P.  Tanncry:  Note  über  eie  Theorie  der  Gesamtheiten. 

E.  Goursat:  Ueber  die  Integration  einiger  linearen  Gleichungen 
mittelst  doppclpcriodischer  Functionen.  — Ueber  die  Reduction  der 
hyperelliptischcn  Integrale. 

II.  Po  in  care:  Ueber  die  Reduction  der  abelscheu  Integrale.  - 
Bemerkungen  über  dio  Anwendung  der  vorhergehenden  Methode  (von 
Appell).  — Ueber  dio  Darstellung  der  Zahlen  durch  Formen. 

Tschebischeff:  Ueber  die  algebraischen  Brüche,  welche  die 
Quadratwurzel  einer  Variabein  zwischen  gegebenen  Grenzen  annähernd 
darstellen.  — Ueber  dio  Transformation  der  rotatorischen  Bewegung 
in  Bewegung  auf  gewissen  Linien,  mit  Hülfe  articulirter  Systeme. 

E.  Lebon:  Ueber  die  Construction  der  Tangente  in  einem  An- 
fangspunkte des  Schattens , welchen  ein  hohler  Cylinder  oder  Kegel 
auf  sich  selbst  wirft.  — Antwort  auf  eine  Note  von  Rouche. 

P.  Appell:  Ueber  eine  elementare  Methode  dio  Entwickelungen 
der  elliptischen  Functionen  in  trigonometrische  Reihen  zu  erhalten. 
(Hierzu  dio  Bemerkungen  von  Poincare.)  — Ueber  die  sphärische 
Kettenlinie. 

‘-S, 
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Weill:  Dibsr  ü«  ^Iie^lms  tiintir  Zahl  in  V 

J.  MArohaai:  Skfthuüü  an  Scs{*>lliü&:ii!^  3emirtn^'Ä.»ir«  :a 

legClL 

G.  Hamb-irt:  oibwr  in*  micnnaiea  Car*fin.  — ^ :n«r  *Tc 
homüfbcoien  FiÄAiiieii  ± Or irnmg: 

D.  SöLiTxijffx  Cibar  ne  Aaäauiiimic  hir  ^AtUfcr 

Fnncnuoen. 

A.  Stark:  1 ff;  C-iber  5c  Litinnit  Ätiirnftriscacr  inf,ü 

y xn;idnnHrqrjmiing 

EL  Perrin:  Ctbcr  -to*  mbcsrimma!  Glciinmntt  — »* 

Cirjital;  C'in«’  bis  Friiifint  b*r  C*;oscm.‘^;a  äs  k.Vtasofn 
Kreises,  icr  » in  ü»r  Fbene  £wäem*  eiasc  iniifssc. 

E.  Haaiiii:  Z^bee  cn  Krtnzum^csatrca  r^^öer  ^fTcbie 

£ie  Tintfpnrra  •iönEr  irxteiii  xxxr  Wiri^Ix  v,*«  pe^«*d«fa»fr 

Rt*tasiia  »ameiiiiea.  ä 


AaiHriiaa.  ^:<cnal  :d Hszitfra^cs.  Sinoa  Newco»V. 
Tbonas  '1  ra:r.  A»;».':nir  E»£_*«;c.  PxVä5i»^Ä  uiiT  Asj^-vs  C4 
tbe  Ea^s^  Uairr'ersiT.  V.xaae  VU.  E^;isK>re  1:^ 

1>3'  6»  7.  Btnö'S  ist: 

Ejae  Ai'bsndimnf  tber  SeauBTariiaien.  — TaiHm  tJ^r 
$TS3Les:^tife£3  Fsncxioneii  der  Wnrcehi  bas  ihm  Grade  aO  die  FerM: 

1 -f  Lr-f  ...  = (1— oar)U  — (irUl— |vV.. 

Tiieia  der  nicht  ttuitnrit>rheu  Ttälung.  — Tait'ln  der  Senün- 
^arianLesL  — Pline  AbUäudluu^  üIhv  die  Al»eJ*>cben  und  TboiifuihrXioüeÄ 
iCafL  IV— -TIL  FnrlstlEttu^  von  liiaud  V). 

P-  A.  Mac  Mabon:  Feber  Pis-pt^lnanten  (2  Abhandlungen). 

Morgan  Jenkins:  NoW  übiT  Prüf.  Sylu>stor*s  eonstnicüu' 
Theorie  der  Teilungen. 

A.  L.  Daniel 6:  Dritte  Note  über  Woierslrass'  Theorie  dtxr 
eHijitischen  Functionen. 

C.  Venezia  ui:  Auszug  aus  einem  Briefe  von  M.  Ucrinilei 
2^ote  zu  demselben- 
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George  Paxton  Young:  Lösang  der  lösbaren  irredadbeln 
Glt'icbaogeo  5.  Grades  ohne  Hülfe  eine  Resolvcnte  6.  Grades.  — 
Lösbare  irreducibele  Gleichungen,  deren  Grad  Primzahl. 

J.  C.  Glashan:  Noten  über  die  Gleichnng  5.  Grades. 

C.  S.  Peirce:  Ueber  die  Algebra  der  Logik. 

H.  Poincarö:  Ueber  die  linearen  Gleichungen  mit  gewöhnlichen 
Differentialen  and  mit  endlichen  Differenzen. 

P.  Seelhoff:  Prüfung  grösserer  Zahlen  auf  ihre  Eigenschaft 
als  Primzahlen. 

Thomas  Craig:  Ueber  eine  gewisse  Classe  linearer  Diffe- 
rentialgleichnngen. 

F.  Gomes-Teixeira:  Ueber  die  Bemoulli’schen  Zahlen. 

Arthur  Buchheim:  Eine  Abhandlung  über  Biquatemionen. 

J.  Ilammond:  Ueber  die  Syzygien  der  binären  Functionen 
6.  Grades  und  deren  Relationen. 

Wm.  Woolsey  Johnson:  Rcduction  altemircnder  Functionen 
auf  Alternanten.  — Ueber  eine  Reduclionsformel  für  Altemauteu 
3.  Ordnung.  — Ueber  die  Berechnung  der  Cofactoren  von  Alternan- 
ten  4.  Ordnung. 

H.  B.  Nixon  und  J.  C.  Fields:  Bibliographie  der  linearen 
Differentialgleichungen. 

William  E.  Story:  Das  Additionslheorem  für  elliptische 
Functionen. 

F.  Franklin:  Note  über  den  Satz  e“  = cosx-j-isiujr.  — Be- 
weis eines  Satzes  von  Tschebyscheff  über  bestimmte  Integrale. 

H. 

Atti  dclla  Reale  Accademia  dei  Lincci.  Anno  CCLXXXII. 
1884 — 85.  Serie  quarta.  Rcndiconti  pubblicati  per  cura  dei  segre- 
tari.  Volume  I.  Roma  1885.  Tipografia  della  R.  Accademia  dei 
Liucei,  V.  Salvucci. 

Vom  December  1884  au  sind  an  die  Stelle  der  Transunti  die 
Rcndiconti  getreten.  In  jedem  der  7 Monate  der  Sitzungen  der  Aka- 
demie, December  bis  Juni,  erscheinen  2 Hefte,  daun  folgen  noch 
einige  Ferienhefte,  in  diesem  Jahre  8.  Ausser  den  Rcndiconti  dellc 


LiUerartscher  Bericht 


22 


sedatc  werden  herausgegeben  die  Memorio,  und  zwar  gesondert  della 
Classe  di  scienze  fisiche,  matematiche  c naturali  und  della  Classo  di 
scienzi  morali,  storiche  o tilologiche.  Der  I.  Band  der  Rcudiconti 
enthält  folgcude  mathematische  und  mathematisch  physikalische  Ab- 
handlungen. 

A.  Tonelli:  Ueber  die  analytische  Darstellung  gewisser  eiu- 
zolnen  Functionen. 

M.  C.  Vauecek:  Ueber  die  Erzeugung  der  Flächen  und  Curven 
durch  Flächenbüschel. 

P.  Cassani:  Die  Winkel  der  linearen  Räume. 

G.  Trattini:  Ueber  einen  Satz  von  Lagrango.  — Ein  Satz  be- 
züglich auf  die  Modulartransformation  vom  Grade  p.  (2  Noten.)  — 
Ueber  die  Erzeugung  der  Operationsgruppen. 

L.  Bianchi:  Ueber  die  dreifach  orthogonalen  Systeme  von 
Weingarten.  (2  Noten.) 

D.  Be  SSO:  Ueber  eine  Classo  linearer  Differentialgleichungen 
4.  Ordnung  und  die  Gleichung  5.  Grades.  (2  Noten.)  — Ueber  die 
trinomischen  Gleichungen,  insbesondere  die  7.  Grades.  — Von  einigen 
Eigenschaften  der  homogenen  linearen  Gleichungen  mit  endlichen 
Differenzen  2.  Ordnung. 

F.  Gomes-Teixeira:  Ueber  die  Bestim mung  des  algebraischen 

Teils  des  Integrals  rationaler  Functionen.  — Ueber  das  Integral 
/ (x)  ox. 

M.  As  coli:  Ueber  eine  Methode  der  elektrischen  Calibration 
eines  Metalldrahts.  — Ueber  die  Corrcctioncn  der  Calibration.  (2  Noten.) 

G.  DeFranchis:  Betrachtungen  über  einige  Relationen  zwischen 
der  Ausflussgeschwindigkeit,  der  specifischeu  Wärme  und  dem  mittle- 
ren Quadrat  der  Moleculargeschwiudigkeit  der  Gase.  (3  Noten.) 

C.  Arzelä:  Ein  Satz  über  die  Reihen  von  Functionen.  (2  Noten.) 
— Ueber  die  Integration  durch  Reihen.  (2  Noten.)  — Ueber  eine 
gewisse  Erweiterung  eines  Satzes  bezüglich  auf  die  trigonometrischen 
Reihen. 

S.  Pincherlo:  Ueber  eine  Formel  von  Hermite. 

Padova:  Untersuchungen  über  das  Gleichgewicht  der  bieg- 
samen und  undehnbareu  Flächen.  (2  Noten.) 

Vito  Vol terra:  Ueber  Deformation  der  biegsamen  und  un- 
dehnbareu Flächen.  — Integration  einiger  Differentialgleichungen 
2.  Ordnung. 
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F.  Brio  SC  hi:  Uebor  die  Transfonnatiou  der  hypcrelliptiscben 
Functionen  L Ordnung.  — Ueber  eine  Eigenschaft  der  Rcducirteu 
der  Modulargleicbung  8.  Grades.  (2  Noten.) 

t 

Giulio  Pittarelli:  Ueber  die  Noto  von  Spottiswoode ; „Ueber 
die  Invarianten  und  Covariauten  einer  durch  quadratische  Substitution 
transformirten  P'uuction.“ 

A.  Morgbon:  Veränderungen  im  Werte  des  Trägheitsmoments 
eines  Körpers  infolge  der  ungleichen  Verteilung  der  Materie  in  ihm. 
(2  Noten.) 

A.  C an  ca  11  i:  Ueber  das  Hygrometer  von  Edelmann. 

E.  Narducci:  Ein  kleiner  Tractat  über  die  Division  nachdem 
System  des  Abacus,  geschrieben  in  Italien  vor  dem  12.  Jahrhundert. 

P.  Pizzetti:  Ueber  conforme  geographische  Darstellungen. 
(2  Noten.) 

L.  Palazzo:  Ueber  den  Fehler  in  der  Methode  der  Deflexioneu 
infolge  der  Abweichung  des  Aufhängefadens  von  der  Verticale.  (2  Noten.) 

G.  Battagliui:  Ueber  eine  Anwendung  der  Theorie  der  qua- 
dratischen binären  Formen  auf  die  Integration  der  elliptischen  Diffe- 
rentialgleichung. — Ueber  die  biliuearen  binären  Formen. 

G.  Agameunone  und  F.  Bonotti:  Ueber  die  Deformation 
eines  Glasgefässes  durch  inneren  Druck.  (2  Noten.) 

Philipp  Keller:  Ueber  die  Temperaturerhöhung  durch  Her- 
abfallen  des  Wassers. 

E.  Cesäro:  Ueber  einige  arithmetische  Determinanten.  — Neue 
Untersuchung  der  arithmetischen  Determinanten.  H. 

Nova  Acta  Kegiae  Societatis  Scientiarum  Upsaliensis.  Serici  tertiao 
Vol.  XII.  Fase.  I.  1884.  Fase.  II.  1885. 

Der  12.  Baud  enthält  folgende  mathematische  Abhandlungen. 

G.  Dillner:  Ueber  die  Integration  der  Difforcntialgleichuugcu 
des  konischen  Pendels.  — Ueber  die  Entwickelung  einer  analytischen 
Function  für  eine  Grenzlinie  der  Convergenz,  welche  einförmige  Un- 
endliche als  einzige  kritische  Punkte  umschliesst. 

M.  Falk:  Beweis  des  Cauchy’schen  Satzes  über  das  Integral 
einer  complexen  Function. 

A.  Süderblom:  Ueber  die  Drehung  eines  Rotationskörpers 
um  einen  festen  Punkt.  — Ueber  die  elliptischen  Functionen  l(u). 
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A.  Berger:  Cober  eine  SamniAtion  einiger  Reihen. 

X.  Lin<nkog:  Ueber  die  Drehung  eines  starren  Kdrper».  uii 
den  keine  Kräfte  wirken,  um  einen  festen  Funkt  IL 

Acta  Mathematica.  Zeitschrift  herausgegeben  Ton  G.  XiTtig^- 
Leffler.  6.  Stockholm  18SÖ.  F.  u.  G.  Beijer,  Berlia,  i. 

Maller.  Paris,  A.  Hermann. 

Der  6.  Band  enthält  folgende  Abhandlungen. 

J.  Molk:  Ueber  einen  Begriff,  welcher  den  der  TeiJbark«t  xm- 
fasst,  und  Aber  die  allgemeine  Theorie  der  Fliminatioa. 

P.  du  Bois-Reymo  nd:  Ueber  den  Begriff  der  Länge  einer  Car^. 

K.  Weierstrass:  Ueber  die  Theorie  der  elliptischen  Funet/raea. 

C.  Range:  Zur  Theorie  der  eimieutigen  analytischetL  Fun/ctfi^aes. 
Zur  Theorie  der  analytischen  Functi/io.  — Eatwkk^rlung  d*?r  WxrzÄi 
einer  algebraischen  Gleichung  in  Sammen  von  rationalen  Fusrrtiomen 
der  Coeflicienten. 

Sophie  KowalewskL  Ueber  ^lie  Brecnruig  iles  Lürhtes  ia 
krystalliniscben  Mitteln. 

T.  J.  Stieltjes:  tm  Satz  <ler  Algebra.  — Ueb*:r  gewisM#fe  Po- 
lynome, welche  eine  Lunare  Loffr»f«tafia*g;i:*r.ha.ig  2.  ^jfrdnaug 
und  Aber  die  TtKcr>:  ler  Lam#: 

M.  A.  Stern:  £in^.  \M:f  i>. > 

H.  Weber:  Zar  Ts*^.rÄ  k‘ 

H. 


Balletin  de  o-x  o»*  ef.  ve.«i%x- 

arts  de  Belgi/jite-  vi"“  auukA:.  w.ä  t W >11  >ili  l-ocA 

Bruxelles  > H^;v/ 

Der  6.  7,  4«.  «uVa/  it/V-/z  * 

Folgendes- 


E-  Catalax:  * W/>  ooA 

Algebra.  6.  — Loeirge  >äV>:  i-w  <••-/  7 

eines  nenea  Prii^;»pt  < 


Janet: 

Ordnung, 
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IX. 


Geschichte  der  Mathematik  nnd  Physik. 

Henrici,  J.,  die  Erforschg.  der  Schwere  durch  Galilei,  Huygeiis, 
Newton  als  Grundlage  der  rationellen  Kinematik  u.  Dynamik.  Leip- 
zig, Teubner.  60  Pf. 

Ofterdingor,  L.  F.,  Johann  Gottlieb  Friedrich  v.  Bohnen- 
berger. Tübingen,  Fues.  50  Pf. 

Oppert,  J.,  die  astronom.  Angaben  der  assyr.  Keilinschriften. 
Wien,  Gerold’s  S.  30  Pf. 

Rü  hl  mann,  M.,  Vorträge  üb.  Geschichte  d.  techu.  Mechanik. 
Schlusslfg.  Leipzig,  Baumgärtuer.  4 Mk.;  cplt  geh.  14  Mk. 

Sammlungen. 

Gräfe,  F.,  Aufgaben  u.  Lehrsätze  aus  der  analyt.  Geometrie 
d.  Punktes,  der  geraden  Linie,  d.  Kreises  u.  der  Kegelschnitte. 
Leipzig,  Teubner.  2 Mk.  40  Pf. 

Kley  er,  A.,  vollst.  gelöste  Aufg.-Samralg.  a.  allen  Zweigen  der 
Rechenkunst  etc.  183. — 194.  Hft.  Stuttgart,  Maier,  ä 25  Pf. 

Sammlung  v.  Formeln  aus  d.  Gebiete  der  Algebra,  Geometrie, 
Stereometrie,  Trigonometrie,  Mechanik  u.  Astronomie.  Würzburg, 
Stahel.  50  Pf. 

Steuer,  W.,  e.  Sammlung  angewandter  Aufgaben  f.  d.  Kopf- 
rechnen, nebst  ausführl.  Lehrgang  f.  Kopf-  u.  schriftl.  Rechnen. 
2 Hfte.  Breslau,  Woywod.  2 Mk.  50  Pf. 

Tabellen. 

Gau  SS,  F.  G.,  fünfstellige  vollst  logarithmische  u.  trigono- 
metrische Tafeln.  23.  AB.  Halle,  Strien.  2 Mk. 
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XI. 


Geschichte  der  Mathematik  und  VUynSk, 

Diopbantos  of  AlexatKlna;  » %imiy  ißt  th*{  Ußkioty  ttf  urtft'k 
algebra.  By  T.  L.  Heatb,  B,  A.  of  IHwMy  (^oiU'U^f,  iluin- 

bridge.  Editcd  for  tbe  hyndk#  tM  r'a/Mbildg« 

1885.  Deigbton  Bell  and  Co.  l/jinU/ttf  C'.  4,  CI»/  and  ünii/  l/<dp/)|^, 
F.  A.  Brockhaag. 

Als  Haoptteil  des  Ba/;bi^  Ut  f , anhdinr  vnri 

der  Lehre  des  DiophauU/s  barnbdt,  aabi>;nd  das>  hbrltf«  aU  Idnlorim  ln* 
Einleituug  bezeichnet  ist.  snebt  das  dali/bimde/'l,  in 

welchem  er  lebte,  darch  SchltUiM;  aus  *tiit'/Mtmu  HUitUm  ah  nruilMeln, 
Einige  Data  aus  seioern  J^d^'U  sind  durch  <d«  ICifinntintn  nftmlUut, 
Die  Zeit  der  Bcarbeitaiig  ntiinttr  Werke  Idngegeu  IsJ  hi  widUuu  Ilm* 
fange  ungewiss.  Sie  blielam  damals  unheachUd  und  liden  in  Ver- 
gessenheit. Nach  voiiäuhgC'f  Annahme  wird  er  als  /«il^gejinssn  <les 
Pappos  in  die  letzbi  IlälfU;  des  dritUni  Jahrhunderts,  Jalirt)  vor 
Theon  and  Hypatia,  gesidzt.  Man  w»dss  nherhanpt  von  d Wcikcn 
des  Diophautos:  von  13  Büdmrn  der  ArUhmntika,  d(jin  Werke  über 
die  Polygonalzablen  and  den  Porisumii.  Von  Jenen  13  Bücheru  exi- 
stiren  noch  6,  von  der  Schrift  über  Polygonalzttbleii  nur  ein  1<  nig- 
ment.  Porismen  finden  sich  nur  in  der  Arithmetik , «las  Buch  selbst 
scheint  verloren.  Es  wird  vermutet,  dass  die  verlorenen  2 Werke 
Teile  der  Arithmetik  gewesen  sind.  Im  Vorliegenden  gebt  ein  Cupi- 
tel  sehr  vielseitig  auf  die  Untersuchung  dieser  Schrilten  im  allge- 
meinen ein,  das  nächste  stellt  die  ulten  Schriften  über  Diophautos 
zusammen.  Von  da  an  beginnt  die  Darlegung  seiner  Lohre  selbst 
Diese  betrifft  die  Auflösung  der  Gleichungeu,  und  zwar  der  bestimm- 
ten bis  zam  3tcn,  der  unbestimmten  bis  zum  Gteu  Grade.  Die  Ge* 
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suchte  heisst  agi&fiogy  ihr  Quadrat  övvofiigf  rergaytovog,  ihr  Kubus 
xvßogf  abgekürzt  geschrieben  und  daraus  die  4te,  5tc,  6te  Potenz, 
multiplicativ  zu  verstehen,  zusammengesetzt,  die  Ote  Potenz  ftovag. 
Die  Coefficienten  werden  hinter  diese  Potenzen  in  gewöhnlichen 
griechischen  Zahlzeichen  gesetzt;  die  Terme  folgen  ohne  Pluszeichen 
auf  einander;  für  minus  existirt  die  Abkürzung  Afnp,  auch  tp;  das 
Zeichen  für  die  Gesuchte  ist  das  Schlusssigma.  Die  bestimmten 
Gleichungen  gelten  für  aufgelöst,  sobald  nur  eine  Radicirung  bleibt. 
Deren  Ausführung  fehlt;  es  werden  nur  Grenzen  für  die  Wurzeln 
angegeben,  doch  muss  der  Begrifl*  der  Irrationalen  vorausgesetzt 
werden.  Von  Mehrheit  der  Lösungen  ist  nie  die  Rede,  und  zwar  ist 
die  angenommene  Lösung  stets  positiv.  Ebenso  wenig  ist  der  Ge- 
danke zu  erkennen,  dass  gewisse  Classeu  von  Gleichungen  lösbar 
seien.  Es  werden  nur  numerisch  bestimmte  Beispiele  behandelt,  und 
zwar  im  Anfang  die  am  leichtesten  lösbaren  Fälle  gewählt  Die  Lehre 
von  den  unbestimmten  Gleichungen  besteht  aus  Aufgaben,  welche 
fordern,  Functionen  einer  oder  mehrerer  gesuchter  Rationalzahleu  zu 
Quadraten  oder  Kuben  zu  machen.  Es  worden  öfters  mehrere  solche 
Forderungen  an  das  System  gestellt.  Die  Porisinen  unterscheiden 
sich  von  diesen  Aufgaben  als  zahleutheorctischo  Lehrsätze.  Von 
diesen  sind  einige  aufgeführt.  Der  Verfasser  stellt  nun,  nach  Charak- 
terisiruug  der  Methoden  des  Diophautos,  dessen  Leistungen  zusammen 
mit  seinen  Vorgängern,  dann  mit  der  nachfolgenden  Algebra  dor 
Araber,  und  gibt  zuletzt  Auszüge  aus  allen  6 Büchern  der  Arithmetik. 
Die  Schrift  von  Ileath  verdient  durch  Sorgfalt,  Vielseitigkeit  und 
richtige  Auswahl  des  Beachtenswerten  hoho  Anerkennung.  Von  ihren 
Vorgängern  ist  eine  grosso  Anzahl  aufgeftthrt,  wiewol  nur  auf  wenige, 
wiederholt  nur  auf  Nesselmann  „Die  Algebra  der  Griechen“  Berlin 
1842  Bezug  genommen.  H. 

Verba  filiorum  Moysi,  filii  Sekir,  id  est  Maumeti,  Hameti  et 
Hasen.  Der  Über  trium  fratrum  de  geometria.  Nach  der  Lesart 
des  Codex  Basileeusis  F.  II.  33  mit  Einleitung  und  Commeutar  her- 
ausgegeben von  Maximilian  Curtze,  M.  A.  N.,  Oberlehrer  am 
Königl.  Gymnasium  zu  Thorn.  Mit  in  den  Text  eingedruckten  Holz- 
schnitten. Halle  1885.  Leipzig,  Wilh.  Engelmanu. 

Das  Buch  der  drei  Brüder  besteht  aus  19  Sätzen  über  den  In- 
halt des  Dreiecks,  des  Kreises,  des  Kegels,  der  Kngel  und  der  Ober- 
flächen beider  nebst  Beweisen;  ursprünglich  arabisch  geschrieben^ 
ist  es  in  lateinischer  Uebersetzung  von  Gerhard  von  Cremona  hier 
publicirt  in  den  Nova  Acta  der  Ksl.  Leop.-Carol.  Deutschen  Akademie 
der  Naturforscher  zu  Halle.  Die  3 Verfasser  lobten  in  dor  ersten 
Hälfte  des  9.  Jahrhunderts  und  empflengeu  ihre  Ausbildung  am  Hofe 
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des  Kalifen  Almanmu,  wo  ihr  Vater  Musa  ibn  Shakir  eine  hoho 
Stellung  erhalten  batte.  Sie  erklären,  dass  sie  iu  ihrem  Ruche  nur  solche 
Sätze  ausführlich  geben  wollen,  welche  iu  der  damaligen  Zeit  noch 
unbekannt  waren,  wenn  sic  auch  die  Alten,  d.  h.  die  Griechen  schon 
bewiesen  hatten;  sic  betonen  aber  energisch,  dass  die  von  ihnen  go- 
füiirten  Beweise  der  Sätze,  mit  angegebenen  Ausnahmen,  ihr  geistiges 
Eigentum  seien.  Iu  der  Einleitung  wird  dies  zum  Teil  bestritten 
und  zwar  in  dem  Sinne,  dass  die  Beweise,  denen  wir  den  Vorzug  vor 
den  im  Altertum  bekannten  geben  müssen,  nur  der  Origiualgcstaltung 
der  Theorie  des  Archimedes  entsprochen.  Was  indes  für  diese  Ver- 
mutung angeführt  wird,  zeigt  nur,  dass  die  Araber  ihr  Studium  auf 
die  Geometrie  der  Griechen  gegründet  haben,  spricht  aber  nicht 
im  mindesten  gegen  ihre  eigene  Productivität , so  sehr  sich  auch 
darin  die  Art  des  griechischen  Verfahrens  zu  erkennen  gibt.  Am 
Schloss  hat  der  Ilerausgcber  für  jeden  der  19  Sätze  Erläuterungen 
hinzogefügt,  welche  dem  Verständniss  sehr  zu  statten  kommen. 

H. 

Die  Entwickelung  der  Mathematik  in  den  letzten  Jahrhunderten. 
Ein  Vortrag  beim  Eintritt  in  den  akademischen  Senat  der  Universität 
Tübingen  am  29.  April  1869  gehalten  von  Dr.  Hermann  liankel, 
vorm.  ord.  Professor  der  Mathematik  in  Tübingen.  Zweite  Auflage 
mit  einem  Vorwort  von  Dr.  P.  du  Bois-Reymond,  ord.  Professor 
der  Mathematik  an  der  Universität  Tübingen.  Tübingen  1884. 
Franz  Fues.  27  S. 

Die  erneute  Ausgabe  dieses  Vortrags  kann  man  wol  von  mehr 
Gesichtspunkten  rechtfertigen  und  willkommen  heissen  als  von  dem, 
welcher  iu  der  Vorrede  allein  geltend  gemacht  wird.  Der  Tendenz, 
für  welche  er  begeistert  eintritt,  kann  man  zustimmen  oder  nicht; 
immer  ist  es  ein  Gewinn,  dass  sie  sich  so  offen  darstellt,  wie  es  hier 
geschieht.  Die  Zustimmung  betrachtet  die  Vorrede  als  selbstverständ- 
lich; dagegen  erscheint  ihr  die  andauernde  Befriedigung  mit  dem  ob- 
jcctivou  Urteil,  und  von  dieser  Seite  der  Wert  für  spätere  Zeit  frag- 
lich. In  der  Tat  stellte  sich  einer  befriedigenden  Charakterisirung 
des  neuesten  Entwickclunsgganges  der  Mathematik  mehr  als  eine 
Schwierigkeit  entgegen.  Nicht  nur  war  der  Vortragende  durch  die 
Rücksicht  auf  seinen  Hörerkreis  an  niedere  Voraussetzungen  des 
Verständnisses  gebunden;  sondern  er  hatte  auch  ein  Thema  gewählt, 
das  im  Grunde  zu  einem  reifen  Urteil  einen  Blick  in  die  Zukunft 
der  Wissenschaft  erforderte,  da  ja  die  Bedeutung  der  neuesten  Lei- 
stungen sich  durch  Ziele  bestimmt,  die  noch  nicht  erreicht  sind,  und 
erfahrungsmässig  die  actucllen  erfolgreichen  Wege  sich  weit  vom 
ursprünglichen  Ziele  entfernen.  In  solcher  Lage  bietet  sich  dem 
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Redner  die  Auskunft  dar,  seine  Urteile  so  allgemein  und  unbestimmt 
zu  fassen;  dass  er  im  ungünstigsten  Falle  doch  immer  Recht  behält 
Ilaukel  tut  das  Gegenteil:  er  spricht  seine  Meinung  deutlich  und 
präcis  aus;  meistens  in  treffender  Weise ; wo  sie  aber  auch  bestritten 
werden  kann,  ist  doch  stets  damit  der  Weg  zur  Entscheidung  ge- 
bahnt Der  Vortrag  besitzt  einen  objectiveu  Inhalt,  der  ihm  wol  mehr 
dauernden  Wert  sichert  als  jene  gerühmte  Wärme  der  Begeisterung. 
Wozu  letztere  den  blind  folgenden  Hörer  antreibt,  das  ist  eine  Ein- 
seitigkeit, von  der  wir  nicht  wünschen  können,  dass  sic  die  herr- 
schende werde.  Wer  aber  unparteiisch  den  oft  nur  im  Nebensatz 
ciugeführten  Ein  wand  gleich  der  befürworteten  Ansicht  prüft,  der 
wird  finden,  dass  Hankel  nicht  die  andre  Seite  im  dunkeln  zu  lassen 
bemüht  ist,  sei  es  auch  dass  er  manche  Einwäude  übersehen  haben 
mag.  Hankers  Hauptsatz  ist:  Die  Mathematik  schafft  erst  aus  sich 
heraus  die  Welt,  in  der  sie  forscht.  Als  von  aussen  gegeben  erscheint 
nur  Raum,  Zeit  und  Grösse,  und  diese,  meint  der  Unkundige,  ent- 
halten kein  Problem.  Daher  gilt  letzterem  die  Mathematik  für  eine 
geistlose  Trivialität,  während  andere  Wissenschaften  an  Problemen 
arbeiten,  die  jedermann  einigermassen  bekannt  sind.  So  erklärt  denn 
der  Verfasser  den  Ruf,  in  welchem  die  Mathematik  bei  der  Mehrzahl 
der  Gelehrten  stände,  die  Geringschätzung  die  ihr  überwiegend  ent- 
gogenträte,  einzig  dadurch,  dass  die  Bekanntschaft  mit  der  Mathe- 
matik von  Seiten  der  Schüler  und  Gelelirtcn  in  auderm  Fache  auf 
die  Elemente  beschränkt  ist,  so  dass  denselben  der  reiche  Geistes- 
inhalt ganz  verborgen  bleibt.  Da  der  Verfasser  sogleich  darauf  über- 
geht, die  Studirenden  der  Mathematik  auf  den  Universitäten  seien  in 
dieser  Hinsicht  besser  gestellt,  so  brauchen  wir  bei  der  Einseitigkeit 
jenes  Erklärungsgrundes  nicht  zu  verweilen.  Doch  knüpft  sich  daran 
die  ununterbrochen  durchgeführto  pädagogische  Ansicht,  bei  den  Ele- 
menten dürfe  mau  sich  nicht  zu  lange  aufhalten.  Zu  den  Elementen 
rechnet  man  aber  vielleicht  alle  Organe  der  Wissenschaft,  so  dass 
der  erteilte  Rat  dahin  aufgefasst  werden  kann,  mau  solle,  ohne  erst 
viel  Zeit  und  Mühe  auf  diese  zu  verwenden,  über  sic  hinweg  zu  den 
höchsten  Problemen  eilen,  da  sie  ja  bei  den  Fortschritten  der  Wissen- 
schaft bald  entbehrlich  würden.  Diese  Deutung  bestätigt  sich  weiter- 
hin immer  mehr:  in  der  Tat  enthüllt  sich  durchweg  die  Tendenz, 
das  gründliche  Studium  dessen,  was  jetzt  noch  für  das  Centrum  der 
Wissenschaft  gehalten  wird,  als  minder  wichtig  erscheinen  zu  lassen. 
Der  Verfasser  ist  nicht  der  erste,  welcher  in  Schwärmerei  für  die 
neuesten  Productc  der  höhern  Mathematik  behauptet;  der  „königliche 
Weg“  zum  Verständniss  der  Mathematik,  von  welchem  bekaunter- 
masseu  Euklid  zum  Ptolomäus  sagte,  dass  er  nicht  existire,  sei  ge- 
funden, d.  h.  das  mühevolle  Erlernen  sei  nicht  mehr  nötig.  Auch 
hier  hat  er  das  Gegenteil  nicht  verschwiegen,  nur  steht  es  an  an- 
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derer  Stelle;  er  hat  dem  Hörer  völlige  Freiheit  gelassen,  ob  er  den 
lockenden  Illnsionen  folgen  will.  Die  Geschichte  der  Mathematik 
wird  mit  einem  Blick  in  das  Altertum  begoiineu.  Die  Beispiele  von 
Thaies,  Pythagoras,  Platon,  Euklides  sollen  den  Satz  dartun:  die 
Mathematik  als  Wissenschaft  verdankt  ihren  Ursprung  nicht  prakti- 
schen Forderungen  ägyptischer  Staatswirtschaft,  sondern  dem  idealisti- 
schen Bedürfnisse  griechischer  Philosophen.  Hütte  Hankel  statt  der 
Landesvermessung  die  Astronomie  auf  Seiten  der  praktischen  For- 
derungen angeführt,  so  würde  die  Behauptung  wol  nicht  so  unbe- 
denklich erschienen  sein.  In  Wirklichkeit  haben  wir  cs  stets  mit 
mehr  als  einer  Ursache  zu  tun:  der  Baum  kann  nicht  ohne  Sonne, 
aber  noch  viel  weniger  ohne  Erde  wachsen  und  gedeihen-  Dass  die 
ideelle  Forschung  die  Leitung  durch  den  praktischen  Nutzen  nicht 
entbehren  kann,  zeigt  sich  an  mancherlei  Verirrungen  der  Speculation. 
Auch  der  Verfasser  erwähnt  solche,  nur  gibt  er  der  Bemerkung  keine 
Folge.  Zwischen  der  alten  und  neuen  Mathematik  setzt  er  den 
charakteristischen  Unterschied,  dass  die  Alten  stets  speciell  und  einen 
Fall  nach  dem  andern  untersuchten,  und  ausschliesslich  synthetisch 
fortschritten.  Das  analytische  Verfahren,  welches  die  Probleme  un- 
mittelbar allgemein  anffasst  und  die  zur  Lösung  erforderlichen  Orgauo 
zu  schaflFen  sucht,  ist  ein  Product  der  Neuzeit,  von  Descartes  die 
Bahn  dazu  eröffnet  Als  hervorragendstes  Beispiel  wird  das  Problem 
an  eine  beliebige  Cnrve  Tangenten  zu  ziehen  genannt,  welches  die 
Differentialrechnung  als  Organ  hervorrief.  Es  ist  bezeichnend  für 
die  Tendenz  der  Schrift,  dass  der  Verfasser,  obgleich  er  Newton  mit 
Leibuiz  gleichen  Anteil  an  der  Entdeckung  zusebreibt,  doch  die 
Fluxion  nur  als  Name  anführt,  von  einem  entsprechenden  Problem  der 
Mechanik  aber  kein  Wort  sagt.  Hier  wie  später  vermeidet  er  cs 
sichtlich,  an  ein  Zeugniss  dafür  zu  erinnern,  dass  die  Mathematik 
Probleme  von  aussen  empfängt  An  andrer  Stelle  werden  zwar  die 
aus  der  Astronomie  stammenden  Probleme  erwähnt,  doch  ihnen  kein 
Einfluss  eingcränmt  Ein  wesentlicher  Fortschritt  in  der  Allgemein- 
heit der  Auffassung  war  die  Einführung  des  Functionsbegrifl’s  durch 
Euler.  Ihm  gegenüber  wird  in  Lagrange  der  Fortschritt  in  der  Form 
gefunden.  Hieran  knüpft  sich  ein  Hinblick  auf  die  unnütze  Menge 
des  Producirens.  Der  Verfasser  sieht  das  Verfehlte  nur  in  der  Zer- 
splitterung. In  weit  grösserem  Masse  wird  aber  wol  die  Frage  nach 
dem  Nutzen  ausser  Augen  gesetzt  bei  der  Verfolgung  von  Problemen, 
die  auf  willkürlicher  Einführniig  beruhen.  Da  die  Tendenz  des  Vor- 
trags sehr  nach  einer  solchen  Production  hindrängt,  so  hatte  der 
Verfasser  allen  Grund  sich  zu  erklären,  ob  er  dieselbe  über  alle 
Grenzen  hinaus  billigt.  Zwar  geht  er  auf  die  Frage  ein,  was  die 
Willkür  begrenzt;  doch  setzt  er  dabei  einerseits  voraus,  dass  die 
Grenzen  nirgends  überschritten  seien,  andrerseits,  dass  schon,  man 
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wciss  nicht  woher,  bestimmte  Probleme  cxistiren,  an  deren  Lösung 
gearbeitet  wird,  z.  B.  das  Gesetz  der  Primzahlen;  in  neuerer  Zeit 
habe  inan  gelernt  uneinnehmbar  scheinende  Festungen  zu  nmgeheni 
. man  mache  erst  Streifztige  in  die  Umgebung  und  finde  später  den 
Punkt,  von  dem  aus  sie  zugänglich  sind.  Dies  wird  an  einer  Anzahl 
gut  ausgcwähltcr  Gegenstände  dargetan.  Das  Folgende  charakterisirt 
die  Beteiligung  der  eiuzclnen  Nationen  am  Aufbau  der  Wissenschaft, 
dann  einzelne  Schritte  in  deren  Entwicklungsgang.  Eine  erschöpfende 
Vorführung  darf  man  nicht  erwarten;  cs  ist  schon  viel  geleistet,  dass 
Einiges  so  allgemein  verständlich  dargcstellt  werden  konnte.  An 
grundsätzlichen  Acnsscrungen  kommt  nur  noch  eine  vor;  „Die  Ma- 
thematik hat  die  Tendenz  nach  allen  Richtungen  hin  ins  unendliche 
zu  wachsen.  Sie  besitzt  kein  begrenztes  bestimmtes  Ziel,  weil  sie  es 
nicht  mit  einem  positiv  gegebenen  Materiale  zu  tuu  hat  etc.“  Allo 
3 Urteile  sind  zu  bestreiUm.  Die  Tendenz  jeder  Wissenschaft  ist 
auf  ihre  Einheit  gerichtet,  wenn  sic  sich  auch  factisch  immer  weiter 
ausdehut.  Können  wir  auch  nicht  ein  Ziel  als  einziges  aufstellen,  so 
sind  doch  die  bewussten  Ziele  immer  bestimmt  und  begrenzt  Das 
positive  Material  wird  der  Mathematik,  wenn  auch  zumteil  sehr 
vermittelt,  von  der  Naturwissenschaft  gegeben.  Der  Verfasser  äussert 
den  Wunsch,  dass  der  Bau  der  Mathematik  kein  Babylonischer  Turm- 
bau werden  möge.  Dann  hätte  er  auch  jenem  nicht  [die  Tendenz  des 
letztem  beilegen  sollen  über  alle  Grenzen  zu  wachsen.  Es  fehlt  iu 
uusern  Zeiten  nicht  an  Ersebeiunngon , die  uns  Grund  geben  jenen 
Urteilen  eutgegenzutreten.  Ungefährlich  mag  es  scheinen,  wenn 
Schriftsteller  ohne  Zweck  und  Ziel  Spaziergänge  in  das  unbegrenzte 
Gebiet  der  Synthesis  ausführen.  Ist  das  Ergebniss  ohne  Wert,  so 
werde  sich  niemand  die  Mühe  geben  in  ihre  Fusstapfen  zu  treten, 
jeder  spaziren  wo  es  ihm  gefällt.  Doch  schon  Hankel  erkennt  einen 
Schaden  im  Ucberwuchern  der  unnützen  Production  ohne  ihn  gerade 
näher  zu  bezeichnen.  Wird  einmal  das  Ignoriren  im  grossen  zur 
Notwendigkeit,  so  richtet  cs  sich  nicht  mehr  nach  dem  Wert  der 
Sache,  sondern  nach  dem  Ansehen  der  Person,  der  Fortschritt  wird 
im  dunkeln  gehalten,  und  es  entspinnt  sich  ein  Kampf,  in  welchem 
die  wissenschaftliche  Wahrheit  beiseite  bleibt.  Am  Schlüsse  wendet 
sich  der  Vortragende  an  die  akademische  Jugend  mit  der  Aufforderung 
ihrer  Kraft  zu  vertrauen,  unter  dem  Siunspruch:  „Es  wächst  der 
Mensch  mit  seinen  hohem  Zielen.“  Soll  dieser  Spruch  wahr  sein, 
so  muss  er  auch  an  rechter  Stelle  in  rechter  Beziehung  gesagt  wer- 
den. Der  Zaunkönig,  der,  wie  die  Fabel  erzählt,  sich  vom  Adler 
emportragen  lässt,  um  ihn  daun  zu  überflügelu,  wächst  nicht  mit 
seinem  hohem  Ziele.  In  ähnlichem  Falle  befindet  sich  der  Anfänger 
der  höhern  Analysis,  der  ohne  eine  Ahnung  vom  wirklichen  Inhalt 
das  ganze  Gebiet  als  Hörer  durcheilt  bis  zu  den  höchsten  Problemen ; 


Digitized  by  Google 


LitUramAer  Beridu  XL 


aa 

er  wird  davon  keinen  Gewinn  haben,  als  Ober  dieseiben  Dstsprccben 
zn  köDDCD,  die  Methoden  nacbabmen  and  im  Vertraaen  anf  fremde 
Einsicht  an  die  Richtigkeit  der  Sohl&sse  glanben,  bis  sie  sich  ein' 
mal  falsch  erweisen.  In  welchem  Sinne  nnn  hier  die  höhem  Ziele 
zu  verstehen  sind,  geht  ans  dem  Zosammeohang  nnzweifelheft  hervor : 
nicht  von  Forschung,  sondern  von  Aneignung  vorban/iener  Doctrin 
ist  die  Rede,  anf  den  Stadienplan  haben  die  Ziele  Ikzog.  Haukel 
erkennt  als  richtig  an,  dass  der  Anfänger  erst  io  den  F’amiameuteu 
recht  sicher  zn  Hanse  sein  müsse,  mit  der  Einschränkung  jed^>di, 
dass  es  nicht  nötig  sei  jeden  Stein  der  Fundamente  zu  kennen.  Mit 
eiliger  Erwähnnng  der  Warnung  ist  es  ihm  genug,  und  die  EinMrhräU' 
kniig  annllirt  sie  völlig;  denn  nach  ihr  braucht  sich  d/;r  SCu  firc'nde 
keine  Rechenschaft  über  die  Berechtigung  des  Verfahren*  zn  gel><rii. 
Bezeichnend  ist  insbesondere,  dass  die  Fundamente  mit  diesem  blo* 
ssen  Namen  abgetan  sind,  dass  also  von  der  Existenz  l>e*timmU;r 
Principien  der  Analysis,  mit  welchen  sich  der  Stndirendc  vertraut  zu 
machen  hat,  keine  Rede  ist  Ans  alledem  ist  zo  ers^dieri,  da**  iiu 
Sinne  des  Vortrags  die  Ziele  sich  nicht  anf  eine  stetige  Entwick^duug 
beziehen , sondern  damit  das  Mitmachen  des  genialen  Adlerflug* 
meint  ist  Ueber  die  ganze  Schrift  aber  kommen  wir  zu  einem 
dem  von  P.  da  Bois  gerade  entgegengesetzt.  Sie  euthäif.  ausser- 
ordentlich viel  Tüchtiges  in  der  Charakterisiruiig  (U^  Wege  der 
Mathematik;  ihre  Tendenz  aber  ist  die  offenste  Agitation  für  d^  n 
Zweck,  den  stndirenden  Mathematiker  so  nnselbsUudig  aU  m^/glleh 
zu  machen.  Moppe, 

Bolletiuo  di  bibliografia  e di  storia  dello  scienze  rnatemalielm  e 
fisiche.  Pnbblicato  da  B.  Boncompagni.  Torno  X Vit  Ihena  IMH4, 
Tipografia  delle  scienze  matematicbe  e fisiche. 

Der  17.  Band  enthält  folgende  Abbandluiigeii. 

E.  Narducci:  lieber  den  „Tractatns  spharjnv)“  lUm  Mart  ho* 
lomaeus  von  Parma,  Astronomen  des  13.  Jalirliundert*,  und  (tl/er 
andre  Schriften  desselben  Verfassers.  Tractutu*  *plia/rrao,  I,  utid 
2.  Teil. 

A.  Favaro:  Von  einigen  Beziehungen  zwischoii  Galllno  Oalllnl 
und  Federico  Cesi  illustrirt  mit  angedruckten  DocummiUm.  - - Mnlmr 
den  Tod  des  Marco  Velsero  und  über  oiriige*  MoNotuhTu  au*  dnui 
Leben  des  Galileo.  — Vergleichung  der  GalihdaniNchun  Maiiuscripto 
in  der  Sammlung  Libri-Aschburnam  in  Florenz. 

A.  Genocchi;  Aussagen  von  C.  F.  Gaus*  über  dio  (|Uttdratl- 
schen  Formen  YY-\-nZX.  — Sätze  von  Sophlo  Gormniii  über 
die  biquadratischeu  Residuen. 
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A.  Genocchi  und  S.  Realis:  lieber  einen  ungenauen  Satz 
von  Sophie  Germain. 

Ch.  Henry:  Pierre  de  Carcavy,  Vermittler  von  Fermat,  Pascal 
und  Huyghons,  Bibliothekar  de  Colbert  und  des  Königs,  Directoren 
der  Akademie  der  Wissenschaften.  — Nachtrag  dazu. 

C.  le  Paige:  Correspondenz  von  Ren^-Frangois  de  Sluce, 
zum  erstenmal  publicirt  mit  einer  Einleitung. 

Steinschneider:  Studien  über  Zarkali. 

B.  Boncompagni:  lieber  das  Leben  und  die  Arbeiten  von 
Francesco  Barozzi. 

Besonders  herausgegeben  sind  die  Abhandlung  von  Narducci  über 
den  Tractatus  sphaerao  nebst  Text  und  die  2 Aufsätze  von  A.  Ge- 
nocchi  über  Gauss  und  Sophie  Germain. 

Zu  ihnen  stehen  in  naher  Beziehung  2 Noten,  eine  von  Gc- 
uocchi  in  den  Atti  della  R.  Accademia  dello  Scienze  di  Torino, 
vol.  XX.,  die  andre  von  P.  Mansion  in  der  Revue  des  questions 
scientifiques,  1884,  gleichfalls  besonders  herausgegeben.  Ersterc  ist 
betitelt:  Due  letterc  di  C.  F.  Gauss,  pubblicate  dal  Principe 
B.  Boncompagni  — letztere  betrifft  einen  Brief  von  C.  F.  G a u s s 
an  Dr.  Heinrich  Wilhelm  Mathias  Olbers  datirt  aus  Braunschweig 
den  3.  September  1805,  publicirt  von  B.  Boncompagni  nebst  einer 
Abhandlung  über  denselben  in  den  Atti  deir  Accademia  pontificia  de* 
Nuovi  Lincei,  tom.  XXXVI. 

Beide  Artikel  enthalten  eine  grosse  Anzahl  interessanter  Notizen 
über  Gauss  und  andere  Mathematiker.  H. 


Sur  un  manuscrit  du  Vatican  du  XIV*’  si^clo  contenant  un  traite 
de  calcul  empruutd  ä la  methode  „gobari“.  Lettre  de  M.  Henri 
Narducci  äM.  Aristide  Marrc,  Extrait  du  Bulletin  des  Sciences 
math.  2®  Serie,  t.  VII.  1883.  Paris  1883.  Gauthier-Villars. 

Der  arabische  Name  der  Methode  wird  lateinisch  durch  pulvis 
ausgedrückt  Der  Verfasser  hält  sie  für  einen  üebergang  vom  Abacus 
zum  Algorithmus.  Alle  mitgeteilteii  Stellen  des  Manuscripts  haben 
astronomische  Rechnung  zum  Gegenstand.  H. 


Bibliotheca  Mathematica  hcrausgegeben  von  Gustaf  E n c s t r Ö m. 
1884.  Stockholm,  F.  u.  G.  Bcijer.  Berlin,  Mayer  u.  Müller.  Paris, 
A.  Hermann. 
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Diese  neue  ZeiUebrift  erscheint  seit  1884  jährlich  in  4 Nummern, 
neben  den  Acta  Matbcmatica  von  Mittag- Löffler.  Sic  liefert  ein 
alphabetisches  Vcrzeichiiiss  der  neu  erscliicncnen  mathematischen 
■Werke  Abhaudlungcn  und  Aufsätze.  Auf  diese  folgen  noch  Referate 
und  Keccnsionen  und  manches  andre.  Unter  den  vermischten  No- 
tizou  ist  zuerst  augekündigt: 

Notice  sur  un  memoire  de  Chr.  Goldbach,  rclatif  ü la  som- 
mation  des  s6rics,  publie  ä Stockholm  cn  1718. 

Ghr.  Goldbach  ist  geboreu  1699  in  Köuigsbcrg,  gestorben  1764 
iu  Moskau.  Vou  der  gcuaimten  Schrift  findet  sich  ein  Exemplar  in 
der  Bibliothek  der  öffentlichen  Schule  zu  Linköpiug,  betitelt:  Spcci- 
men  methodi  ad  summas  serierum.  Sie  ist  1718  iu  Stockholm  ge- 
drückt und  besteht  aus  2 Säuen,  nämlich:  1.,  Die  Summe  dera;— -1 
ersten  Tenne  der  Reihe 


(a:-l)(a:-2) 


ist 


tij -j“  (ac — 1)  ^**1  “i~  12 

{x-l)(x-2) 


-}“  . . . 


(*  — l)“i  + 


1.2 


“I”  . . . 


2.,  Die  Reihe,  deren  allgemeines  Glied  ist 


__h 

X*  — 2ax  b 


lässt  sich  genau  summiren,  wenn  '^a^  — b eine  ganze  Zahl  ist 

Der  Herausgeber  macht  in  Atti  dell’  Acc.  Pont  d.  N.  Line. 
XXXVIII.  dem  Fürsten  Boncompagni  von  dem  Funde  Mitteilung. 
Hierauf  erschien  in  demselben  Bande  Folgendes: 

lutorno  alla  Bibliotheca  Matheraatica  del  D\  Gustave  Eneström 
rapporto  di  B.  Boncompagni.  Roma  1885. 

Die  Schrift  enthält  teils  die  genannte  Ankündigung  nebst  der 
vorstehenden  Notiz,  teils  andre  Notizen  aus  der  Bibi.  Math. 

H. 


Die  Erforschung  der  Schwere  durch  Galilei,  Huygens, 
Newton  als  Grundlage  der  rationellen  Kinematik  und  Dynamik 
historisch-didaktisch  dargestellt  von  Julius  Henri ci.  (Beilage  zum 
Jahresbericht  des  Heidelberger  Gymnasiums  für  das  Schuljahr  1884— 85.) 
Leipzig  1885.  4®.  40  S. 
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Es  ist  unstreitig  ein  höchst  lohnendes  Unternehmen,  eine  Uebcr- 
sicht  über  die  sich  so  schnell  folgenden  Entdeckungen  zu  geben, 
durch  welche  eine  Wissenschaft  wie  die  Dynamik  aus  den  rohesten 
Anfängen  in  so  kurzer  Zeit  zu  fertiger  priucipieller  Gestaltung  ge- 
langte, daher  auch  sehr  dankenswert,  dass  sich  der  Verfasser  einer 
solchen  Arbeit  unterzogen  hat.  Dass  er  zur  Darstellung  nicht  den 
biographischen,  sondern  den  theoretischen  Faden  gewählt  hat,  wird 
man  durch  den  Ausfall  gewiss  ganz  gerechtfertigt  finden.  Er  behan- 
delt nach  einander,  mit  Entwickelung  der  Ansichten  der  Entdecker: 
die  Fallbewegung,  das  erste  Beispiel  gleichförmig  beschleunigter  Be- 
wegung; die  Wurfbewegung  als  erstes  Beispiel  der  Zusammensetzung 
der  Bewegungen;  den  Fall  auf  schiefer  Bahu  und  die  Pendelbewegung 
als  erste  Beispiele  unfreier  Bewegungen ; die  Centralbeschleunigungen 
der  Weltkörper;  gegenseitige  Beschleunigungen  zwischen  allen  Kör- 
pern; das  Beharrungsgesetz,  eine  Folgerung  aus  der  Bewegung  ohne 
Fallbeschleunigung;  das  Gewicht  als  beschleunigende  Kraft;  das  Ge- 
wicht als  bewegte  Masse;  die  Veränderlichkeit  der  Schwerkraft  und 
Un Veränderlichkeit  der  Masse ; die  Intensität  der  Gravitationsbeschleu- 
nigung als  Mass  der  Masse;  Kraft  und  Masse  in  der  theoretischen 
Mechanik.  Die  Abfassung  lässt  au  einfacher,  präciser  Logik  einiges 
vermissen.  Der  Unterschied  zwischen  Kinematik  und  Dynamik,  von 
dem  die  Schrift  überflüssigerwoise  und  eher  zum  Nachteil  der  Deut- 
lichkeit so  viel  spricht,  hat  in  dem  hier  behandelten  Forschungsgebiet 
kaum  Bedeutung;  er  würde  nur  bei  Zurückgehen  auf  Copperuicus 
hervortreten.  Die  ersten  Fragen  von  Galilei  sind  dynamische:  das 
Gesuchte  ist  und  bleibt  stets  die  Kraft,  obgleich  ihr  analytischer  Aus- 
druck nach  verschiedenen  Irrungen  erst  später  gefunden  ward,  und 
der  Name  Kraft  dafür  in  Geltung  kam.  In  Zusammenhang  damit 
ist  auch  der  für  alle  allgemeine  exacte  Erkenntniss  so  wichtige  Be- 
griflF  der  Hypothese  schief  aufgefasst,  indem  die  Abhängigkeit  von 
einer  Hypothese  als  Mangel  der  Theorie  betrachtet  wird,  während  im 
Gegenteil  die  Hypothese  eine  Errungenschaft  ist,  durch  welche  erst 
die  individuelle  Beobachtung  zur  allgemeinen  Erkenntniss  führt  Hier- 
auf beruht  auch  die  Schwierigkeit,  in  welcher  sich,  den  Schlusswor- 
ten zufolge,  der  Verfasser  bei  Bestimmung  des  Massenbegriflfs  befindet. 
Er  meint,  die  Analytiker  der  Mechanik  empfänden  dieselbe  nicht, 
weil  sie  sich  nicht  mit  den  Elementen  befassten.  In  der  Tat  aber 
beruht  sie  nur  auf  ungenügender  logischer  Orientirung  und  Vorurteil. 

Hoppe. 

Julius  Klaproth’s  Schreiben  an  Alexander  von  Humboldt 
über  die  Erfindung  des  Kompasses.  Aus  dem  französischen  Original 
im  Auszüge  raitgetheilt  von  Dr.  Phil.  Armin  Wittstein.  Leipzig 
1885.  T.  0.  Weigel.  49  S. 
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Die  Schrift  tod  B»proth  ecthilt  die  gesMite  hiaeriscbe  l'nu'c- 
suchnng  der  Entdecttingcn  der  Eigenschaften  dt's  Magnets,  auf 
Chen  die  Tcrschiedenen  Verwendungen  des  Conipasses  hsinhen.  W'm, 
aavon  eine  freie  Rarbeituag  in  dcntscher  Sprache  gelieJe^ 
besserer  L'cbersicUt  die  Eutdeckungsgeschichte  in  die  J,., 


^ V4«« 

% 

die  Kenntnisse  situ  usi-mw  - — ^ e r -v«vineu.  Wir 

können  hier  nur  auf  diese  Schrift,  eiche  die  vielseitigsten,  gründ- 
lichsten  und  sorgfältigsten  Cutersuchungen  über  den  Gegenstand 
enthalt,  aufmerksam  machen,  ohne  nähere  Mitteilungen  daraus  in 
geben.  H. 


Kurzgefasste  Geschichte  der  Aritlimetik  und  Algebra.  Eine  Er- 
gänzung zu  jedem  Lchrbuche  der  Arithmetik  uud  Algebra.  Von 
Richard  Klimpert,  Scminarlehrer  in  Bremen.  Mit  in  den  Text 
eingedruckten  Figuren.  Hannover  1885.  Carl  Meyer.  70  S. 

Das  Buch  handelt  am  ausführlichsten  von  den  Aufhngeu  des 
Zählens  und  den  Zahlbezeichnungen  im  Altertum  uud  bei  den  ver- 
schiedenen Völkern,  umfasst  aber  das  gesamte  Rechnen  des  Altertums 
und  Mittelalters,  und  erstreckt  sich,  obwol  nur  in  der  Kürze,  auf  die 
Algebra  der  Neuzeit  Die  historischen  Angaben  sind  reichlich,  jedoch 
Erklärung  und  Betrachtung  in  ununterbrocheuem  Faden  verwebt,  so' 
dass  in  Ermangelang  eines  Registers  das  Eiuzelne  nicht  leicht  nach- 
zuschlagen  ist.  Will  mau  es  in  dem  Sinuc  als  „Ergänzung“  der  ge- 
wöhnlichen Lehrbücher  der  Arithmetik  ausehen,  sofern  es  deren 
historische  Anmerkungen  gründlicher  uud  umfassender  ersetzt,  so 
geht  C8  jedenfalls  über  diese  Bestimmung  weit  hinaus;  es  würde  eher 
sich  zu  einer  neben  dem  Unterricht  hergeheuden  besondern  Leetüro 
eignen.  H. 


Ueber  das  Ausziehen  der  Quadratwurzel  bei  Griechen  uud  In- 
dern. Von  Oberlehrer  Karl  Hu n rat h.  Hadcrslebcn  1883.  4®.35S. 

Die  Berechnung  irrationaler  Quadratwurzeln  vor  der  Herrschaft 
der  DecimalbrUchc.  Von  Karl  Hunrath.  Kiel  1884.  Lipsius  u. 
Tischer.  56  S. 

Die  erste  Arbeit  bespricht,  hauptsächlich  im  Anschluss  an  die 
Abhandlung  von  S.  Günther:  „Die  quadratisclio  Irrationalitäten  der 

Alten  uud  dereu  Eutwickelungsmcthodcn“  — kritisch  historisch  das 
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Rcchnungs verfahren  der  Griechen,  und  zwar  nach  einander:  die 
Quadratwurzel  aus  2;  den  goldenen  Schnitt;  die  Quadratwurzel  aus  3; 
aus  5;  die  Kreismessung  des  Archimedes ; die  Heronischen  Nährungs- 
werte;  die  Methode  der  Astronomen;  dann  das  Verfahren  der  Inder, 
und  zwar:  die  Quadratw'urzel  aus  2 und  aus  3 in  den  Qulvasötras; 
die  Methode  Bhäskara’s;  die  Rectification  des  Kreises  und  dos  Kreis- 
bogens, die  Trigonometrie. 

Die  zweite  Arbeit  stellt  erst  die  Litteratur  zusammen  und  bc- 
giuDt  dann  mit  einer  Controverse  gegen  Weissenborn.  Sic  bespricht 
das  Annälierungsverfuhren  der  Griechen,  Inder,  Araber  und  Abend- 
länder bis  zur  Einführung  der  Decimalbrüchc.  H. 
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Geometrie. 

Rein  geometrische  Theorie  der  Darstellung  binärer  Formen  durch 
Punktgnippen  auf  der  Geraden.  Von  Dr.  Hermann  Wiener, 
Privatdocenteu  der  Mathematik  in  Halle  a.  S.  Darmstadt  1885. 
L.  Brill.  83  S. 

Wir  können  die  Leistung  der  Arbeit  nicht  besser  ebarakterisi- 
ren,  als  der  Verfasser  cs  in  der  Einleitung  selbst  getan  hat.  Sie 
besteht  in  einer  Erweiterung  der  Staudt’sclien  Methoden  der  reinen 
Geometrie.  Staudt  ersetzt  ein  Punktepar  durch  die  Gesamtheit  der 
00*  Punktepare,  die  zu  ihm  harmonisch  liegen,  d.  h.  durch  eine  In- 
volution, und  diese  vertritt  vollkommen  dessen  Stelle.  Ist  nun  an- 
statt’des  Puuktepares  eine  Gruppe  von  3 Punkten  gegeben,  so  kann  man 
X ^ Gruppen  von  3 Punkten  finden,  deren  jede  zur  gegebenen  eine  Lage 
hat,  welche  der  harmonischen  Lage  jener  Punktepare  entpricht.  Die  Ge- 
samtheit dieser  Gruppen  heisst  ein  Polarsystem  3.  Ordnung,  und  jene 
3 Punkte  dessen  Ordnungspunktc.  Kann  man  nun  ein  System  con- 
struiren,  dessen  Gruppen  in  ihrer  gegenseitigen  Lage  dieselben  Eigen- 
schaften aufweisen,  wie  die  des  vorigen,  so  vertritt  auch  dieses  die 
Stelle  von  3 Punkten,  selbst  dann,  wenn  man  keine  seiner  Ordnuiigs- 
puukte  kennt.  Auf  diese  Weise  kommt  der  Verfasser  zu  einer  De- 
finition der  Polarsysteme  n tcr  Ordnung  auf  der  geraden  Linie  und  ver- 
sucht von  ihr  aus  Methoden  zu  gewinnen,  die  zur  rein  geometrischen 
Behandlujig  der  Invariantentheoric  binärer  Formen  geeignet  erscheinen. 
Alle  zu  construirenden  Gebilde  werden  auf  (*iner  Geraden  liegend 
gedacht,  und  in  dieser  sind  es  3 Aufgaben,  deren  Lösungen  die  Ele- 

Arch.  d.  Math.  u.  Phyu.  2.  Reihe,  Teil  III.  lieft  4. 


Digitized  by  Google 


40 


Litterarischer  Bericht  XII, 


mente  zu  allen  Constructioneu  bilden,  nämlich:  1)  von  einem  Punkt 
zu  2 andern  den  vierten  harmonischen  zu  suchen;  2)  zu  einem  Punkt 
den  zugeordneton  in  einer  Involution  zu  suchen,  die  durch  2 ihrer 
Punktepare  gegeben  ist;  3)  zu  einem  Punkt  den  entsprechenden  in 
einer  Projectivität  zu  suchen,  in  der  3 Punkte  und  ihre  entsprechende 
gegeben  sind.  Die  Teile  der  Arbeit  sind  folgende:  I.  die  Projectivi- 
täten  und  die  Polarsysteme  2.  Ordnung;  II.  die  Polarsysteme  nter 
Ordnung;  III.  die  cyklischon  Polarsysteme.  H. 


Classitication  der  Flächen  nach  der  Transformationsgruppe  ihrer 
geodätischen  Curven.  Von  Sophus  Lie.  Universitäts-Programm 
für  das  erste  Semester  1879.  Christiania  1879.  4®.  45  S. 

Mit  der  vorliegenden  Untcrsuchuug  beabsichtigt  der  Verfasser 
seine  Transformationstheorie  für  gewöhnliche  Diffeientialgleichungen 
durch  Anwendung  auf  die  Differentialgleichung  der  geodätischen  Cur- 
veu  zu  verwerten.  Ist  das  Bogenelement  einer  Fläche  auf  die  Form 
gebracht 

8«*  «=  F[Xf  y)  dx  dy 

so  werden  die  geodätischen  Curven  dieser  Fläche  durch  die  Glei- 
chung bestimmt 

d*y  fdyy 

^ dx*  dx  dx  dy  \dx) 

Im  allgemeinen  gestattet  dieselbe  keine  Infinitesimal-Transformatiou 
d.  h.  es  ist  unmöglich  den  Grössen  x und  y solche  Incremente 

öx  *=  ^(a:,  y)dt,  öy  = i^(ar,  y)dt 

zu  geben , dass  jede  geodätische  Curve  in  eine  ebensolche , benach- 
barte Curvo  übergeführt  wird.  Es  wird  nun  gezeigt,  dass  es  3 
Flüchcuclassen  gibt,  welche  eine  infinitesimale  Transformation  jener 
Gleichung  gestatten.  Entweder  kann  F durch  Einführung  zweck- 
mässiger Functionen  von  x und  von  y als  neues  x und  als  neues  y 
die  Form 

F = 0(x  — y)  (a  const.) 

erhalten.  Jede  hierher  gehörige  Fläche  besitzt  die  charakteristische 
Eigenschaft  auf  x * mit  ihr  ähnlichen  Flächen  abwickelbar  zu  sein. 
Oder  F kann  die  Form 

ytpix)  -{-  0{x) 

erhalten.  Dabei  sind  q>{x)  und  0{x)  durch  2 gewöhnliche  Differen- 
tialgleichungen näher  bestimmt,  welche  dann  hier  integrirt  werden. 
Oder  drittens  kann  F die  Form 
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erhalten.  Daboi  sind  wieder  <p  und  O durch  gewöhnliche  Differen- 
tialgleichungen bestimmt,  fUr  welche  mehrere  Particularlösuugen  sich 
darbieten.  Dann  werden  die  Flächen  aufgesucht,  welche  mehrere 
infinitesimale  Transformationen  gestatten.  Mehr  als  3 lassen  nur  die 
Flächen  constanter  Krümmung  zu  und  zwar  8.  Mehrere  conforme 
inf.  Transf.  gestatten  ausschliesslich  die  durch 

F = A(x  — y)*" 

bestimmten  Flächen , und  zwar  mehr  als  2 bloss  für  m =*  — 2 , Wq 
sie  constante  Krümmung  hat.  Alle  Flächen,  die  zugleich  der  ersten 
und  zweiten  Classe  angebören,  sind  bestimmt  durch 

«y+const 

und  gehören  auch  zur  3.  Classe;  sfe  gestatten  3 verschiedene  inf. 
Transf.  Sie  sind  die  einzigen  gleichzeitig  der  2.  und  3.  Classe  an- 
gchörige.  Ferner  werden  alle  Flächen  für  1.  und  3.  Classe  bestimmt 
Nach  Jacobi  kennt  man  einen  Multiplicator  der  Differentialgleichung 
der  geodätischen  Curven.  Mit  dessen  Anwendung  worden  für  gleich- 
zeitige 2.  und  3.  Classe  ein  oder  2 Lösungen  gefunden.  Schliesslich 
wird  die  genannte  Classification  mit  der  von  Christoffel  gegebenen 
verglichen.  H. 


Et  Par  synthetiske  Methoder  isaer  til  Brug  ved  Studiet  af  me- 
trisko  Egenskabor.  Af  Elling  Holst,  Universitets-Stipondiat. 
(Christiania  Yidenskabsselskabs  Forhandlinger  1882.  No.  11).  Chri- 
stiania,  Jacob  Dybwad.  111  S. 

Der  Verfasser  führt  zuerst  den  Entwickelungsgang  der  projectivi- 
schen  Geometrie,  angeregt  durch  Poncelet,  von  Cayley  in  die  nicht- 
euklidische  Geometrie  durch  Erweiternug  der  Massbestimmung  über- 
geführt, dann  von  Poncelet  durch  seine  fundamentale  Theorie  für 
metrische  Eigenschaften  neu  begründet  und  von  Darboux,  Faure, 
Mannheim  u.  A.  gefördert,  vor,  empfindet  es  aber  als  eine  Lücke, 
dass  die  synthetische  Methode  von  Darboux  auf  analytischer  Be- 
trachtung beruhe,  erwähnt  als  Anfang  zu  deren  Ausfüllung,  dass  er 
bereits  in  3 Aufsätzen  (Math.  Ann.  XL,  Bull,  de  la  Soc.  math.  de 
Franco  VIII  und  Lio  Archiv)  zwei  rein  synthetische  Methoden  in 
Anwendung  gebracht  habe,  und  nimmt  in  der  gegenwärtigen  Arbeit 
zum  Ziele  deren  Wesen  darzulegen.  Die  3 Capitel  derselben  sind: 
I.  Neue  synthetische  Methoden,  u.  zw.  die  principiellen  Ausgangs- 
punkte, Methode  der  unbestimmten  Exponenten,  Allgemeineres  über 
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dcscriptive  Eigenschaften  als  Specialfälle  metrischer  Invarianten,  An- 
wendung des  dritten  Priucips  über  endliche  Addenden;  II.  Grund- 
elemeiite  der  metrischen  Geometrie,  u.  zw.  metrische  Grundelemente 
der  Ebene,  Focaldreieck,  erste  metrische  Definitionen,  invariante 
Grössen  die  Ebene  betreffend,  metrische  Grundelemente  des  Raum- 
punktes, dessen  erste  metrische  Invarianten,  Geometrie  einer  focalen 
Ebene,  resp.  eines  unendlich  fernen  Punktes,  metrische  Grundele- 
mente und  einfachste  Invarianten  des  Raumes,  Momente;  IIL  An- 
wendung der  neuen  synthetischen  Methoden  auf  metrische  Eigen- 
schaften, u.  zw.  metrische  Sätze,  an  die  sich  besondere  Punkte  der 
modernen  Geometrie  anschliesscn,  gegebene  symmetrische  Functionen, 
specielle  Anwendung  auf  algebraische  ebene  Curven,  einige  znr.Raum- 
puuktstheorie  gehörige  Constauten.  H. 


Die  Lehre  vom  Dreikant  im  Sinne  der  reinen  Geometrie,  nach 
heuristischer  Methode  entwickelt.  Von  Dr.  L.  Mack,  Professor 
a.  D.  in  Ludwigsburg.  Mit  einer  Figurentafcl.  Neue  wohlfeilere 
Ausgabe.  Stuttgart  (1885).  Albert  Koch.  237  S. 

Das  Buch  behandelt  die  Lehre  vom  Dreikant  in  16  natürlich* 
vorliegenden , priucipicllen  oder  einfachen  Aufgaben , nämlich  aus  3 
Bestimmungsstücken  die  übrigen  zu  finden,  welche  sämtlich  durch 
Coustruction  gelöst  werden,  und  zwar  ist  grössere  Strenge  und  Voll- 
ständigkeit, als  sie  bisher  gewöiiulich  stattfaud,  Gesichtspunkt  der 
Bearbeitung.  Zu  den  einfachen  Bcstimmungsstücken  werden  ausser 
Seiten  und  Winkeln  gerechnet  der  Inhalt  (Summe  der  Winkel)  und 
der  Umfang  (Summe  der  Seiten).  Die  5 Abschnitte  des  Buches  sind: 
Das  Dreikaut  in  seinen  Beziehungen  zu  den  ihm  zunächst  verwand- 
ten ; seine  Untersuchung  in  Ansehung  der  Seiten  und  Winkel  als 
einfachster  Bestimmungsstücke;  der  Inhalt  und  seine  Bedeutung  als 
fundamentales  Bestimmungsstück  neben  Seiten  und  Winkeln;  der 
Umfang  dito;  Umfang  und  Inhalt,  beide  zugleich  als  Bestimniungs- 
stücke  auftreteud  nebst  einer  Seite  oder  einem  Winkel..  Hierauf 
folgen  weitere  Betrachtungen  und  Zusätze.  Sorgfältige  Vielseitigkeit 
in  der  Betrachtung  und  den  gewählten  Methoden  ist  anzuerkenneu. 

H. 


Los  figures  reciproques  en  statique  graphique.  Par  Luigi 
Crem o na,  Dirccteur  de  Tecole  d’application  des  ingeuieurs,  ä 
Rome.  Ouvrage  precede  d’uno  introduction  du  Dr.  GiuscppoJuug, 
Professeur  ä l’lnstitut  technique  de  Milan,  et  suivi  d’un  appendice 
extrait  des  memoires  et  des  cours  de  stiitique  graphique  de  Ch.  Sa- 
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viotti,  Professcur  ii  T^cole  des  ingenicurs,  i Romo.  Traduit  par 
Lonis  Bossut,  Capitaiuc  du  G6nie.  — Texte  — Atlas.  — Paris 
1885.  Gauthicr-Villars.  103  S. 

Die  französische  Uebersetzung  der  berühmten  graphischen  Statik 
mit  Anwendung  der  reciproken  Gebilde  von  Cremona  erscheint  hier 
mit  einem  Anhang  in  5 Capiteln,  welcher  die  Fortschritte  der  Theorie 
der  reciproken  Gebilde  seit  1872  enthält  und  auf  Wunsch  Cremona’s 
uach  Bearbeitung  von  Saviotti  hinzugefügt  ist.  Voraus  geht  eine 
Einleitung  von  Jung,  welche  die  vorbereitende  Gestaltung  der  Theorie 
der  Kraftsysteme,  die  auf  ein  System  von  Punkten  im  Raume  wirken, 
gibt.  Dann  folgt  die  Schrift  von  Cremona,  welche  erst  von  Kräften 
am  Süilpolygon,  weiterhin  am  Stabsystem  (travuro)  handelt.  Der 
Anhang  ist  betitelt:  Neue  Methoden  für  die  Berechnung  der  Balken- 
netze und  Untersuchung  der  in  beliebiger  Weise  belasteten  Gebälke 
— die  einzelnen  Capitel:  Kegelschnitte  der  Kräfte  und  Kegelschnitte 
der  Seilpolygone,  mechanische,  geometrische  Methode;  Erzeugung 
der  nicht  deformabelu  Balkennctze;  Berechnung  der  in  den  Knoten 
belasteten  Balkenuetze;  nicht  deformirbaro  Balkcnnetzc  belastet  in 
den  Knoten  und  auf  den  Stäben;  allgemeinere  nicht  deformabelo 
Balkennetze.  — Der  Atlas  enthält  die  zugehörigen  Figuren.  H. 


Elements  of  projectivo  geoinctry.  By  Luigi  Cremona,  LL. 
D.  Edin.,  For.  Merab.  R.  S.  Lond.,  Hon.  F.  R.  S.  Edin.,  Hon.  Mcmb. 
Camb.  Phil.  Soc.,  Professor  of  Mathematics  in  the  uuiversity  of 
Rome.  Trauslated  by  Charles  Leudesdorf,  M.  A. , Fellow  of 
Pembroke  College,  Oxford.  Oxford  1885.  Clarendon  Press.  310  S. 

Mit  der  Uebersetzung  des  Werkes  ins  Englische  sind  einige 
Capitel  hinzugekommen.  Die  Capitel  sind  nun:  Definitionen;  Cen- 
tral projectioueu,  Figuren  in  Perspective;  Homologie;  homologe  Fi- 
guren im  Raume;  geometrische  Formen;  Princip  der  Dualität;  pro- 
jectivo geometrische  Formen;  harmonische  Formen;  anharmonischc 
Verhältnisse;  Constructiou  projectiver  Formen;  besondere  Fälle  und 
Hebungen;  Involution;  projectivo  Formen  in  Beziehung  zum  Kreise; 
dito  zu  dcu  Kegelschnitten;  Constructiouen  uud  Uobungeu;  Deduc- 
tionen  aus  den  Sätzen  von  Pascal  und  Brianchon;  Satz  von  Desar- 
gues ; sich  selbst  entsprechende  Elemente  und  Doppelelcmente ; Auf- 
gaben 2.  Grades;  Pol  und  Polare;  Mittelpunkt  und  Durchmesser 
eines  Kegelschnitts;  polar  reciproke  Gebilde;  Brennpunkte;  Zusätze 
und  Constructiouen.  Voraus  gehen  zwei  Vorreden  des  Verfassers 
zur  Urschrift  und  zur  Uebersetzung.  Erstem  gibt  ein  reichhaltiges 
Verzeiebniss  über  den  Ursprung  aller  in  der  projectivischen  Geo- 
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metrie  enthaltenen  Lehren.  Der  Verfasser  führt  eine  nicht  geringe 
Zahl  derselben  auf  das  Altertum  zurück;  dagegen  lehnt  er  es  ab,  in 
der  Schrift  selbst  den  ersten  Entdecker  jedes  einzelnen  Satzes  zu 
nennen.  H. 


Analytische  Geometrie  des  Raumes  nebst  den  Principien  der 
darstellenden  Geometrie  unter  besonderer  Berücksichtigung  des  Ima- 
ginären zum  Gebrauche  an  technischen  Hochschulen  und  höheren 
technischen  Schulen,  sowie  zum  Selbstunterricht  Mit  zahlreichen 
Uebungsaufgaben  nebst  Auflösungen.  Von  Wilhelm  Friedrich 
Schüler.  Erster  Band.  Erste  Hälfte.  Mit  vier  Tafeln  in  Stein- 
druck. Ansbach  1884.  C.  Brügel  u.  Sohn.  223  S. 

Die  frühem  Schriften  des  Verfassers  „Neue  Theorie  des  Imagi- 
nären etc.“  und  „Lehrbuch  der  analyt.  Geom.  d.  Punktes  etc.“  sind 
im  257.  und  262.  litt.  Bericht  besprochen.  Die  gegenwärtige  nimmt, 
ungeachtet  des  Gemeinsamen,  keinen  Bezug  darauf.  Der  Verfasser 
sagt  davon  im  Prospect:  Das  Werk  bezweckt  die  Vereinigung  der 
analytischen  Geometrie  mit  der  darstellenden  Geometrie  und  der 
Geometrie  der  Lage,  derart  dass  die  Rechnung  die  Grundlage  ab- 
gibt für  die  Erkenutniss  der  Eigenschaften  der  verschiedenen  Raum- 
formen und  ihren  Beziehungen  unter  einander,  sowie  für  die  Ab- 
leitung der  Regeln  der  graphischen  Darstellung  räumlicher  Figuren. 
Es  ist  zunächst  für  Techniker  bestimmt  und  soll  in  erster  Reihe 
vorbereiten  auf  das  Studium  der  technischen  und  analytischen 
Mechanik,  insbesondere  der  graphischen  Statik,  und  für  die  mathe- 
matische Physik.  Es  soll  den  angehenden  Ingenieur  in  Stand  setzen 
grössere  Arbeiten,  namentlich  Culmann’s  „graphische  Statik“,  mit 
Erfolg  zu  lesen.  Es  soll  dem  Techniker  jenes  Mass  von  geometri- 
scher Durchbildung  gewähren,  das  erforderlich  ist  um  die  an  ihn  zur 
Lösung  herantretenden  räumlichen  und  mechanischen  Beziehungen 
zu  überschauen  und  dieselben  nicht  bloss  graphisch,  sondern  auch 
rechnerisch  zu  bemeistern.  Es  soll  ebcusowol  als  Lehrbuch  wie  als 
Nacbschlagebuch  dienen.  Die  6 Hauptabschuitte  des  in  Rede  stehen- 
den Teiles  sind:  Geometrische  Grundbegriffe;  die  Lehre  von  den 
Coordinatensystemen  und  den  Coordinaten  eines  Punktes ; der  Punkt ; 
das  Dreieck  und  das  Polygon;  die  Aftiuität;  die  Raumgerade.  Auf 
jeden  Abschnitt  folgen  Uebungsaufgaben  mit  Auflösung.  H. 


ücber  geographische  Kartcn-Projectionen.  Von  Josef  Streiss- 
1er,  Professor  an  der  k.  k.  Staats-Oberrcalschule  in  Graz.  Jahres- 
bericht der  k.  k.  Staats-Oberrcalschule  in  Graz  für  das  Schuljahr 
1883.  Selbstverlag.  18  S. 
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ln  Vcr&efnöfiD  inrd  etemeaztire  Eriistersng  öas  Wesens  der 
Knitogn|ibSe  ^epei*es«  tos  öen  vcndsiddeikeB  gec«»etrisebes  Prin- 
dpea  deneibes  die  bnjitfiicblicb  nnfevandtesi  und  emj^oblenen  in 
ansritt» Heber  snd  Tsrsiiindlidfter  WeiBe  daiipekfi.  die  Abbüdnnc  der 
Ponkte  «nd  UoiieB  benimmt  md  f&r  das  Kartenzdebnen  Anweisung 
erteOL  Die  Bebandhoig  emreckt  adi  anf  3 directe  perspertivisebo 
Projectioaea  asf  die  nr  Centralliaie  senkreicfate  Ebene,  ans  onend- 
lieber  Entfenmnfc  aas  der  Oberfibebe  (insbesondere  dem  Gegenpole) 
and  aas  den  ICittelpankle  and  a^hrere  Projectionen  anf  abzn- 
wickelnde  Cründer  and  Eeged,  za  denen  schliesslich  noch  die  „Platt- 
karten*  anx  oonstantaa  Lkngengradea  koaimeiL  Der  Vortrag  ist 
einfach  bencbreibeaid  ohne  aaaijtische  Ecchnang.  Der  V erfasscr  bat 
sich  in  Aaftdehaang  and  Ab^asang  tod  dem  im  zweiten  Geographen- 
tag  za  Halle  eDpfohleaea  Stadia  and  dem  Xormal-Lchrplan 
f&r  Realsebalea  leiten  linrm  H. 


Kinematik  Von  Dr.  Jnl.  Petersen,  Dooent  an  der  polytech- 
Dtseben  Schule  in  Kopeahagen,  Mitglied  der  königlich  dänisihen 
Akademie  der  Wissenschaüen.  Dcntschc  Ausgabe,  unter  MitiKirkung 
des  Verfassers  besorgt  von  Dr.  R.  Ton  Fisch er-Bcnzon,  Ober- 
lehrer am  Gymnasiom  in  Kiel  Kopenhagen  18S4.  Andr.  Fred 
Höst  JL  Sohn.  80  S. 

Die  2 ersten  Sätze  der  Einleitung  sind  za  berichtigen,  ehe  vom 
Ganzen  in  klarer  Weise  die  Rede  sein  kann.  Iin  ersten  sagt  der 
Verfasser  (mit  Bemfong  auf  Ampere) : „Die  Kinematik  stellt  sich 
die  Aufgabe,  die  Bewegung  der  Körper  auf  die  einfachste  Weise  zu 
beschreiben.^*  In  der  Tat  charakterisirt  es  die  vorliegondo  Arbeit, 
dass  sie  sich  Beschrcibnng  allein  zur  Aufgabe  macht.  Auch  biotot 
die  Kinematik  soviel  bcschrcibenswürdiges  dar,  dass  es  sobou  loh- 
nend erscheinen  mag,  eine  Auswahl  daraus  vorzuführon  und  zum 
Verständniss  zu  bringen.  Unberechtigt  ist  es  aber  jedenfalls,  der 
Kinematik  als  Wissenschaftszweig  diese  Beschränkung  aufzuorlcgou. 
Die  Aufgabe  der  Kinematik  ist  es  vielmehr,  dio  Bewegung  der  Go- 
bilde,  ihre  Möglichkeit,  ihre  Bedingungen,  Folgen,  Erzouguisso  u.  s.  w. 
za  Untersachen  and  die  aller  Untersuchung  zu  Grunde  licgemleu  Be- 
griffe und  Aasdrücke  zu  fixirireu.  Der  zweite  Satz  der  Kiuloitung 
lautet:  „Als  Wissenschaft  bildet  dieselbe  ein  Mittelglied  zwischen  der 
reinen  Geometrie  und  der  Dynamik,  indem  sie  Rücksicht  nimmt  auf 
die  Zeit,  in  der  die  Bewegungen  vor  sich  gehen,  aber  nicht  auf  dio 
Kräfte , durch  welche  sie  hervorgerufeu  wordou.“  Es  gehört  wol  wenig 
Besinnung  dazu  am  za  gewahren,  dass  der  gonaunto  Unterschied 
der  Kinematik  and  Geometrie  gänzlich  hinfällig  ist.  Dio  Theorie 
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bleibt  völlig  unverändert,  wenn  wir  statt  der  Zeit  einen  Parameter, 
statt  eines  Parameters,  dessen  ungleicher  Variationssinn  nicht  in  Be- 
tracht kommt,  die  Zeit  setzen.  Letzteres  geschieht  zur  Erleichterung 
der  Vorstellung,  ln  gleichem  Falle  ist  ein  anderes  Merkmal  der 
Kinematik,  welches  hier  nicht  geltend  gemacht  wird.  Bei  der  Be- 
wegung eines  Gebildes  müssen  wir  stets  voraussetzen,  dass  jeder 
Punkt  desselben  während  der  Verschiebung  sich  identisch  bleibt. 
Doch  begründet  auch  dieser  Umstand  keinen  Unterschied  gegen  die 
Geometrie.  In  letzterer  wird  stets  einem  Punkto  eines  mit  einem 
Parameter  variirenden  Gebildes  ein  bestimmter  Punkt  des  consc- 
cutiveu  entsprechen;  das  Entsprochen  aber  und  die  Identität  sind 
theoretisch  ganz  gleichbedeutend.  Die  Wahlfreiheit  im  Entsprechen 
ist  in  der  Kinematik  so  unbeschränkt  wie  in  der  Geometrie;  erst 
bei  Anwendung  auf  physische  Körper  tritt  dafür  Bestimmung  durch 
physische  Eigenschaften  ein.  In  jeder  Beziehung  also  ist  die  Kine- 
matik nicht  ein  Mittelglied  der  Geometrie  und  Dynamik,  sondern 
ein  wesentlicher  Bestandteil  der  Geometrie,  deren  unentbehrliches 
Mittel  und  Organ;  man  kann  höchstens  sagen,  ein  solches,  das  sich 
zur  Anwendung  auf  Dynamik  besonders  eignet  Die  vorliegende  Arbeit 
nimmt  nicht  sichtlich  die  Umfassung  des  Ganzen  oder  eines  delinirten 
Teiles  der  Kinematik  zum  Ziele:  anfänglich  sind  es  zwar  fundamen- 
tale, weiterhin  aber  mehr  ausgewählte  Themata,  welche  in  Betracht 
gezogen  werden ; zuletzt  wendet  sie  sich  ganz  den  speciell  technischen 
Fragen  zu,  was  die  Absicht  vermuten  lässt,  eben  jenen  technischen 
Autgabou  eine  mehr  wissenschaftliche  Basis  zu  verleihen.  Die  The- 
mata sind  folgende:  Geschwindigkeit  bei  Bewegung  eines  Punktes, 
u.  zw.  Zerlegung  und  Zusammensetzung  von  Geschwindigkeiten,  zu- 
sammengesetzte und  relative  Bewegung , lloberval’s  Methode  der 
Tangenten;  Geschwindigkeit  bei  der  Bewegung  eines  unveränderlichen 
Punktsystems,  u.  zw.  Translation,  Rotation,  Elementarbcwegung,  Zu- 
sammensetzung elementarer  Rotationen,  Bestimmung  der  augenblick- 
lichen Drehaxe  aus  den  Geschwindigkeiten  dreier  Punkte;  Linien- 
complexe,  NuUlinicn,  conjugirte  Linien,  Bestimmung  der  augenblick- 
lichen Axe;  die  Charakteristik,  Bewegung  mit  gebundenen  Punkten; 
Beschleunigung  eines  Punktes,  u.  zw.  Zerlegung  und  Zusammen- 
setzung von  Beschleunigungen,  Beschleunigung  der  zusammengesetzten 
Bewegung;  Beschleunigungen  eines  Punktsystems,  u.  zw.  Punkte  einer 
geraden  Linie , Streckungsbescheuniguug  einer  Geraden,  Bewegung  in 
der  Ebene , im  Raume ; über  endliche  Bewegungen : Rcduction  der 
Bewegung  auf  eine  Rollung;  gegliederte  Systeme,  und  besonders  die 
Dreistabscurvc,  der  Pantograph,  Inversoren,  Planimeter;  Anwendungen 
der  Praxis  entnommen,  u.  zw.  Watt’s  Parallelogramm,  Stephenson^s 
Coulisseusteuerung,  Cardano’s  Universalgelenk,  Zahnräder.  H. 
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Darstellende  und  projective  Geometrie  nach  dem  gegenwärtigen 
Stande  dieser  Wissenschaft  mit  besonderer  Rücksicht  auf  die  Bedürf- 
nisse höherer  Lehranstalten  und  das  Selbststudium.  Von  Dr.  G ustav 
Ad-  V.  Pesch  ka,  k.  k.  Regicrungsrath,  ordentl.  öffcntl.  Hochschul- 
professor, Mitglied  der  k.  k.  Staats-  und  Diploms-Prüfuugs-Com- 
mission  an  der  k.  k.  technischen  lloclischule  in  Brünn , emerit  o.  ü. 
Professor  der  Mechanik  und  Mascliiucnlehre,  des  Maschinenwesens 
und  des  Maschinenbaues,  Mitglied  gelehrter,  patriotischer  und  huma- 
nitärer Gesellschaften  und  Vereine,  Besitzer  der  österr.  grossen 
goldenen  Medaille  für  Wissenschaft  und  Kunst,  des  goldenen  Ver- 
dienstkreuzes m.  d.  Krone,  Ritter  des  h.  Sachsen -Ernestiuischeii 
Hausordens  zweiter  Classe,  des  königl.  Serb.  St.  Sava-Ordous,  des 
Grossh.  Hesseu’schcn  Verdienst-Ordens  erster  Classe  Philipp  des 
Grossmüthigen  etc.  — Dritter  Band  mit  einem  Atlas  von  12  Taloln. 
— Vierter  Band  mit  einem  Atlas  von  30  Tatcln.  — Wien  1S84 — 
1885.  Carl  Gcrold’s  Sohn.  791  + 605  S. 

Der  erste  Band  ist  im  275.  litt.  Bericht  S.  27.  bcsprochcu.  Der 
dritte  behandelt  in  gleicher  Weise  die  Flächen  2.  Grades  und  zwar 
zuerst  die  durch  gerade  Linien  erzeugten,  nämlich  nach  einander 
die  Erzeugung  und  Fundamental-Eigenschaftcn  windschiefer  Flächen 
im  allgcineiuen,  das  windschiefe  Hyperboloid,  das  orthogonale  Hyper- 
boloid, den  gleichseitigen  Kegel,  das  gleichseitige  Hyperboloid,  das 
hyperbolische  Paraboloid,  das  gleichseitig-hyperbolische  Paraboloid, 
das  windschiefe  Rotatioushypcrboloid , Darstellung  iu  verschiedenen 
Projcctiouen  und  Lösung  einiger  Aufgaben , Aufgaben  und  Coustruc- 
tioncu  betreffend  das  hyperbolische  Paraboloid,  Strictionsliniou  der 
Rcgclflächen  2.  Grades.  Dann  folgen  die  NichtregclHächen , ^isbc- 
sonderc  die  Kugel,  das  Kugelgebüsch,  das  Priucip  der  reciproken 
Radien,  das  Kugelbüschel  und  das  Kugelbündel,  Theorie  der  Kugcl- 
berührung  und  der  Achnlichkeitspuukte,  die  Dupin’sche  Cyclide ; daun 
die  Rotationsflächen  2.  Grades,  insbesondere  das  Sphäroid,  das  Ro- 
tationsparaboloid , die  Rotationshyperboloide;  dann  die  dreiaxigen 
Flächen  2.  Grades,  u.  zw.  Entwickelung  von  Eigenschaften,  welche 
für  die  graphische  Darstellung  von  Wichtigkeit  sind,  Constructioueu 
uud  Aufgaben  betreffend:  die  Flächen  2.  Grades,  das  Rotations- 
ellipsoid, das  bifocale  Rotatioushypcrboloid,  das  Rotatiousparaboloid, 
das  dreiaxige  Ellipsoid,  das  elliptische  Paraboloid;  Schnitt  der  Flä- 
chen 2.  Grades,  die  2 Flächen  2.  Grades  gemeinschaftlich  umschrie- 
bene Dcvcloppablc , Scharen  von  Flächen  2.  Grades , confocalc  Flä- 
chen, die  stereographische  Projcctiou,  ihre  Verallgemeinerung  für 
Flächen  2.  Grades  uud  Anwendung  als  Kartenprojectiou. 

Der  4.  Band  behandelt  windschiefe  Flächen  höherer  Orduung, 
insbesondere  Regclflächcn  3.  Grades,  allgemeine  Eigenschaften  der 
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Konoide,  die  Theorie  der  Normalenflächcn,  die  Wölbfläche  des 
schiefen  Eingangs,  das  Kegcischnittskonoid , das  Kngelkonoid,  das 
Cylindroid,  Normalenflächen  längs  ebener  Schnitte  2.  Ordnong;  ferner 
die  Theorie  der  Rotationsflächen;  ferner  Umhüllnngsflächen,  insbe- 
sondere die  Ringfläcbe;  ferner  die  Schraubenlinie,  Scbranbenflächen 
im  allgemeinen  und  Schranbenregelfläcben,  Constmetionen  in  Bezug 
auf  die  developpable  Schraobenfläche,  die  windschiefe  Sebrauben- 
flächo  und  das  Schraubenkonoid,  Constmetionen  und  Aufgaben  be- 
züglich allgemeiner  und  besonderer  ebener  Schnitte,  Tangentialebenen 
etc.  von  windschiefen  Schranbcnflächeu  und  Schranbenkonoidon ; 
ferner  Scliattcnlehre,  u.  zw.  Construction  der  Schatten,  Schlag- 
schatteubestimuiung;  ferner  Belcuchuugsintcnsitäten,  insbesondere 
Construction  der  Isophoten  für  krumme  Flächen.  H. 


Vermischte  Schriften. 

Proceedings  of  the  Canadian  Institute,  Toronto,  being a continua- 
tion  of  thü  „Canadian  Journal**  of  Science,  Literature  and  History. 
Vol.  II.  Toronto  1884.  Copp.  Clark  and  Co. 

Wie  aus  dem  Titel  zu  ersehen,  ist  dio  Ausgabe  der  „Procce- 
dings‘*  kürzlich  an  die  Stelle  des  früheren  „Journal“  getreten.  Das 
vorliegende  2.  lieft  des  2.  Bandes  enthält  zuerst  2 längere  mathe- 
matische Abhandlungen,  nämlich: 

P.  Young:  Principien  der  Lösung  von  Cleichungon  der  höhern 
Grade.  — Lösung  lösbarer  Gleichungen  5.  Grades. 

Dann  folgen  die  Berichte  der  9.  bis  25.  Sitzung  von  Januar 
bis  Mai  1884,  nebst  Mitteilungen  von  Arbeiten  naturwissenschaft- 
lichen, nicht  mathematischen  Inhalts.  H. 


Periodico  di  Matomatica  per  rinsegnamento  secondario  diretto 
da  Davide  Besso,  Prof,  di  matematica  nel  R.  Istituto  tecnico  di 
Roma.  Anno  I.  Roma  1886.  Tipografia  delle  Science  matematichc 
0 tisiche. 

Von  dieser  neuen  mathematischen  Zeitschrift  erscheint  in  jo  2 
Monaten  1 Heft,  so  dass  also  6 Hefte  einen  Jahrgang  bilden.  Den 
Mitarbeitern  sind  25  |Freiexemplare  ihrer  Arbeiten  zugesagt.  Das 
erste  Heft  von  2 Bogen  enthält: 
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D.  Bes  so:  ücber  das  Tetraeder  von  gleichen  Seiten. 

A.  Faifofer;  Beweis  eines  fundamentalen  Satzes  aus  der  Theorie 
der  Aequivalenz. 

Hierauf  folgen  üebungen  für  die  Schule,  eine  Uccension,  eine 
Aufgabe  und  Bücheranzeigeu.  H. 


Rendiconti  dcl  Circulo  matematico  di  Palermo. 

Das  Verzeichniss  (Mürz  1885)  nennt  33  Mitglieder.  Die  Sitzungs- 
berichte g eben  kurze  Mitteilungen  über  deren  Arbeiten,  meist  nur 
Resultate.  11. 


Journal  de  Math^matiques  sp6ciales  ä Pusage  des  Candidats  aux 
£colcs  Polytechuiques,  Normale  et  Centrale  public  sous  la  dircction 
de  MM.  J.  Bourget,  Rectcur  de  l’Acad^mio  de  Clerinont,  de  Long- 
champs,  Professcur  de  Math^raatlques  spccialcs  au  Lyece  Charle- 
magne,  Vazeillc,  Dirccteur  des  ^udes  k Pfeolc  preparatoire , de 
Sainte-Barbo.  2«  Serie,  torae  quatriemc,  aimöo  1885.  Paris  1885. 
Ch.  Delagrave. 

Journal  de  Math^matiqucs  ^lemcntaires  ü Pusagc  de  tous  les 
Candidate  aux  ecolcs  du  gouvernemeiit  et  les  Aspirauts  du  Bac- 
calaur6at  ^s  Sciences  etc.  wie  oben. 

Die  Hefte  beider  Journale  erscheinen  stets  gleichzeitig  jeden 
Monat.  Sic  enthalten  eine  reiche  Sammlung  von  Sülzen  und  Auf- 
gaben zur  Hebung,  in  dem  einen  mehr  elementar  als  im  andern. 

H. 


Mathesis,  recueil  mathematique  a l’usage  des  ecoles  sp6ciales  et 
des  Etablissements  d’instruction  moyenne,  public  par  P.  Mansion, 
Ancien  ElEvo  de  PJÖcolc  Normalo  des  Sciences,  Professcur  ordinaire 
ü l’üniversitE  de  Gand,  Correspondant  de  l’Academio  royale  de  Bel- 
giquo,  etc.  et  J.  Neuberg,  Aucien  elevo  de  l’^colo  Normale  des 
Sciences,  Professcur  ü l’Universitc  de  LiEge,  Membro  de  la  Societe 
Royale  des  Sciences  de  LiEgc,  etc.  Avec  la  collaboration  de  plus- 
ieurs  Professeurs  beiges  et  Etrangors.  Tome  cinquiEnie.  Anneo 
1885.  Gand  1885.  Ad.  Hoste.  Paris,  Gauthier-Villars. 

Der  5.  Band  enthält  folgende  Abhandlungen: 
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G.  Potit-Bois:  lieber  die  augeuäherto  Inhaltsbcrechnung  der 
ebenen  Flächcnstückc. 

E.  Cesdro  et  J.  Neuberg:  Bemerkungen  über  den  Kriim- 
mungskreis  der  Ellipse. 

Halstcd:  Volum  eines  Prismatoids. 

d’Oeagne:  Note  über  die  parabolischen  Verbindungen.  — 
Transformation  der  baryccutrischen  Eigenschaften  mittelst  der  Me- 
thode der  reciproken  Polaren. 

E.  Cesaro:  lieber  die  osculirende  Helix.  — lieber  die  Summe 
der  gleichhohen  Potenzen  der  ersten  ganzen  Zahlen.  — lieber  ein 
bemerkenswertes  symbolisches  Gesetz.  — Bemerkungen  zur  elemen- 
taren Geometrie.  — lieber  den  kürzesten  Abstand  zwischen  2 un- 
endlich nahen  Geraden.  — lieber  einen  Satz  von  Mansion. 

P.  Mansion:  Definition  einer  incommensurabelu  Zahl.  — lieber 
den  zweiten  Mittel wertsatz,  nach  L.  Kronecker.  — Eine  algebraische 
Aequivalcnz,  nach  L.  Kronecker.  — Fuudamcntalprincip  der  Greuz- 
methode.  — Allgemeiner  Charakter  der  Convergeuz. 

H.  Brocard:  Aufgaben. 

C.  Bergmans:  Sätze  über  die  Parabel. 

E.  Catalau:  lieber  die  Nabclpuukte  der  Flächen.  — lieber 
die  Watt’schc  Curve. 

E.  Lemoine:  Verschiedene  Eigenschaften  des  Kreises  und  der 
Geraden  von  Brocard. 

De  Tilly:  Ueber  die  simultanen  linearen  Differentialgleichun- 
gen. — Ueber  die  Contralaxo  und  die  gleitende  augenblickliche  Axe. 

Weill:  Einige  elementare  Aufgaben  bezüglich  auf  das  Würfel- 
spiel. 

J.  Neuberg:  Ueber  das  harmonische  Viereck.  H. 
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